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O objetivo deste trabalho é estudar o adjunto de um polinbmio homogéneo continuo entre espagos de Banach.
Mostraremos algumas propriedades basicas e exemplos de adjuntos de determinados polinémios homogéneos, em
especial, mostraremos que o adjunto de um polinédmio homogéneo do tipo finito € um operador linear de posto finito.

Introducao

Sejam F e F espacgos de Banach e P: E — F um polinémio m-homogéneo continuo. Em [1], Aron e Schotten-
loher definiram o adjunto de P como sendo o seguinte operador linear continuo:

P.F' — P("E), P'(¢)(z) = p(P(z)),

onde P("™E) é o espago dos polindmios m-homogéneos continuos de E no corpo dos escalares. E claro que essa
definicdo generaliza a nocao de adjunto «" de um operador linear u. Neste trabalho veremos que o adjunto de um
polinbmio homogéneo compartilha de muitas propriedades do adjunto de um operador linear.

As seguintes notagdes serdo utilizadas:
e E’= dual topoldgico do espago vetorial normado E.
e L(E; F)= espago dos operadores lineares continuos de E em F.
e P("E; F)= espago dos polinémios m-homogéneos continuos de £ em F.
e P("E)= espago dos polindbmios m-homogéneos continuos de E sobre o corpo K = R ou C.

Resultados

Apesar do adjunto de um polindmio homogéneo compartilhar de muitas das propriedades do adjunto de um
operador linear, conforme verificaremos a seguir; é importante notar que, enquanto o adjunto de um operador linear
€ também um operador linear, o adjunto de um polindmio homogéneo nao € um polindmio homogéneo, € sim um
operador linear:

Proposicao 1. Sejam E e F espagos de Banach, P e Q e P("E; F) e A e K. Ent&o:
(a) P’ € um operador linear continuo, isto &, P' € L(F'; P("FE)).

(b) (P+Q) =P +Q".

(c) (A\P) = AP".

() [P =[Pl

Demonstracgao: Veja [6], Proposigcao 2.1.3
Corolario 2. Sejam E e F espacos de Banach. A aplicacdo dada por
o:P("E; F) — L(F;P("E)), ®(P)=P',

é uma isometria linear.
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Denotaremos por Jr 0 mergulho candnico do espago normado F'em F” e
Qm:E—P("E)", Qu(z)(P) = P(z),

o polinémio m-homogéneo continuo de norma 1.
Para P ¢ P(™E;F), por P"” denotamos o adjunto do operador linear P’, isto é, P = (P’)’. Note que P" ¢
L(P("E); F").

Proposicao 3. Sejam E e F espagos Banache P ¢ P("™E; F). Entao P" é uma extensdo de P a’P("™E)’ no sentido
de que Jr o P =P" 0 Q,,, ou seja, 0 seguinte diagrama é comutativo:

p

P(mE)/ F//

Qm Jr

E F

Em particular, P"(Q,,(E)) = Jp(P(FE)).

Demonstracao: Veja [6], Proposicao 2.1.5

Exemplo 4. Sejam E e F espagos de Banach, ¢ € E' ¢ b € F. Considere o polindmio m-homogéneo continuo ¢™ ® b
dado por
e ObE — F, (9" ®b)(z) = (p(x))" 0.

Veremos que (¢™ ®b)' = Jp(b) ® p™.

Defini¢do 5. Um polindémio P € P(™E; F') entre espagos normados é denominado de tipo finito se é da forma
E
P= Z QD;n ® bj,
j=1

onde k€N, ;€ E' e bj € F para todo j € {1,...,k}.

E facil ver que o subconjunto de todos os polinémios m-homogéneos continuos de tipo finito é um subespaco
vetorial de P(™E; F'), que sera denotado por P;(™E; F). E também nao é dificil verificar que se E tem dimenséao
finita, entdo todo polindmio homogéneo em FE é de tipo finito, isto &,

P(ME;F)=P;("E;F)

para todo m € N e todo espago normado F'.

Exemplo 6. Seja P € P("™FE; F) um polindmio continuo de tipo finito. Entao P é da forma
k
P=Y ¢l o,
j=1
com ¢; € E' ¢ bj € F para cada j € {1,...,k}. Da Proposi¢do 1 e do exemplo anterior segue que
k
/
P'=% Jr(b;) @™
j=1

Como Jp(b;) € F" e ¢ e P(™E) para j € {1,...,k}, segue que P’ é um operador linear de posto finito. Assim, o

adjunto de todo polinémio homogéneo de tipo finito € um operador linear de posto finito.

Exemplo 7. Sejam E e F espacos de Banach, Q € P(™FE) e b € F. Determinemos o adjunto do polinémio m-homogéneo
Q®b,isto é,
QobE— F ,Qeb(x)=0Q(x)b.

Entao (Q®b) = Jr(b) ® Q.



Para o proximo exemplo precisaremos do seguinte resultado:

Lema 8. Sejam E um espaco normado e ¢ € E’. Entdo a aplicagdo dada por

Tp:B' — P("E), Ty($)(x) = p(2)" ' (2),

é linear e continua, ou seja, T, €« L(E';P("E)).

Demonstracao: Veja [6], Lema 2.2.4

Exemplo 9. Sejam F e F espagos de Banach, ¢ € E', u e L(E; F) e m € N. Considere o polinémio m-homogéneo P
P:E — F, P(z) = p(x)™ tu(x).
Entao P’ =T, o', onde T, é o operador linear do Lema 8, ou seja, que o seguinte diagrama é comutativo:

F L P("E)
NA

Exemplo 10. Sejam E espago de Banach, ¢ € E' e m € N. Considere o polindmio m-homogéneo
P:E— E, P(z)=o(z)™ a.

Tomando u = Idg no exemplo anterior, temos P’ =T, 0 (Idg)' =T, 0 Idp:.
O polindémio homogéneo deste exemplo é muito usado como o analogo polinomial do operador identidade (veja,

por exemplo, [3]).
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