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Neste trabalho estudaremos codigos parametrizados por grafos bipartidos completos e suas matrizes de inci-
déncia. Utilizando algumas ferramentas de algebra comutativa podemos calcular explicitamente o comprimento,
dimenséo e distdncia minima destes cédigos. Veremos também que, neste contexto, conseguimos uma cota supe-
rior mais refinada para os pesos de Hamming generalizados do cédigo.

Introducao

Consideraremos F, um corpo finito com ¢ elementos e denotaremos a cardinalidade de qualquer conjunto X
por | X|. Seja L =F,[Z1,...,Z,] = @40 La 0 anel polinomial com n varidveis. Considere o seguinte conjunto de m
monémios Z**,...,Z%", onde cada Z*' = Z{'---Z%" e a;; € um inteiro ndo negativo paratodoi=1,...,m,j=1,...,n.
Definicao 1. Um conjunto térico parametrizado pelos monémios acima é o seguinte subconjunto do espago pro-
jetivo Pt

X={[t" it ] e P ity € FLY, (1

~

onde t* = t{"'---ty3'", paratodoi=1,...,m, eF; =F, - {0}.

Além disso, consideremos S = Fy[ X, ..., X,,] = @450 Sa cOmo outro anel de polindbmios, graduado usualmente.
Seja X = {P1,..., Px|} 0 conjunto térico dado em (1) e consideremos a aplicagéo de avaliag&o

avq:Sq — qux‘
— (LPD) f(Ax))
f ~ avd(f) '_(Xii(Pl)7".’Xii(-P|X\)).

Definicao 2. O cddigo parametrizado de ordem d associado ao conjunto térico X, ou o cédigo de ordem d

parametrizado pelos monémios acima, é a imagem da aplicagdo avaliagao av, e € denotado por Cx (d). Portanto

o f(P) f(Bx) ).
CX(d)_{(Xij(Pl)"“’Xfl(ﬂm)).fESd}' @)

Se B é um subconjunto de ]FLX|

, 0 suporte deste conjunto é
supp(B) = {i: existe (wy,...,wx|) € B tal que w; # 0}.
O r-ésimo peso de Hamming generalizado do codigo C'x(d) é dado por
d.(Cx (d)) = min{|supp(D)|: D € um subcddigo de Cx(d) e dimp, D =},

paral<r < Hx(d). A hierarquia de pesos do cédigo Cx (d) é o conjunto de inteiros {d,(Cx(d)):1<r< Hx(d)}.
Na literatura varias cotas gerais sdo conhecidas para diversos tipos de cédigos. Em particular, estamos interes-
sados nas seguintes cotas para as distancias de Hamming generalizadas:

1. Cota de Singleton: d,.(Cx(d)) <n-k+r;

2. Cota de Plotkin: d,(Cx(d)) < |n(q" - 1)¢""/(¢" - 1)].
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O grafo bipartido completo /C,, ,,

Um grafo G consiste em um conjunto finito ndo vazio V' de p pontos, munido de um conjunto X com ¢ pares
ordenados de pontos distintos de V. Um grafo bipartido G é um grafo cujo conjunto V' pode ser particionado em dois
subconjuntos V; e V> de modo que toda aresta de G conecta V; com V5.

Seja K., um grafo bipartido completo. A matriz de incidéncia associada a K, ,, é a matriz B = (b;;), de ordem
(m+n)-(mn) com b;; =1 se o vértice v; e a aresta a; sao incidentes e b;; = 0 caso contrério. Em geral, a variedade
torica X associada & matriz de incidéncia do grafo bipartido completo KC,,, ,, € dada por

X ={[t1itms1 - i titman 1ot tmtmat 2o S tmtman] it € ]F; paratodoi=1,...,m+n}.
Escolhendo a primeira coordenada, podemos reescrever X como
X = {[1 tap it i BB 1B Brer t By et an—lﬁm—l]}-

Sejam
Xi={[lrar:rapa]ior,...,ana€F e Xo={[1:B1:: Bm1]: Br,. .., Bn1 €F )

E claro que | X1| = (¢-1)"" e |Xy| = (¢ - 1)™".

Teorema 3 ([4], Teorema 5.1). Com a notagao utilizada acima, o comprimento do cddigo de avaliagdo associado a

matriz de incidéncia do grafo bipartido completo KC,., ,, € dado por
s = (q _ 1)m+n—2.

Teorema 4 ([4], Teorema 5.2). A dimens&o do cddigo de avaliagdo de ordem d associada a matriz de incidéncia do

grafo bipartido completo KC,, ., é dada por

dim]Fq Cx(d) = }:IX1 (d) . }:IX2 (d),

onde C(n-l+dy L m—1\(n-1+d-i(g-1)
w@ = (") s e () G )
e
o) - (m—;+d)+n§(_1)i(mi—1)(m—;j;éq—j(1q)—1)).

Teorema 5 ([4], Teorema 5.5). A distancia minima do cddigo de avaliacdo de ordem d associado a matriz de inci-

déncia do grafo bipartido completo K,, .., éx(d), é dada por
dx(d) = 0x,(d) - dx,(d).

Teorema 6 ([5], Teorema 4). Seja X o conjunto térico associado as arestas do grafo bipartido completo K ,,, com
n > 3. O r-ésimo peso de Hamming generalizado do cddigo Cx (d) parametrizado por suas arestas, 1 <r < Hx (d)
é limitado por

d, (Cx(d)) < (¢-1)"?(g-1-d)(qg+r-d-2) se l<d<q-3
(Cx T r(g- D) (g1 -) se ¢-3<d<(qg-2)(n-1),

ed.(Cx(d))=r parad> (q-2)(n-1), onde k el sdo os inteiros tnicos tais que k >0,1<l<q-2ed=k(qg-2) +1.

Se r =1 a igualdade ¢ verificada.

Seja F, um corpo finito com ¢ = 5 elementos e considere o grafo bipartido completo K 3.



t1 to

O conjunto toérico associado as arestas deste grafo é dado por
X = {[titg s tity : tits : tots i toty  tots] € PP i t; e FEY.

Sua matriz de incidéncia é dada por

1110 00
0 00111
10 01 00
0100160
0 01 0 01

Segue que seu comprimento é |X| = 4% = 64. A tabela a seguir d4 a dimensao dos codigos correspondentes para d
entre 1 e 6.

Hx(0) | Hx(1) | Hx(2) | Hx(3) | Hx(4) | Hx(5) | Hx(6)
1 6 18 40 52 60 64

Por fim, se tomarmos o cédigo Cx (3), sabemos que dx(3) = 4, pois dx, (3) =4 e 6x,(3) = 1. Escolhendo r = 3,d = 2
como no teorema acima podemos estimar o 3-ésimo peso de Hamming do co6digo:

d3(Cx(2))<4-2-4=32.
Além disso Hx (2) = 18, logo a cota de Singleton é
d3(Cx(2)) <|X|+3 - Hx(2) =4 +3-18=49,
enquanto que a cota de Plotkin é dada por

43(5° - 1)5'

d(Cx (2) < | g5 —— | = 63

Portanto a cota do teorema anterior, neste caso, € melhor que ambas as cotas conhecidas.
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