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Minicurso de Linux: do basico ao terminal.

Ministrante: Guilherme Martins Ferreira.

Resumo: introdugao ao uso do terminal Linux, abordando comandos essenciais, na-
vegacao em diretérios, manipulacao de arquivos, pipes, redirecionamentos e permissoes
bésicas.

PALESTRAS

Experiéncias Formativas na Formacao do Professor de Matematica: Ensino,
Pesquisa, Extensao e PIBID.
Palestrante: Prof?. Dr?. Maria Francisca da Cunha.

Resumo: Esta palestra propoe uma reflexao sobre a formacao do professor de Matematica
a partir das experiéncias formativas vivenciadas no didlogo entre ensino, pesquisa, ex-
tensao e o Programa Institucional de Bolsa de Iniciagao a Docéncia (PIBID). Compreende-
se que formar professores vai além da transmissao de conteidos: trata-se de um processo
continuo de construcao da identidade docente, sensivel as realidades sociais e compro-
metido com a transformacao da educacao. O ensino, ao articular saberes matematicos
e pedagogicos, favorece o desenvolvimento de praticas reflexivas e criticas. A pesquisa
desperta a postura investigativa, fortalecendo o olhar sobre os processos de ensinar e
aprender. A extensao amplia o dialogo entre universidade e comunidade, tornando o co-
nhecimento cientifico mais acessivel e socialmente relevante. Nesse contexto, o PIBID se
destaca como um espaco de vivéncias significativas, permitindo ao licenciando experimen-
tar o cotidiano escolar, elaborar praticas inovadoras e refletir sobre o ser professor. Assim,
pensar as experiéncias formativas é reconhecer a docéncia como um campo de criagao,
didlogo e compromisso com uma educagao matematica critica, sensivel e emancipadora..

Entre o Regular e o Singular: descobrindo a beleza das singularidades.
Palestrante: Prof. Dr. Jorge Luiz Deolindo Silva.

Resumo: Em nosso cotidiano, estamos cercados por formas suaves e previsiveis: cur-
vas, superficies e objetos que parecem seguir uma harmonia natural. Mas o que acontece
quando essa harmonia se rompe? A Teoria das Singularidades é o ramo da Matematica
que estuda esses momentos de transi¢ao, isto é, pontos onde o comportamento regular fa-
lha e surgem novas estruturas. Tais pontos sao denominados singularidades, mas elas nao
sao apenas excecoes: elas revelam padroes profundos presentes na geometria, na fisica,
visao computacional e até na arte. Nesta palestra, exploraremos exemplos visuais e intui-
tivos de como a Matematica descreve e classifica esses fenomenos singulares, mostrando
que o irregular também pode ser fonte de beleza e compreensao.

A férmula magica do sucesso? Um toque de Matematica.
Palestrante: Prof. Dr. Lucio Abimael Medrano Castillo.
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Resumo: Esta palestra é um convite direto aos estudantes de Matematica para que
redefinam o escopo de suas carreiras, enxergando o empreendedorismo nao como um
caminho alternativo, mas como a aplicacao mais poderosa e lucrativa de sua formacao em
Ciencias Exatas. Longe de ser apenas uma disciplina de base, a Matematica confere um
diferencial competitivo inico no mundo dos negdcios e das startups de alto impacto. O
foco central é demonstrar como o pensamento rigoroso, l6gico e analitico desenvolvido ao
longo da graduacao é a ferramenta essencial para navegar na complexidade do mercado
atual. Empreender nao é sobre sorte, mas sobre modelagem, otimizacao e previsao - areas
onde o matematico se destaca naturalmente.

Abordaremos a Mateméatica Aplicada ao Mercado em trés pilares praticos:

1. Modelagem de Negécios e Riscos: Como conceitos de Algebra Linear, Otimizacao e
Probabilidade sao diretamente traduzidos na criagao de modelos de receita sustentaveis,
na alocacao eficiente de recursos e na mitigacao calculada de riscos financeiros. A Ma-
tematica aqui é a linguagem para a tomada de decisao estratégica.

2. O Império dos Dados (Data Science): A base teérica em Estatistica, Anélise Numérica
e Algoritmos posiciona o matematico como o lider ideal em startups que exploram Inte-
ligéncia Artificial (IA), Machine Learning e Big Data. Serd explorado como transformar
grandes volumes de dados em insights de mercado valiosos e produtos escalaveis.

3. A Loégica do Crescimento Exponencial: Utilizando o conceito de escalabilidade, a
palestra mostrard como startups de tecnologia (as ”"startups baseadas em Exatas”) utili-
zam a matematica para projetar um crescimento nao-linear, diferenciando-se de negécios
tradicionais.

Serao apresentados estudos de caso de empreendedores com formacao em Exatas que
fundaram empresas de sucesso em areas como Fintechs, Biotecnologia e Deep Tech. O
objetivo é desmistificar a jornada e inspirar os alunos a transformar seus conhecimentos
em capital e suas ideias em inovagoes disruptivas. A palestra é, fundamentalmente, uma
prova de que a proxima grande equacao a ser resolvida é o langcamento e o crescimento
sustentavel de seu proprio negbcio.

Decisoes inteligentes: como a Estatistica guia nosso dia a dia.
Palestrante: Prof. Dr. Allan Alves Fernandes.

Resumo: Mesmo que de forma imperceptivel, a Estatistica estd presente em pratica-
mente todas as decisoes que tomamos, desde coisas simples como definir se levo ou nao
um guarda-chuva ao sair de casa pela manha, até decisoes que impactam a sociedade,
como a producao de uma vacina. Ela nos ajuda a compreender fenomenos complexos,
interpretar informacoes e transformar dados em conhecimento 1til. Discutiremos, de ma-
neira leve e aberta, como a Estatistica vai muito além dos graficos e nimeros, tornando-se
ferramenta essencial tanto no dia a dia, quanto no meio cientifico, para tomada de de-
cisoes baseadas em evidéncias. Serao apresentados exemplos praticos em diversas dreas,
evidenciando como o raciocinio estatistico nos permite enxergar padroes, lidar com as
incertezas e compreender melhor o mundo ao nosso redor.
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APRESENTACOES DE TRABALHOS

As apresentagoes de trabalhos da XVI SEMAP foram organizadas em duas modalidades:
posteres (banners) e apresentagoes orais.

POSTERES (BANNERS)

Explorando as potencialidades do ensino de calculo de areas totais e volumes
em situacoes reais com impressora 3D a luz da teoria do TPACK.
Apresentador: Elder Nunes.

Autor: Elder Nunes.

Uma andlise da aprendizagem de Fisica através de uma abordagem ludificada
no Ensino Médio.

Apresentador: Luan Lira dos Santos.

Autores: Luan Lira dos Santos, Eduardo Gongalves Menezes Silva e Marcelo Parreira de
Oliveira.

Matematica na roga: os plantios tradicionais no Quilombo Varzea Grande/BA.
Apresentadora: Eulina Neta de Paula Santos.

Autores: Eulina Neta de Paula Santos, Cristiane Coppe de Oliveira e Marcelo Parreira
de Oliveira.

O croché na Matematica: uma abordagem criativa como forma de aprendi-
zado.

Apresentadora: Eunice de Paula Santos.

Autores: Eunice de Paula Santos e Marcelo Parreira de Oliveira.

Jogo de btzios na Matematica.
Apresentadora: Denise Aparecida Santos Camargo.
Autores: Denise Aparecida Santos Camargo e Marcelo Parreira de Oliveira.

APRESENTACOES ORAIS

Aspectos matematicos basicos da criptografia quantica.
Apresentador: Guilherme Martins Ferreira.
Autores: Guilherme Martins Ferreira e Patricia Borges dos Santos.
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A contribuicao de disciplinas de/para pesquisa em Educagao Matemadtica para
a formacao de professores-pesquisadores.

Apresentadores: Carlos Eduardo Petronilho Boiago e Miliam Juliana Alves Ferreira.
Autores: Carlos Eduardo Petronilho Boiago e Miliam Juliana Alves Ferreira.

A prova dos noves ou noves fora.
Apresentador: Alisson Rafael Aguiar Barbosa.
Autores: Silvia Aparecida de Jests e Alisson Rafael Aguiar Barbosa.

Um estudo sobre invariantes topolégicos no contexto de cadeias de topologias.
Apresentador: Miguel Sabino Rodrigues da Cunha.
Autores: Miguel Sabino Rodrigues da Cunha e Marcelo Gongalves Oliveira Vieira.

Aplicagoes do Teorema da Funcao Inversa.
Apresentadora: Samara Aparecida Parreira Araujo Silva.
Autoras: Samara Aparecida Parreira Araujo Silva e Tania Maria Machado de Carvalho.

Sobre a bifurcacao transcritica.
Apresentador: Luis Thiago Arcanjo Sales.
Autores: Luis Thiago Arcanjo Sales e Hernan Roberto Montufar Lépez.

Proporgao aurea e ensino de Matematica: um estudo documental em livros
do 92 ano do Ensino Fundamental.

Apresentadora: Samara Aparecida Parreira Araujo Silva.

Autoras: Samara Aparecida Parreira Araujo Silva e Miliam Juliana Alves Ferreira.
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Prefacio

PET Matematica Pontal e SEMAP: quinze anos de formagao, memoria e
compromisso com a universidade publica

Tania Maria Machado de Carvalho
Universidade Federal de Uberlandia

A Semana de Matematica do Pontal (SEMAP) é um evento cientifico anual reali-
zado pelos cursos de Matematica do Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais do Pontal
da Universidade Federal de Uberlandia (ICENP/UFU). O objetivo central do evento é
congregar docentes e discentes de universidades, docentes e discentes da rede de ensino
da regiao do Triangulo Mineiro e a comunidade em geral em torno do tripé ensino, pes-
quisa e extensao, por meio de atividades voltadas a matematica e areas afins. O evento
estimula o entrosamento entre o ptublico externo e a Universidade Federal de Uberlandia,
fomentando a divulgagao do conhecimento cientifico e o intercambio de ideias e saberes.
As atividades da Semap incluem palestras, mesas-redondas, apresentacoes de trabalhos e
atividades culturais.

Consolidada no Campus Pontal, em Ituiutaba, a SEMAP teve sua primeira edi¢ao
realizada em 2010, mesmo ano em que foi aprovado, pelo Ministério da Educacao, o
projeto de criacao do PET Matematica Pontal. Desde entao, a trajetoria do grupo tem
se entrelagado a historia do evento, com participacao efetiva na organizacao de todas as
edigoes. Em reconhecimento a essa contribuicao e a importancia do PET Matematica
Pontal para a comunidade académica, a XVI edicao da SEMAP incluiu uma homenagem
aos seus 15 anos de existéncia.

Para compreender o significado dessa homenagem e a relevancia da trajetéria cons-
truida pelo grupo, é necessario situar o PET no contexto mais amplo da SEMAP e da
formagcao universitaria no Brasil, uma vez que a formacao universitaria nao se esgota no
cumprimento das disciplinas obrigatérias de um curriculo.

Embora a sala de aula seja espaco fundamental da vida académica, a universi-
dade também se realiza nos ambientes de estudo coletivo, nas acgoes de extensao, nas
experiéncias de pesquisa, nos eventos cientificos, nas discussoes formativas e nas iniciati-
vas que aproximam o estudante da vida intelectual, social e cultural de sua &rea. E nesse
horizonte que se insere o Programa de Educacao Tutorial (PET), uma das politicas mais
significativas e duradouras de formacao complementar no ensino superior brasileiro.

Criado em 1979, inicialmente com o nome de Programa Especial de Treinamento, o
PET nasceu no ambito da Coordenagao de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES), em um periodo de preocupagdo com a qualificacdo da graduagao e com a
formacao de estudantes capazes de atuar de modo mais autonomo, critico e participativo
na universidade. Desde sua origem, o programa assumiu uma caracteristica singular:
organizar grupos de estudantes de graduacao sob a orientacao de um professor tutor,
promovendo uma formacao que ultrapassasse os limites da grade curricular regular.
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Ao longo de sua histéria, o PET consolidou-se nao apenas como programa de bolsas,
mas como uma proposta de formacao tutorial. A bolsa é, sem duvida, importante, pois
contribui para a permaneéncia e para a dedicacao dos estudantes as atividades académicas.
No entanto, a esséncia do PET esta no trabalho coletivo, na autonomia discente, na
orientacao continuada, no planejamento de acoes e na articulagao entre ensino, pesquisa
e extensao. O grupo PET constitui-se, assim, como um espago permanente de estudo,
criacao, reflexao e intervencao académica.

A trajetéria nacional do PET também foi marcada por movimentos politicos e ins-
titucionais. Em 1999, sua gestao foi transferida da CAPES para a Secretaria de Educagao
Superior do Ministério da Educagao (SESu/MEC). Nos anos seguintes, diante de incerte-
zas sobre sua continuidade e sua fun¢ao na politica de graduagao, a comunidade petiana
teve papel decisivo na defesa do programa. Estudantes, tutores e egressos organizaram-
se em encontros, debates e instancias representativas, reafirmando que o PET nao era
apenas uma acao administrativa, mas uma experiéncia formativa consolidada na vida
universitaria brasileira.

Em 2004, a mudanca de nome para Programa de Educacao Tutorial expressou
uma alteragao importante de concepgao. A ideia de “treinamento” deu lugar a nocao de
“educacao tutorial”, mais adequada a proposta de formacao ampla, critica e integrada.
Em 2005, a Lei n® 11.180 instituiu o PET no ambito do Ministério da Educacao, con-
ferindo maior estabilidade normativa ao programa. Desde entao, o PET passou a ser
compreendido como uma acao voltada a melhoria da qualidade da graduacao, apoiando
grupos tutoriais que desenvolvem atividades académicas orientadas pelo principio da in-
dissociabilidade entre ensino, pesquisa e extensao.

Esse principio, no PET, nao é apenas uma formulagao abstrata. Ele se concretiza
no cotidiano dos grupos: seminarios, minicursos, projetos de pesquisa, atividades de
extensao, intervengoes em escolas, organizacao de eventos, producao cientifica, estudos
dirigidos, acoes de acolhimento e apoio a graduagao. Ao participar de um grupo PET, o
estudante aprende a estudar coletivamente, a planejar atividades, a escrever, a falar em
publico, a pesquisar, a dialogar com a comunidade e a compreender sua formacao como
parte de um projeto académico e social mais amplo.

E nesse contexto que se insere a histéria do PET Matematica Pontal. O grupo
nasceu oficialmente em 8 de dezembro de 2010, no entao Curso de Matematica da Fa-
culdade de Ciéncias Integradas do Pontal da Universidade Federal de Uberlandia, em
[tuiutaba. Seu projeto de criacao teve origem em uma articulacao iniciada pelo professor
Marcelo Gongalves Oliveira Vieira, coordenador do Curso a época, que, diante da aber-
tura do Edital MEC/SESu n® 09/2010 e do desejo de trazer o PET para a Matemética
do Pontal, mobilizou docentes do curso para discutir a elaboracao de uma proposta. Esse
esforgo coletivo envolveu o proprio professor Marcelo, a professora Tania Maria Machado
de Carvalho, a professora Mirian Maria Andrade Gongalez, o professor Germano Abud de
Rezende, o professor Daniel Cariello e o professor Edward Luis de Araijo. Por afinidade
com as exigéncias do edital e com a proposta formativa do programa, a professora Tania
assumiu a autoria formal do projeto e colocou-se a disposicao para exercer a tutoria inicial
do grupo. A proposta foi aprovada e, a partir de entao, a professora Tania conduziu o
PET Matematica Pontal em seus primeiros seis anos de existéncia.

Como ocorre frequentemente nas histérias institucionais mais significativas, o inicio
nao foi marcado pela abundancia de recursos, mas pela disposi¢ao coletiva. Havia um
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projeto aprovado, oito estudantes e uma tutora, mas nao havia sala, mesas, cadeiras ou
computador. Havia, sobretudo, vontade, compromisso e a compreensao de que aquele
grupo poderia se tornar um espaco importante para a formacao dos estudantes de Ma-
tematica do Pontal. As primeiras lutas foram, portanto, concretas: conquistar um espaco
fisico, organizar uma estrutura minima e iniciar as atividades previstas no planejamento
do grupo.

Naquele momento, o curso ainda estava instalado no bloco A2 da UEMG, e o PET
Matematica Pontal passou a dividir uma sala com o também recém-criado PET Mais
Saude. A estrutura era simples: uma sala compartilhada, uma mesa redonda, algumas
cadeiras e um computador antigo, daqueles grandes, mas que funcionava. Foi nesse espaco
inicial que comecaram a ser pensadas, elaboradas e executadas as primeiras atividades
do grupo: minicursos, eventos, acoes de extensao, atividades de ensino, pesquisas, parti-
cipagoes no INTERPET da UFU e reunioes semanais.

Ainda em 2011, uma dessas reunioes tornou-se simbdlica para a identidade do
grupo. Em 9 de maio daquele ano, os petianos reuniram-se, sob a presidéncia da tutora
Tania Maria Machado de Carvalho, para escolher a logomarca do PET Matematica Pon-
tal. A logomarca selecionada trazia um triangulo, representando o tripé ensino, pesquisa
e extensao enquanto fazia referéncia ao Triangulo Mineiro, regiao onde se localiza a cidade
de Ituiutaba. Esse gesto, aparentemente simples, expressava a compreensao que acom-
panharia o grupo desde sua origem: o PET Matematica Pontal nao deveria ser apenas
um espaco de estudo, mas um espaco de integracao entre as diferentes dimensoes da vida
universitaria.

Com a mudanca para a sede prépria do Campus Pontal, surgiu uma nova etapa
de luta pela consolidacao do grupo. Apods argumentacoes e reunides com a direcdo e a
prefeitura de campus, uma das salas do Bloco B foi dividida por meio de uma parede
de gesso (dry wall) para acolher, separadamente, os grupos PET Matematica Pontal e
PET Mais Saude. O grupo conquistava, enfim, sua sala prépria: um espago pequeno, de
aproximadamente 17 metros quadrados, mas carregado de significado. A porta recebeu,
com orgulho, a logomarca escolhida pelos préprios petianos. Aos poucos, com apoio da
coordenacao do curso, projetos aprovados e recursos de custeio, a sala foi ganhando mesas,
cadeiras, computadores, notebooks, impressora, lousa branca, armarios, bancada e os
equipamentos necessarios para se tornar um ambiente de estudo, orientacao e convivéncia.

Essa dimensao material nao é secundaria. Na universidade, os espagos também
educam. Uma sala PET é mais do que um local fisico: é lugar de encontro, de reuniao, de
estudo, de aconselhamento, de elaboracao de projetos, de acolhimento de estudantes e de
construcao de pertencimento. No caso do PET Matematica Pontal, a conquista da sala
representou também a conquista de um territério académico préprio, no qual os petianos
podiam se reconhecer como grupo e desenvolver uma cultura de trabalho coletivo.

Ao longo dos primeiros anos, o PET Matematica Pontal consolidou sua atuacao
no Curso de Matematica, na Unidade Académica e na prépria instituicao. As atividades
planejadas anualmente foram sendo desenvolvidas com regularidade, e o grupo passou a
responder aos chamados do curso e da direcao, assumindo responsabilidades em eventos,
acoes de extensao e atividades de apoio a graduacao. A participagdo em congressos,
reunioes INTERPET, SEMAPs e demais eventos académicos contribuiu para ampliar a
formagcao dos estudantes e projetar o grupo para além dos limites do campus.
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Um ponto importante dessa trajetoria foi a luta pelo reconhecimento das iniciagoes
cientificas realizadas no ambito do PET. Sob a tutoria da professora Tania Carvalho,
foi defendida a equiparacao dessas iniciagoes cientificas as desenvolvidas em programas
como PIBIC e PIVIC. Essa conquista exigiu convencimento, participacao em reunioes,
solicitacoes ao Comité Local de Acompanhamento e Avaliagao e atuagao politica dentro
das instancias institucionais. Trata-se de um exemplo concreto de como a historia do PET
é também feita de movimentos de reconhecimento académico, muitas vezes silenciosos,
mas essenciais para garantir a valorizacao da produgao dos estudantes.

Depois de seis anos de implantagao, estruturacao e consolidacao inicial, a tuto-
ria passou, em novembro de 2016, ao professor Marcelo Gongalves Oliveira Vieira. Sua
chegada marcou um novo momento do grupo, mantendo o compromisso com os ideais pe-
tianos e trazendo novos horizontes, novas formas de atuagao e uma renovacgao necessaria
a vitalidade de qualquer grupo PET. A mudanca de tutoria, nesse sentido, nao signifi-
cou ruptura, mas continuidade com renovacao. Um grupo PET se fortalece justamente
quando consegue preservar sua memoria e, a0 mesmo tempo, abrir espago para novas
visoes, novas praticas e novos modos de organizacao.

Apo0s seis anos de tutoria do professor Marcelo, o grupo passou a ser conduzido
pela professora Evaneide Alves Carneiro, atual tutora do PET Matemaética Pontal. Essa
sucessao de tutorias revela a maturidade do grupo e sua capacidade de permanecer ativo
ao longo do tempo. A histéria iniciada em 2010, com incertezas, falta de estrutura e
muita disposicao, alcanca, em 2025, a marca simbdlica de 15 anos. Essa permanéncia nao
se explica apenas pela existéncia formal do programa, mas pela dedicacao de seus tutores,
pela atuacao dos petianos e pelo reconhecimento do PET como espago formativo dentro
do Curso de Matematica do Pontal.

A relacao do PET Matematica Pontal com a SEMAP expressa, de modo particular,
a continuidade entre formacao, memoéria e vida académica. A Semana de Mateméatica do
Pontal, iniciada também em 2010, consolidou-se como evento cientifico anual dos cursos de
Matematica do ICENP/UFU, reunindo estudantes, professores, pesquisadores, egressos,
docentes da educacao basica e a comunidade externa em torno de atividades de ensino,
pesquisa, extensao e divulgacao cientifica.

Na XVI SEMAP, realizada em 2025, esse vinculo ganhou um significado especial.
A programacao do evento acolheu a mesa-redonda “15 anos do PET Matematica Pontal”,
concebida como espaco de memoria, celebracao e reflexao sobre a trajetéria do grupo.
A atividade reuniu tutores, ex-tutores, estudantes e egressos, permitindo que diferentes
geracoes compartilhassem experiéncias, lembrancas e leituras sobre o papel do PET na
formacao académica e humana dos estudantes do Curso de Matematica.

Mais do que uma homenagem, a mesa-redonda representou um gesto de reconhe-
cimento institucional. Ao trazer para o centro da programagao os quinze anos do PET
Matematica Pontal, a XVI SEMAP reafirmou a importancia do grupo na histoéria recente
da Matemadtica no Pontal. A presenca da professora Tania Carvalho, primeira tutora; do
professor Marcelo Vieira, segundo tutor do grupo; da professora Evaneide Carneiro, atual
tutora; e de petianos e egressos, como Bruna Rezende, Daniel Alves da Silva e Felipe Jun
Long Jiang, conferiu a atividade uma dimensao ao mesmo tempo afetiva, académica e
histoérica.

Esse encontro permitiu revisitar o percurso iniciado em 2010 nao como simples
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sucessao de fatos, mas como memoria viva de uma experiéncia formativa construida co-
letivamente. Ao reunir vozes de diferentes momentos dessa trajetéria, a mesa-redonda
evidenciou que a historia do PET Matematica Pontal nao pertence apenas a uma gestao,
a uma geracao de estudantes ou a uma tutoria especifica. Trata-se de uma histéria com-
partilhada, atravessada por permanéncias, mudancas, desafios e renovagoes. A celebracao
dos quinze anos do PET Matematica Pontal inscreve-se, assim, na prépria historia da SE-
MAP, reforgando o entrelagamento entre o evento, o Curso de Matematica, o ICENP/UFU
e as acoes formativas que dao vida a universidade.

Nesse sentido, os anais da XVI SEMAP assumem também o papel de registro
simbdlico dessa comemoracao. Ao reunir os trabalhos apresentados no evento, esta pu-
blicacao preserva a producao académica de seus participantes e, ao mesmo tempo, fixa
na memoéria institucional um momento singular da histéria da Matematica no Pontal:
a celebracao dos quinze anos do PET Matematica Pontal. Assim, estes anais nao ape-
nas documentam mais uma edicao da Semana de Matematica do Pontal, mas também
testemunham a forca de uma trajetéria construida coletivamente, marcada pelo compro-
misso com a formacao, com a universidade piblica e com a permanéncia de experiéncias
académicas que atravessam geragoes.
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1 Introducio

Este artigo tem como objetivo discutir a relagc@o entre saberes matemaéticos e praticas cul-
turais quilombolas, a partir do processo de producdo da farinha de mandioca no quilombo Var-
zea Grande/BA. O estudo emergiu nas disciplinas PROINTER III e IV do curso de Licenciatura
em Matemadtica da Universidade Federal de Uberlandia — Campus Pontal, articulando educa-
cdo étnico-racial, Etnomatematica e ensino de grandezas e medidas. A pesquisa fundamenta-se
na perspectiva da Etnomatemaética proposta por D’ Ambrosio (2001), especialmente no que se
refere aos “desafios do cotidiano” enquanto espaco de produgdo e aplicacdo de conhecimentos
matematicos. A experiéncia resultou na producio de um video intitulado “Ciéncia Matematica
aplicada no dia a dia — Déia, a bisavé universitdria”, que retrata as etapas da fabricagdo da fari-
nha de mandioca, posteriormente, apresentado a estudantes do 8° ano do Ensino Fundamental,
em uma escola da educagdo bésica, em Ituiutaba/MG. Os resultados apontam que a pratica de
transformar medidas tradicionais da comunidade (como o “prato”’) em unidades do Sistema In-
ternacional de Medidas, fortalece tanto o ensino de Matemadtica quanto a valorizagdo da cultura

quilombola, em consonancia com a Lei 10.639/03.

2 Desenvolvimento

A Matematica, muitas vezes vista apenas em sua dimensdo formal, também se expressa
nos saberes cotidianos de diferentes culturas. No contexto quilombola, praticas tradicionais
carregam formas de raciocinio l6gico, mensuracdo e organizacdo que dialogam diretamente
com o campo da Matemitica escolar.

Este trabalho apresenta a experiéncia vivenciada no quilombo Varzea Grande/BA, a par-

tir da producgdo da farinha de mandioca, como campo de aprendizagem matemadtica. A proposta
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insere-se no debate sobre a educacao das relacdes étnico-raciais € no cumprimento da Lei n°
10.639/03, que estabelece a obrigatoriedade da temética “Histéria e Cultura Afro- Brasileira”

na educacdo bdsica (Brasil, 2003).

O estudo apoia-se na perspectiva da Etnomatemaética, proposta por D’ Ambrosio (2001),
que compreende os conhecimentos mateméticos como construgdes culturais ligadas a sobrevi-

véncia e a organizagdo social dos povos.

Segundo o autor, as préticas do dia a dia expressam instrumentos materiais e intelectuais
utilizados pelas comunidades para lidar com os “desafios do cotidiano”. Assim, o trabalho
com medidas, propor¢des e transformagdes no processo de fabricacdo da farinha de mandioca

revela-se como um campo fértil para a aprendizagem matematica.

Além disso, este estudo dialoga com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que
orienta o ensino de Matematica a partir de unidades teméticas. No 8° ano do ensino fundamen-
tal, por exemplo, a unidade “Grandezas e Medidas” abarca “medidas de capacidade” (Brasil,

2018), aspecto que se relaciona diretamente as praticas do quilombo.

A pesquisa tem cardter qualitativo e foi desenvolvida no Aambito das disciplinas PROIN-
TER III e IV do curso de Licenciatura em Matemadtica da Universidade Federal de Uberlandia

— Campus Pontal.

As etapas foram organizadas da seguinte forma: (1) Levantamento cultural: registro
da prética de producdo da farinha no quilombo Véarzea Grande/BA, considerando unidades de
medida locais, como o “prato”; (2) Producdo do video educativo: “Ciéncia Matematica aplicada
no dia a dia — Déia, a bisavé universitdria”, protagonizado por uma das autoras e sua familia,
documentando o processo de fabricacao da farinha e (3) Intervencao pedagdgica: apresentacdo
do video a estudantes do 8° ano do ensino fundamental, em uma escola publica da educagao
basica de Ituiutaba/MG, promovendo reflexdes sobre medidas de capacidade e conversdes para

o Sistema Internacional de Medidas.

3 Analise/Conclusio

Os registros evidenciam que o quilombo utiliza como unidade principal o “prato de fari-
nha”, equivalente a aproximadamente 3 kg ou 3 litros. Vinte pratos correspondem a uma saca de
farinha, de 60 kg ou 60 litros. Esse sistema tradicional de medi¢ao, embora distinto do formal,
possibilita: (1) Aprendizagem significativa, ao conectar a Matematica escolar ao cotidiano; (2)
Conversao de medidas, permitindo ao estudante compreender a correspondéncia entre unidades
locais e o Sistema Internacional, (3) Valorizag¢do da cultura quilombola, fortalecendo a identi-
dade e a autoestima dos estudantes e (4) A proposta mostrou que tem potencial para ser eficaz
na implementacdo da Lei n° 10.639/03, contribuindo para a formacao inicial de professores de
Matematica, sensiveis as questdes étnico-raciais e culturais. A seguir apresentamos uma tabela

de Conversao de medidas utilizadas no quilombo Varzea Grande/BA:
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Tabela 1: Conversdo de medidas utilizadas no quilombo Varzea Grande/BA.

Unidade tradicional Equiv. (kg) Equiv. (L) Equiv. (sacas 60 kg/60 L)

1 prato 3kg 3L 1/20 saca
10 pratos 30kg 30L 1/2 saca
20 pratos 60 kg 60 L 1 saca

1 prato 3kg 3L 1/20 saca

Fonte: elaborada pelos autores.

A producdo da farinha de mandioca no quilombo Varzea Grande/BA representa mais do
que uma pratica alimentar: € um espaco de transmissao de saberes culturais e matematicos.

A experiéncia relatada demonstra que a Matematica pode ser ensinada e aprendida de
forma contextualizada, valorizando a cultura afro-brasileira e, promovendo algumas préticas
pedagogicas alinhadas a BNCC e a legislacdo educacional.

Sugere-se que experiéncias semelhantes sejam replicadas em outras comunidades, for-

talecendo a interdisciplinaridade e o didlogo entre escola e cultura popular.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo. A pesquisa parte de uma abordagem qualitativa, funda-
mentada na Etnomatemética (D’ Ambrosio, 1990), considerando o croché como pratica cultural
e artesanal que revela modos proprios de pensar e de aprender matematica. A partir de oficinas
realizadas com a confeccdo de pegas, observou-se que o croché favorece a aprendizagem signi-
ficativa ao conectar a cultura dos estudantes ao conteuido escolar, estimulando a criatividade, a
concentracao e o raciocinio logico.

Palavras-chave: BNCC; Croché; Cultura afro-brasileira; Etnomatematica; Geometria.

1 Introducao

A escolha do tema estd relacionada a experi€ncia pessoal e familiar de um dos autores,
cuja familia possui tradi¢do artesanal no croché. Desde a infincia, essa prética esteve presente
como atividade criativa e desafiadora, que estimulava o raciocinio 16gico por meio da contagem
de pontos e da por que interpretacdo de graficos. Além do aspecto cultural, o croché revelou-se
um espago de aprendizagem matemadtica, o que motivou sua andlise como recurso pedagdgico.

O ensino de Matemadtica € frequentemente visto como abstrato e dificil. Assim, torna-se
necessario buscar metodologias que aproximem os conteidos escolares da realidade dos alunos.
Nesse sentido, o croché pode ser explorado como recurso didatico que promove aprendizagem
significativa (Smole, Diniz e Candido). D’Ambrosio (1996) destaca que a Etnomatemadtica
valoriza saberes produzidos em diferentes contextos culturais, mostrando que a Matematica esta
presente em todas as culturas. Moran (2015) acrescenta que metodologias criativas colocam o
aluno como protagonista, estimulando a autonomia e a interagdo com o conhecimento.

A pesquisa adota abordagem qualitativa (Bogdan e Biklen, 1994), que busca compre-
ender fendmenos em seus contextos reais. O estudo foi desenvolvido por meio de oficinas de

croché, nas quais os participantes confeccionaram um hexdgono regular, Foram observados e
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discutidos alguns conceitos matemdticos tais como: simetria, propor¢cdo e geometria. O pro-
cesso permitiu identificar tanto saberes tradicionais dos artesdos quanto conteidos formais da
Matemdtica académica.

A proposta de utiliza¢do do croché como recurso pedagdgico para o ensino de Matema-
tica foi desenvolvida com estudantes do 3° ano do Ensino Médio, em uma escola de educagao
basica. A atividade teve como objetivo aproximar os contetidos matemaéticos do cotidiano dos
alunos, utilizando uma pratica culturalmente significativa e manual como ponto de partida para
a construcao de saberes matemaéticos, em consonancia com os pressupostos da Etnomatematica
(D’ Ambrosio, 2001).

A atividade ocorreu em duas aulas consecutivas de 45 minutos cada, totalizando 90
minutos de trabalho por turma. Cada turma era composta por aproximadamente 35 estudantes,
organizados em grupos colaborativos, de forma a favorecer a troca de experié€ncias, o didlogo e
a cooperagdo entre os participantes.

Na primeira aula, realizou-se uma explanagdo tedrica acerca da relagdo entre o croché e
conceitos matematicos, abordando temas como geometria plana, simetria, propor¢ao, medidas
e regularidades. Nesse momento, a professora apresentou exemplos visuais de pecas de cro-
ché, destacando como os pontos e as formas criadas manualmente se relacionam com figuras
geométricas, angulos e repeti¢des de padroes.

Na segunda aula, os alunos participaram da etapa prética, em que foram distribuidos os
materiais necessdrios (linhas, agulhas e amostras de croché). A docente demonstrou as técnicas
bdsicas e orientou os grupos sobre o uso dos instrumentos. Durante a confec¢do das pecas,
os estudantes puderam aplicar e reconhecer conceitos mateméticos de maneira concreta, obser-
vando como as estruturas geométricas emergem da prética artesanal.

A relacdo entre o croché e os conceitos matematicos foi explorada tanto durante a execu-
cdo da atividade, mediante questionamentos e observacdes orientadas pela professora, quanto
posteriormente, em uma discussdo coletiva. Nesse momento, os alunos refletiram sobre as
formas geométricas identificadas nas producdes, os célculos de medidas envolvidos e as pro-
por¢des observadas nas repeti¢des dos pontos e padrdes.

Essa metodologia mostrou-se eficaz na articulacdo entre o saber escolar e o saber cultu-
ral, promovendo o interesse dos estudantes e favorecendo a compreensdo dos contetidos mate-

maticos de modo significativo.

2 Analise/Conclusao

Os resultados apontam que o croché contribui para tornar o ensino da Matematica mais
atrativo, significativo e conectado a realidade dos estudantes. Foram identificados aprendiza-
dos relacionados a contagem, propor¢ao, medidas, simetria e geometria. Além disso, a pratica
artesanal promoveu motivagao, concentragao e criatividade nos alunos, favorecendo uma apren-

dizagem mais envolvente e interdisciplinar.
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Figura 1: Material utilizado com os alunos.

Fonte: os autores.

Figura 2: Alunos colocando em prética o que aprenderam.

Fonte: os autores.

Conclui-se que o croché pode ser considerado uma estratégia pedagdgica inovadora,
capaz de unir tradi¢do cultural e ensino formal da Matemadtica. Essa pratica valoriza a cultura
artesanal, estimula o raciocinio 16gico e a criatividade e aproxima o aluno do conhecimento ma-
temadtico de forma pratica, lddica e significativa. Dessa forma, o croché se mostra como recurso

potencial para uma Educacdo Matematica mais inclusiva, interdisciplinar e transformadora.
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1 Introducao

Fundamentado no referencial da Etnomatematica de D’ Ambrosio (2001) e Gerdes (2012),
o estudo reconhece a Matemética como uma produgdo cultural diversa, capaz de ser ensinada
de forma significativa quando conectada a realidade dos estudantes. O jogo de buzios, em seu
sistema Merindilogum, permite a relagdo direta com conceitos formais como espago amostral,
arranjos e probabilidade, articulando préticas culturais afro-brasileiras com contetidos da Base
Nacional Comum Curricular (Brasil, 2017).

A metodologia da pesquisa € de natureza qualitativa e exploratéria. O procedimento
envolveu trés etapas principais: (1) Revisdo Bibliografica sobre Etnomatemdtica e o jogo de
buzios, incluindo andlise de pesquisas recentes sobre o tema; (2) Modelagem Matemdtica, fo-
cada em descrever e explicitar matematicamente as 256 combinacdes do sistema Merindilogum
para fins de transposi¢do didatica; e (3) Elaboragcdo e Aplicacdo Piloto de atividades didaticas
em turmas dos anos iniciais do Ensino Fundamental, com coleta e andlise qualitativa dos dados
obtidos, visando avaliar a compreensao dos alunos sobre no¢des bdsicas de probabilidade. A
expectativa € que o estudo demonstre o potencial do jogo para um aprendizado lidico e a am-
pliacdo do repertdrio metodolégico dos professores, em consondncia com a legislacio vigente.

Os procedimentos matemadticos que permeiam este trabalho envolvem conceitos de ana-
lise combinatéria (arranjos com repeticao), cdlculo de probabilidades em espagcos amostrais
finitos e modelagem de sistemas bindrios. Especificamente, utiliza-se o principio multiplica-
tivo para determinar o nimero total de combinacdes possiveis no lancamento de 8 buzios, cada
um podendo cair em duas posi¢des (aberto ou fechado), resultando em 28 = 256 configuracdes
distintas. A partir dessa modelagem, sdo explorados conceitos como evento, espago amostral,
probabilidade de eventos equiprovaveis e nao equiprovaveis, estabelecendo conexdes entre o
jogo tradicional e os contetidos mateméticos formais previstos na BNCC para os anos iniciais
do Ensino Fundamental.

1. Desenvolvimento
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2 Desenvolvimento

Em sua estrutura, o sistema Merindilogum, associado aos Odus, configura um sistema
bindrio. Para fins de transposicdo didatica, considera-se o lancamento de um conjunto de 8
buzios, onde cada elemento pode cair em apenas duas posicdes: aberto (voltado para cima,
mostrando a abertura) ou fechado (voltado para baixo, mostrando a parte convexa). O nimero
total de resultados possiveis é dado pela férmula de arranjos com repetigdo AR(n, k) = nF,
onde n = 2 (ndmero de posi¢des possiveis para cada bizio) e k = 8 (nimero de buzios lancados).
Assim, o espago amostral totaliza 28 = 256 combinagdes possiveis.

Para ilustrar de forma didatica, podemos representar cada configuracio como uma se-
quéncia bindria de 8 digitos, onde 0 representa "fechado"e 1 representa "aberto". Por exemplo, a
configuracdo (0,0,0,0,0,0,0,0) representa todos os buzios fechados, (1,1,1,1,1,1,1,1) representa
todos abertos, e (1,0,1,0,1,0,1,0) representa buzios alternados.

Essa modelagem permite relacionar o jogo diretamente a conceitos de espaco amostral,
andlise combinatoria e célculo de probabilidades, além de estabelecer conexdes com sistemas
de numeragdo bindria. Tal potencial permite ressignificar uma pratica cultural para o ensino de
conteudos matematicos previstos na BNCC (Brasil, 2017), especialmente no eixo de probabili-

dade e estatistica.

A transposi¢ao de uma pratica de matriz religiosa como o jogo de buzios para o ambiente
escolar exige um aprofundamento na discussio ética sobre a secularizagc@o de praticas sagradas.
E fundamental reconhecer que o jogo de bizios possui profundo significado espiritual nas re-
ligides de matriz africana, sendo utilizado em rituais de consulta aos Orixds no Candomblé e
em outras praticas religiosas afro-brasileiras. Ao transpd-lo para o contexto educacional, corre-
mos o risco de banalizar ou descontextualizar uma prética sagrada, transformando-a em mero
recurso lidico sem o devido respeito as comunidades que a praticam.

Para evitar a apropriagdo cultural indevida, a proposta pedagdgica deve priorizar a valo-
rizacdo cultural sobre a instrumentalizacao didatica. Isso implica contextualizar historicamente
a origem do jogo, explicar seu significado nas comunidades de terreiro, reconhecer a cosmo-
visdo africana que permeia a pratica e estabelecer um didlogo respeitoso com representantes
dessas comunidades. As estratégias de ensino devem garantir que o jogo seja apresentado como
um saber ancestral legitimo, com respeito a sua dimensao espiritual, e ndo apenas como um ob-
jeto matemadtico abstraido de seu contexto cultural. Essa reflexdo ética é fundamental para uma
atuacdo pedagogica que seja, de fato, inclusiva e antirracista, promovendo o reconhecimento e a
celebracdo da diversidade epistémica brasileira sem incorrer em praticas de violéncia simbdlica
ou desrespeito religioso.

A literatura apresenta duas abordagens principais sobre a temdtica. A primeira, de Na-
kano (2024), explora o uso do jogo em oficinas didaticas em comunidades quilombolas, desta-

cando como a atividade favorece a compreensdo da nio equiprobabilidade em situagdes reais.

A segunda, de Oliveira e Madruga (2019), adota uma perspectiva etnogréafica ao inves-
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tigar a Matematica presente no ritual do Candomblé, enfatizando a valorizacdo cultural sem
desconsiderar o rigor matematico. A andlise comparativa dessas pesquisas mostra que o jogo
de buzios pode ser entendido tanto como prética diddtica adaptada ao ensino formal quanto
como elemento cultural a ser reconhecido e respeitado.

Além da fundamentacdo tedrica, o estudo dialoga com a Lei n° 10.639/03, que torna
obrigatdrio o ensino da histéria e cultura afro-brasileira, e com as Diretrizes Curriculares Naci-
onais para a Educagio das Relagdes Etnico-Raciais, que orientam praticas pedagégicas inclusi-
vas e antirracistas. Dessa forma, o uso do jogo de buzios no ensino de Matemadtica ndo se limita
a uma estratégia lidica, mas se constitui como a¢do pedagdgica que integra conteudo, cultura e
cidadania.

O presente trabalho parte do referencial da Etnomatematica, formulada por Ubiratan
D’ Ambrosio (2001), que compreende os conhecimentos mateméticos como produgdes culturais
diversas, utilizadas por diferentes povos para resolver problemas do cotidiano. Essa abordagem
rompe com a visdo eurocéntrica e formalista da matemadtica, ao reconhecer praticas culturais,
jogos e tradi¢des como espagos legitimos de producdo de saberes. Nesse contexto, o jogo de
buzios, de origem africana e amplamente presente nas religides de matriz afro-brasileira, é
tomado como objeto de estudo. Modelagem Matemaética do Sistema Merindilogum.

Em sua estrutura, o sistema Merindilogum, associado aos Odus, configura um sistema
bindrio. Para fins de transposi¢do didatica, essa estrutura bindria permite a modelagem mate-
madtica explicita solicitada: considerando o lancamento de um conjunto de oito buizios, onde
cada elemento pode cair em apenas duas posi¢des (aberto ou fechado), o ndmero total de resul-
tados possiveis € dado pela formula de arranjo com repeti¢ao 2. Para n = 8 buzios, o espaco
amostral totaliza 2% = 256 combinag¢des possiveis. Essa modelagem permite relacionar o jogo
diretamente a conceitos de espaco amostral, andlise combinatdria e cdlculo de probabilidades.

Tal potencial permite ressignificar uma prética cultural para o ensino de conteidos mate-
maticos previstos na BNCC (Brasil, 2017), especialmente no eixo de probabilidade e estatistica.
Discussio Etica e Valorizacdo Cultural. Apesar do alto potencial didético, a transposicdo de
uma pratica de matriz religiosa como o jogo de buizios para o ambiente escolar exige um apro-
fundamento na discusséo ética sobre a secularizacdo. E imperativo que a proposta pedagdgica
priorize a valorizacao cultural sobre a apropriacao ou banalizacdo, atuando com a sensibilidade
e clareza metodoldgicas necessarias.

As estratégias de ensino devem garantir o respeito as comunidades de matriz africana e
a cosmovisdo associada, enfatizando o jogo como um saber ancestral e ndo apenas como um
mero recurso lddico. Essa reflexdo ética é fundamental para uma atuagdo pedagégica que seja,
de fato, inclusiva e antirracista, evitando interpretacdes equivocadas e resisténcias sociais. A
literatura apresenta duas abordagens principais sobre a temaética.

A primeira, de Nakano (2024), explora o uso do jogo em oficinas didaticas em comunida-
des quilombolas. A segunda, de Oliveira e Madruga (2019), adota uma perspectiva etnografica

ao investigar a matematica presente no ritual do Candomblé.
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A andlise comparativa dessas pesquisas mostra que o jogo de buzios pode ser enten-
dido tanto como pratica didatica adaptada ao ensino formal quanto como elemento cultural a
ser reconhecido e respeitado. Além da fundamentacgdo tedrica, o estudo dialoga com a Lei n°
10.639/03, que torna obrigatorio o ensino da historia e cultura afro-brasileira, e com as Dire-
trizes Curriculares Nacionais para a Educacdo das Relacdes Etnico-Raciais. Dessa forma, o
uso do jogo de buzios no ensino de matemdtica nao se limita a uma estratégia lidica, mas se

constitui como agdo pedagdgica que integra conteudo, cultura e cidadania.

3 Analise/Consideracoes Finais

O projeto apresenta alta relevancia social, pedagdgica e académica, ao propor a articula-
cdo entre o jogo de buzios, a Etnomatematica e o ensino de probabilidade na Educa¢do Basica.
Sua originalidade reside em ressignificar uma pratica cultural de matriz africana, tradicional-
mente associada a religiosidade, para fins educativos, contribuindo tanto para a valoriza¢ao da

diversidade cultural quanto para o aprendizado matematico.

A andlise dos resultados parciais da aplicagdo piloto demonstrou que a proposta pos-
sui alto potencial pedagdgico. A fundamentagdo tedrica mostrou-se consistente, sustentada por
D’ Ambrosio (2001) e Gerdes (2012), e se alinha a legislagdo educacional vigente (BNCC e Lei
n° 10.639/03). A modelagem matematica do sistema Merindilogum, baseada em 2% = 256 com-
binacdes possiveis e explicitada através da representacdo bindria das configuracdes, confirmou
o rigor conceitual necessdrio para a transposi¢do didatica dos conceitos de probabilidade e ana-
lise combinatoria. O processo de elaboracdo e aplicacao piloto de atividades didéticas indicou
que os estudantes conseguiram compreender no¢des basicas de probabilidade de forma lidica e

significativa, sinalizando a viabilidade da proposta no contexto escolar.

Entretanto, alguns desafios exigem atencao critica, como a formacao docente para abor-
dagens etnomatemadticas e as possiveis resisténcias sociais diante do vinculo religioso do jogo
de buzios. Tais questdes demandam sensibilidade ética e clareza metodoldgica, sendo funda-
mental que a proposta evite a banaliza¢do ou apropriacdo cultural indevida da pratica. A énfase
deve recair no respeito a cosmovisdo das comunidades de matriz africana, na contextualizacdo
histdrica e espiritual do jogo, e no estabelecimento de didlogos respeitosos com representantes
dessas comunidades, garantindo que o carater pedagdgico-cultural da proposta ndo se sobrepo-

nha ao significado sagrado da pratica para seus praticantes originarios.

Em sintese, o projeto é coerente, fundamentado e inovador, com potencial de ofere-
cer contribui¢des relevantes para a Educacdo Matematica e para a valoriza¢do da cultura afro-
brasileira. Sua maior forca reside na integracdo entre conteido matemaético, cultura e legislagao
educacional, configurando-se como uma proposta de ensino inclusiva, critica e significativa,
que amplia o repertorio metodoldgico dos professores e promove uma educagdo antirracista e

culturalmente sensivel.
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1 Introducao

Os resultados em avaliagdes como PISA e IDEB mostram que o ensino de matematica no
Brasil ainda precisa evoluir. Diante disso, € urgente buscar préticas que tornem a aprendizagem
mais significativa e conectada a realidade dos alunos. Este projeto investiga se a impressora 3D
pode ajudar no ensino de dreas totais e volumes, tornando ideias abstratas em objetos tangiveis
que os estudantes podem ver e tocar. A pesquisa apoia-se no modelo TPACK (Mishra e Koehler,
2006), que defende a integracdo entre conhecimento tecnolégico (TK), pedagégico (PK) e de
conteddo (CK) para o planejamento de atividades mais eficazes.

Procedimentos matematicos: - O ensino de calculo de areas totais e volumes envolve
a compreensio de férmulas, decomposicao de sélidos e relacionamentos entre dimensdes li-
neares, superficiais e espaciais. A contextualizacdo em situagdes reais, como a producao de
objetos impressos, potencializa a motivagdo e a construcdo de significados (Freire, 2002). - As
atividades propostas trabalham diretamente com identificacdo das superficies que formam cada
s6lido e com a construcdo das expressoes algébricas para a drea total. Para o volume, os alunos
aprendem a decompor sélidos compostos em pecas conhecidas (prismas, piramides, cilindros),
calcular volumes parciais e somd-los. Além disso, as atividades incluem conversdes de uni-
dades, estimativas, comparagdo entre o valor tedrico e a medida obtida no protétipo impresso
e prética de traduzir representacdes simbodlicas em formas espaciais por meio da modelagem

digital.

2 Desenvolvimento/Metodologia

A pesquisa adota uma abordagem qualitativa, exploratério-descritiva (Bogdan e Biklen,
1994), com foco especifico em professores de Matematica do Ensino Médio. A amostra serd
formada por um grupo intencional de docentes, incluindo professores com diferentes niveis de
experiéncia e familiaridade com tecnologias digitais, de modo a captar uma variedade de per-
cepcoes e praticas. A dinamica principal de investigacdo combina o grupo focal — conforme

orientagdes de Gatti (2005) — com a aplicac@o de questiondrios estruturados e instrumentos de

XVI Semana de Matematica do Pontal — 2025. 30



Ensino de célculo de dreas totais e volumes com impressora 3D

registro qualitativo. A coleta de dados organiza-se em trés eixos integrados. Primeiro, realiza-se
um levantamento técnico das impressoras 3D FDM (parametros de impressao, materiais como
PLA, calibracdo e fatores que afetam a precisio), cujo objetivo € subsidiar a selecdo de mode-
los e a defini¢do de protocolos seguros e pedagdgicos para uso em sala de aula. Em seguida,
procede-se a revisao bibliografica em bases como CAPES e SciELO para mapear evidéncias
sobre representacdes 3D e uso da Impressora 3D, dificuldades conceituais em drea e volume
e praticas diddticas eficazes; essa revisdo orienta a constru¢do dos roteiros de intervengdo. A
etapa central € a intervengao pratica com docentes, estruturada em oficinas que combinam for-
macao técnica e atividades pedagdgicas. Os participantes recebem capacitacdo em softwares
de modelagem (ex.: Tinkercad, SketchUp) e nas rotinas basicas de operagdo da impressora 3D.
Cada oficina segue uma sequéncia padronizada: (a) apresentacdo conceitual dos conteudos ma-
tematicos; (b) modelagem digital dos s6lidos selecionados (cubos, prismas, piramides, cilindros
e s6lidos compostos); (c¢) cdlculo prévio da drea total e do volume; (d) impressdao 3D dos proté-
tipos; (e) verificacdo experimental e discussdo pedagogica; (f) feedback e registros individuais.
Ap6s cada ciclo, aplica-se um questiondrio aos participantes para coletar informagdes sobre in-
fraestrutura escolar, autoeficicia no uso da tecnologia, necessidades de formacdo e percepcoes
sobre viabilidade de inser¢do das atividades no curriculo. O trabalho com o grupo focal ocorre
em momentos especificos, imediatamente apds a atividade pratica, permitindo uma discussao
aprofundada sobre estratégias de ensino, adaptacdes possiveis e barreiras detectadas na pratica.
Os encontros em grupo focal sdo gravados (com consentimento), transcritos € complementados
por didrios de campo, relatdrios parciais elaborados pelos participantes e autoavaliacdes que
registram mudangas percebidas na compreensao dos conceitos e nas habilidades pedagdgicas.
A andlise dos dados qualitativos seguird procedimentos de codificagcdo aberta e axial (Saldaiia,
2013), triangulando informacdes das discussdes em grupo, dos questiondrios, dos didrios e dos
relatorios. O uso do NVivo viabilizard a organiza¢do das categorias emergentes e a constru¢ao
de matrizes de evidéncia sobre aprendizagem, desenvolvimento de competéncias TPACK e con-
di¢des institucionais para implementagdo. Aspectos operacionais — seguranga no manuseio das
impressoras (pecas quentes), escolha de modelos alinhados ao curriculo, tempo de impressao e
logistica de uso compartilhado — serdo monitorados e registrados para compor recomendacoes

praticas ao final da pesquisa

3 Analise/Conclusio

A literatura e evidéncias preliminares indicam que o volume costuma ser a grandeza
mais complexa para os estudantes, frequentemente confundida com drea superficial (Safitri et
al., 2021; Kim et al., 2019). Estudos sobre representacdes 3D apontam que tanto modelos
virtuais quanto protétipos fisicos facilitam a visualizacdo espacial, a decomposi¢cdo de sélidos
e a construcdo de conceitos (Sung et al., 2014/2015; Oliveira et al., 2023).

Espera-se que a intervengao proposta:
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* Reduza erros conceituais, aproximando o cdlculo simbdlico da percepcao espacial;

 Fortaleca competéncias TPACK em futuros professores, capacitando-os a planejar e apli-

car atividades tecnoldgicas com propdsito pedagdgico;
» Gere materiais didaticos e sequéncias replicaveis (guias, tutoriais, roteiros de aula);
* Produza subsidios para publicagdes e apresentacdes académicas.

Produza subsidios para publicacdes e apresentagdes académicas. Reconhecem-se limita-
¢oes préticas: tempo de impressao, custo e disponibilidade de equipamentos e a necessidade de
formacdo docente. O produto final serd um relatério com recomendagdes para implementagdo

em escolas, propostas de atividades adaptaveis e um plano de capacitagdo para professores.
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1 Introducao

Utilizar jogos como uma ferramenta metodolégica € uma prética que vem crescendo
ao longo dos dltimos anos. Os jogos sdo uma maneira util de apresentar um contetido, pois
proporcionam ao estudante uma imersdo maior no contexto, € engajamento que muitas vezes
na aula padrdo nao € percebido. De fato, a gamificacdo € definida como o uso de elementos
de jogos para engajar, motivar e melhorar o desempenho dos alunos (Silva, Sales e Castro).
Essa abordagem se contrapde ao modelo tradicional de ensino que consiste apenas em aulas
expositivas, em que os alunos ficam apenas sendo ouvintes passivos, muitas vezes apontado
como uma das razdes para a desmotivacao dos estudantes.

Pensando nessa metodologia, aplicamos jogos em turmas da terceira série do ensino
médio, com o intuito de revisar os conteudos ja estudados, tais como corrente elétrica e a 1* lei
de Ohm.

Basicamente, os estudantes precisavam resolver alguns exercicios presentes no tabuleiro
e inserir as respostas correspondentes. Como os exercicios envolviam a 1? lei de Ohm e corrente
elétrica, as operacdes realizadas eram principalmente multiplicacdo e divisao. Além disso,
os estudantes precisaram fazer conversdes de unidades e, em alguns casos, utilizar a notagcdo
cientifica.

Palavras-chave: Atividade Ludica; Corrente Elétrica; Fisica; Leis de Ohm; PIBID.

2 Desenvolvimento

O nosso trabalho surgiu da necessidade de realizar uma revisao dos conteudos aborda-

dos anteriormente em sala de aula. Com isso, foi pensado um jogo cujo objetivo era que os
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estudantes resolvessem exercicios e encaixassem as pec¢as nos devidos lugares, num formato de
album de figurinhas.

O jogo foi aplicado em sete turmas da terceira série do ensino médio da escola par-
ceira do Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia (PIBID) que atuamos. Ao
chegarmos na sala, explicamos aos estudantes como a atividade deveria ser realizada e ressal-
tamos que, durante o processo, eles poderiam nos chamar para tirar dividas. As turmas foram
divididas em duplas e, quando havia nimero impar de alunos, formava-se um trio.

A atividade inicial, sobre a 1? lei de Ohm, levou em média, de 20 a 30 minutos, para ser
concluida. J4 a atividade sobre corrente elétrica, demorava praticamente a aula toda, em torno
de 50 minutos, devido ao fato de que, nessa segunda etapa, os estudantes precisavam realizar
conversoes de unidades para o Sistema Internacional (SI).

Durante a realizacdo das atividades, percebemos grande dificuldade dos alunos nas ope-
racOes bdsicas e, principalmente, no momento de realizar conversdes de unidades.

ApOs a aplicacdo da atividade, passamos para a etapa de correcdo. Tentamos seguir um
padrao nessa fase, descontando pontos em situagdes especificas, como quando o aluno esquecia
de colocar a unidade no resultado final, ou quando realizava o desenvolvimento incorreto na

resolucdo de cada exercicio.

3 Analise/Conclusao

A experiéncia com os jogos sobre 1* lei de Ohm e corrente elétrica se mostraram eficazes
em seu objetivo. A abordagem lddica promoveu maior engajamento e a participacao ativa dos
estudantes. Esse resultado estd em sintonia com outras pesquisas, que mostram a gamificagao
como uma alternativa promissora para o ensino de Fisica, com grande capacidade de envolver
e motivar os alunos (Silva, Sales e Castro).

Os jogos também nos serviram como uma ferramenta para ver onde os estudantes t€ém
uma fragilidade que é na parte de Matemdtica basica. Vimos que a maior dificuldade ndo estéd
na Fisica em si, mas sim na parte da Matemdtica elementar e na manipulacdo das equagdes.

Concluimos entdao que os jogos foram uma boa ferramenta didédtica. Concluimos que €
importante que seja ensinado aos estudantes uma abordagem em que se trabalha Matematica e
Fisica juntas, e também se faz vista de que um reforco em Matemadtica bésica seria algo muito

valioso.
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Resumo. Este relato de experiéncia tem por finalidade tecer algumas reflexdes acerca da impor-
tancia de disciplinas voltadas para elaboracdo, andlise e discussdes de pesquisas em Educa¢do Ma-
tematica na grade curricular de um curso de licenciatura em Matematica, da Universidade Federal
de Uberlandia, contribuindo para a formacdo do professor-pesquisador. A metodologia utilizada é
de natureza qualitativa, e os dados constituiram-se a partir de registros dos docentes e questionario
enviado aos discentes. A andlise dos registros e dos discursos dos discentes revelam que disci-
plinas como Metodologia Cientifica (I e II), Trabalho de Conclusdo de Curso (I e II) e Pesquisas
em Educagdo Matemdtica sdo indispensdveis no curriculo de Licenciatura em Matemadtica. Tais
disciplinas, na perspectiva e abordagens metodolégicas que foram adotadas, possibilitaram um es-
paco para compreensdo e desmistificacdo da producdo de uma pesquisa cientifica. O exercicio da
articulagdo teoria-pratica e o despertar da autoria, capacitam o futuro professor a: a) compreender
criticamente a literatura da 4rea; b) compreender o rigor cientifico e analisar sua prépria prética; e
¢) elaborar pesquisas e planejar intervencdes pedagégicas embasadas, passiveis de avaliagao.

Palavras-chave: formacdo docente; pesquisa em educacdo matematica; despertar autoria.

1 Introducao

Nos cursos de formacdo inicial de professores de Matematica € desejavel que o desen-
volvimento das disciplinas transcenda a mera transmissdo de conteidos conceituais e procedi-
mentais. Na contemporaneidade, o professor é concebido como um agente de transformacio e
um pesquisador de sua propria prética. Essa perspectiva exige que os cursos de Licenciatura
oferecam um curriculo que ndo apenas instrumentalize o futuro docente para a sala de aula, mas
que o engaje na reflexao critica e na produgdo de conhecimento sobre o ensino e a aprendizagem
da Matemdtica.

A concepgao de professor-pesquisador ndo é nova, mas ganha relevancia crescente frente
aos desafios da escola basica. Autores como Stenhouse (1998) defendem que a pesquisa € uma
forma de entender e melhorar a prépria pratica. Para o autor, o professor deve ser o principal
agente da mudanca curricular, questionando, investigando e produzindo conhecimento em seu

ambiente de trabalho.
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No contexto da Educagdo Matemdtica, o campo de pesquisa € vasto e multidisciplinar,
investigando desde as questdes epistemologicas da Matemadtica até os processos de ensino e
aprendizagem em diferentes niveis e contextos. Lopes (2006) e Fiorentini e Lorenzato (2006)
salientam que o papel das pesquisas € oferecer subsidios tedricos e metodoldgicos para a trans-
formacdo da pratica pedagdgica. Contudo, para que esses subsidios sejam assimilados e uti-
lizados de forma critica, € imperativo que o futuro professor desenvolva a capacidade de ler,
interpretar, criticar e, por fim, produzir pesquisa.

A pesquisa como principio educativo (Bastos, 2006) deve, portanto, permear a formagao.
Disciplinas que abordam a pesquisa em Educagao Matematica nio servem apenas para ensinar
métodos; elas promovem a naturalizacio da prética, permitindo que o licenciando veja a sala
de aula ndo como um espago de mera repeticdo, mas como um laboratério de investigacdo e
um campo para a construgio de teoria. E nesse didlogo constante entre a teoria da pesquisa e a
prética pedagdgica que acreditamos que vai se constituindo o professor-pesquisador.

Nesse contexto, o presente artigo se configura como um relato de experiéncia derivado
da observacdo e andlise da dindmica das aulas nas disciplinas (Metodologia Cientifica I e 1,
Trabalho de Conclusdo de Curso I e II e Pesquisas em Educagdo Matemdtica) ministradas no
curso de Licenciatura em Matematica na Universidade Federal de Uberlandia (UFU), Campus
Pontal — bem como os discursos dos discentes oriundos de um questiondrio de “avaliagcdo e
autoavaliacdo da/na disciplina”. Salientamos que essas disciplinas sdo focadas na elaboragao,
discussdo e andlise de pesquisas em Educacdo Matemdtica, e possuem objetivo central iniciar
os licenciandos no universo da investigacao cientifica da area.

Sendo assim, o propdsito deste trabalho € evidenciar a importancia da inclusdo dessas
disciplinas na grade curricular de um curso de Licenciatura em Matemadtica que despertem o
interesse do discente pela pesquisa e contribua para a formagao do professor-pesquisador. Acre-
ditamos que o contato direto e a reflexdo sistemética sobre o fazer pesquisa sdo catalisadores

para uma postura docente mais autdnoma, reflexiva e consciente.

2 A formacao docente e a constituiciao do professor-pesquisador

A formagdo de educadores de qualidade demanda uma concepcdo sélida e critica do
professor-pesquisador — profissional que investiga sua propria prética, estabelecendo relagdao
indissocidvel entre acdo e reflexdo (Novoa 1991, apud Kullok 2000; Gomez 1995). Essa refle-
xdo envolve imersdo consciente na experiéncia, considerando valores e implicacdes sociopoli-
ticas, transformando o professor de executor de métodos em intérprete critico de sua pratica.

Nessa perspectiva, Charlot (2002) e Freire (1996) convergem ao afirmar que pesquisar
estd ao alcance do professor na sala de aula, sendo a indagacao parte essencial da docéncia. O
ato investigativo desenvolve instrumentos para compreender profundamente o cotidiano escolar,
realizando-se no movimento dialético entre fazer e pensar sobre o fazer.

Schon (1995) propde trés dimensdes do profissional reflexivo: conhecimento na acdo,
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reflexdo na acdo e reflexdo sobre a reflexdo na acdo, compondo um ciclo continuo de aprendiza-
gem pedagdgica. Garcia (1995) complementa com principios formativos essenciais: conectar a
formacdo ao contexto escolar e integrar teoria e prética, considerando conhecimentos académi-
cos e saberes experienciais orientados para a transformacgdo educacional.

A prética nao € apenas um espago de aplicacdo do conhecimento tedrico, mas também
um l6cus de producgdo de saberes especificos (Tardif, 2003). Nessa mesma perspectiva, Bolzan
(2002) afirma que refletir criticamente sobre a acdo permite ao professor estabelecer relacoes
promovendo transformacgdes significativas na sua pratica. Pimenta (2000) ainda destaca que
essa consciéncia sobre a pratica ndo se desenvolve em contextos formativos passivos, € neces-
sério promover a andlise das a¢des pedagdgicas, de modo a compreendé-las e investigd-las para
transforma-las.

O curriculo formativo deve incorporar a pesquisa como principio formador, criando si-
tuacOes que estimulem investigagcdo e questionamento constante (Ramalho, Nufez e Gauthier).
Sacristdn (2002) enfatiza compreender a pratica como praxis — ac¢do intencional e reflexiva
constantemente reelaborada. Pimenta (2002) valoriza crencas e sentidos atribuidos pelos do-
centes, reconhecendo-os como autores, ndo meros executores de praticas pedagdgicas.

Desse modo, consideramos fundamental que o curriculo da formacao inicial incorpore
a pesquisa como principio formador, que o fazer cientifico esteja presente nesse processo, cri-
ando situacdes de aprendizagem que estimulem a investiga¢do e o questionamento constante
da pratica, e favoreca a producdo de conhecimento. Para Ramalho (Nufiez e Gauthier), essa
organizacdo curricular deve favorecer experiéncias significativas, articuladas ao contexto his-
térico e social dos sujeitos em formacgao, superando a visdo de um curriculo fragmentado em
competéncias.

Por fim, destaca-se a formacgao de professores criticos e reflexivos desde os primeiros

momentos da trajetéria formativa.

3 Procedimentos metodolégicos: producao de dados da pesquisa

Este estudo se caracteriza como um relato de experiéncia de natureza qualitativa, baseado
na observacgdo participante de dois docentes (ao longo do texto identificadas como Prof. A e
Prof. B), autores do artigo, que ministraram, as disciplinas: Metodologia Cientifica I e II, TCC
I e IT e Pesquisa em Educacdo Matematica, que sdo obrigatorias na grade curricular do curso de
Licenciatura em Matematica da UFU — Campus Pontal.

O periodo de observagdo ocorreu ao longo de um semestre letivo para cada uma das
disciplinas que foram ministradas por dois professores diferentes. Um dos instrumentos para a
producao dos dados foi o Didrio de Bordo dos docentes. Que consistiu em um registro sistema-
tico e reflexivo, no qual os professores anotavam as interacoes, falas marcantes dos estudantes,
perspectivas pedagdgicas e as dificuldades e progressos percebidos nos licenciandos nos dife-

rentes desenvolvimentos das disciplinas. Outro instrumento utilizado foi o Google Formularios
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onde os docentes fizeram uma avaliacdo da disciplina cursada (propostas metodolégicas, abor-
dagens, desafios, importancia da disciplina para sua formacao e sugestdes) e autoavaliacdo.

O foco de nossas andlises encontra-se sobre os registros e discursos que evidenciavam a
mudanca de postura dos licenciandos frente a pesquisa: 0 momento em que eles deixavam de
ver os artigos como "tarefas"para vé-los como "ferramentas"e, posteriormente, como "mode-

los"para a propria produgao.

4 Um olhar para os registros e discursos: articulacio entre dados e literatura

A anélise dos registros do Didrio de Bordo dos docentes e dos discursos provindos do
formulario on-line revelou trés categorias centrais que demonstram a importancia das discipli-
nas que permitem a elaboragdo e desenvolvimento de uma pesquisa em Educacdo Matemaética:
(4.1) Desmistificacdo da Pesquisa; (4.2) Articulacdo Teoria-Prdtica; e (4.3) O Despertar da

Autoria.

4.1 Desmistificacio da Pesquisa

Essa categoria revela, pelos registros dos docentes e discursos dos sujeitos, que a pes-
quisa cientifica muitas das vezes se mostra como algo complexo e distante para um aluno da
graduacdo, sendo visto como mais voltado para o ambiente da pds-graduacio e professores de
nivel universitério.

Inicialmente, os licenciandos manifestaram grande resisténcia, devido a essa percep¢ao

da pesquisa. A seguir trazemos um trecho com um questionamento feito por um discente.

“Percebi a resisténcia inicial. Um aluno, perguntou: 'Professor, mas a gente vai ter
que fazer pesquisa para dar aula?” A fala dele demonstra a ruptura que existe na
cabeca dos alunos entre o 'ser professor' e o 'ser pesquisador'. Gastei um tempo
explicando que a pesquisa ndo é s6 'escrever tese', mas sim questionar o motivo do
aluno ndo aprender um conceito, e buscar evidéncias para a mudanga. Esse é o
primeiro passo: entender a pesquisa como uma ferramenta do fazer docente.” Trecho
do Didrio de Bordo (Prof. A — disciplina de Pesquisa em Educacdo Matemdtica).

A resisténcia inicial dos licenciandos a pesquisa dialoga com Charlot (2002), que iden-
tifica a necessidade de uma nova postura docente. O autor argumenta que pesquisar estd ao
alcance do professor em sala de aula, exigindo um olhar investigativo além da mera execugao.
Os relatos confirmam que a barreira entre "ser professor'e "ser pesquisador"é mais cultural que
prética.

A medida que as aulas foram acontecendo, abordagens metodolégicas eram sugeridas,
leituras de artigos de Educa¢do Matemética eram realizadas e dialogadas em sala de aula, per-
cebemos que a postura dos discentes ia mudando, tornando-os mais participativos, interessados
em compreender as metodologias e passos para o desenvolvimento de uma pesquisa, levando
em consideracdo o rigor, a ética e normas técnicas. Esses movimentos, ao invés de assustar,

atuaram como pontes.
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“A disciplina enriquece muito o nosso conhecimento sobre os passos a se seguirem
para a formulagdo do nosso tcc. Cada aula que se passava era um aprendizado e di-
vida nova que surgia, fazendo com que pensdssemos cada vez mais sobre como seguir
o caminho da construgdo do trabalho. Essa disciplina auxilia muito no pontapé inicial
do trabalho, sanando algumas diividas bdsicas. A todo momento fomos indagados a
buscar conhecimento novo e que é necessdrio para o processo do curso”. Discurso
de um discente no formuldrio on-line (Prof. B — disciplina Metodologia Cientifica I)

Pelo discurso do discente, é possivel perceber que a disciplina foi contribuindo para

conhecer os passos de uma pesquisa e sempre motivados a “buscar conhecimento” acerca do

objeto investigado. Esse movimento corrobora com o pensamento de Freire (1996), que afirma

ser indissocidvel ensinar e pesquisar. A indagacdo manifesta-se quando os licenciandos questio-

nam e buscam conhecimento novo, realizando o movimento dialético entre fazer e pensar sobre

o fazer. A descoberta dos procedimentos éticos e metodoldgicos representa a entrada consciente

na producdo sistemdtica de conhecimento.

Outro discente menciona sobre como sua visao acerca do fazer pesquisa foi modificando.

“Minha visdo de como era o processo de uma pesquisa mudou completamente, e
agora consigo enxergar muitas coisas que para mim ndo existiam para fazer uma
pesquisa, como por exemplo, a parte do comité de ética, que nunca imaginava que
existia toda essa burocracia” Discurso de um discente no formuldrio on-line (Prof. B
— disciplina Metodologia Cientifica I).

Por meio da leitura de artigo, os licenciandos perceberam que os temas de pesquisa

emergiam diretamente de problemas que eles mesmos ja enfrentavam nos estdgios (exemplo:

o uso ineficaz de tecnologias, a dificuldade com a Geometria), como € possivel observar nos

registros a seguir.

“Eu achava que pesquisa era coisa de quem estd fazendo mestrado ou doutorado.
Agora vejo que posso pesquisar o que acontece com meus alunos mesmo durante o
estdgio.” Trecho do Didrio de Bordo (Prof. A — disciplina de Pesquisa em Educacdo
Matemdtica)

“Sempre achei que os artigos eram dificeis demais e distantes da sala de aula. Mas
esse texto sobre dificuldades em dlgebra falou exatamente do que vejo com os meus
alunos no estdgio.” Trecho do Didrio de Bordo (Prof. A — disciplina de Pesquisa em
Educagdo Matemdtica)

“Antes eu lia os textos so pra cumprir tarefa. Agora eu leio tentando entender como
os autores pensaram o problema e como isso pode me ajudar na prdtica.” Trecho do
Didrio de Bordo (Prof. A — disciplina de Trabalho de Conclusdo de Curso)

Tais reflexdes dialogam com Schon (1995), que ressalta a dimensao reflexiva como indis-

pensavel a formagao docente. Os relatos demonstram a descoberta da reflexdo como ferramenta

investigativa, legitimando objetos de pesquisa que emergem das experiéncias nos estagios.

A articulacdo entre o que era lido e depois dialogado foi permitindo que os discentes

compreendessem os passos para o desenvolvimento de uma pesquisa, que sempre esta ligado a
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algo que o pesquisador quer compreender, algo que o incomoda e o faz construir um caminho
para compreender esse “algo”, buscar solu¢des para um problema, aprofundar um conhecimento
ou mesmo refutar, e até criar algo novo. E essa articulacdo nos motiva a discutir a préxima

categoria.

4.2 Articulacao Teoria-Pratica

Em nossa andlise, a articulacdo entre teoria e prética foi propulsora dos projetos de pes-
quisa. A medida que os licenciandos conheciam as pesquisas dos artigos e observavam interro-
gacdo, caminhos metodolégicos, producdo e andlise de dados, compreendiam os movimentos
exigidos e se inspiravam para suas proprias pesquisas. Esta articulagdo encontra fundamenta-
¢ao em Garcia (1995), que estabelece como principio essencial integrar teoria e pratica. Os
artigos funcionaram como mediadores, permitindo que conhecimentos académicos e saberes
experienciais convergissem para transformar a realidade educacional dos licenciandos.

Os artigos foram permitindo a construc¢do do referencial tedrico e delineamento das in-

tencoes de pesquisa. O discurso de um estudante, a seguir, corrobora isso.

“Achei a disciplina de Pesquisa em Ed. Matemdtica bastante importante, pois como
seu objetivo principal é realizar uma pesquisa nessa drea, esse processo fornece uma
oportunidade aos discentes de terem contato com a pesquisa e escrita académica. Ao
longo do semestre, passamos por um processo de compreensdo sobre o que realmente
significa pesquisar em Educacdo Matemdtica, construindo nosso tema de investiga-
cdo, analisando as tendéncias matemdticas que desejdvamos seguir, aprofundando-
nos em diferentes metodologias e formas de coleta de dados, ou seja, percorremos
todos os passos inerentes ao processo de producdo académica”. Discurso de um dis-
cente no formuldrio on-line (Prof. B — disciplina Pesquisa em Educag¢do Matemdtica).

Outro estudante comenta:

“Gostei muito da dindmica entre aprender a teoria com o desenvolvimento prdtico
da escrita. A disciplina é densa e cansativa, por ser 4 hordrios seguidos, mas ao
intercalar, vocé consegue aprender e produzir. E interessante entender como sdo as
tendéncias matemdticas, as formas de pesquisa e além de elementos mais bdsicos que
a gente ndo dd tanta importdncia para a defini¢do e/ou como utilizar (sem conhecer),
mas que sdo fundamentais”. Discurso de um discente no formuldrio on-line (Prof. B
—disciplina Pesquisa em Educagcdo Matemdtica).

Em outra edi¢@o da disciplina, um dos momentos mais significativos ocorreu quando os
licenciandos foram solicitados a relacionar o referencial tedrico de um artigo estudado com uma
situacdo especifica vivenciada em suas aulas de estdgio. O docente, em seus registros, relata

que:

“O exercicio de levar o artigo sobre a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud
e pedir para eles analisarem uma de suas aulas de Estdgio foi um divisor de dguas.
Um aluno comentou: 'Eu nunca tinha olhado para o planejamento do professor e
tentado identificar qual a estrutura multiplicativa que ele estava trabalhando. Para
mim ele so estava dando a matéria. O artigo me deu um oculos tedrico para ver o
desenvolvimento das aulas'. Esta fala é crucial, pois mostra que o contato com a
pesquisa ndo é apenas aquisicdo de vocabuldrio, mas a aquisicdo de um arcabouco
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tedrico para a andlise critica da propria prdtica.” (Prof. A — disciplina de Pesquisa
em Educagdo Matemdtica)

O "6culos tedrico"representa o que Gomez (1995) caracteriza como imersao consciente
na experiéncia, considerando valores e implica¢des sociais. O licenciando torna-se intérprete
que questiona e reconstroi sua pratica através da observagao critica.

Nesse sentido, disciplinas de pesquisa, ao forcarem esse exercicio de transposi¢do, con-
cretizam o conceito de professor-pesquisador, pois equipam o futuro docente com o aparato
intelectual para ir além da descri¢ao da pratica e avangar para a sua explicacdo e transformacgao

fundamentada.

“Quando apliquei uma atividade em grupo, percebi que estava usando uma aborda-
gem construtivista. SO consegui fazer essa andlise depois de ler sobre Vygotsky e a
zona de desenvolvimento proximal.” (Prof. A — disciplina de Pesquisa em Educagdo
Matemdtica)

“Eu achava que os conceitos da teoria eram so ‘decoragdo’. Agora vejo que eles me
ajudam a entender por que certas estratégias funcionam ou ndo.” (Prof. A —disciplina
de Metodologia Cientifica II)

“Na ultima aula do estdgio, testei uma proposta baseada em um artigo que lemos
sobre resolugdo de problemas. Foi interessante ver que os alunos ficaram mais en-
gajados. Senti que a teoria fez diferenca.” (Prof. A — disciplina de Trabalho de
Conclusdo de Curso)

Os relatos evidenciam as trés dimensdes do profissional reflexivo propostas por Schon
(1995): conhecimento na acdo, reflexdo na agdo e reflexdo sobre a reflexdo na agdo. Esse
ciclo de aprendizagem materializa-se nas experiéncias dos licenciandos que testam propostas
baseadas em referenciais tedricos e analisam criticamente seus resultados.

Ao citar a articulacdo entre a teoria e a pratica, um estudante expde que a disciplina e o
contato com a pesquisa:

“aproxima teoria e prdtica: o professor pesquisa sua propria realidade, identifica
problemas e propée solugdes. Isso torna o ensino mais reflexivo, participativo e ligado
as necessidades reais dos estudantes”. Discurso de um discente no formuldrio on-line
(Prof. B — disciplina Pesquisa em Educagcdo Matemdtica).

Os relatos dos discentes nos permitem visualizar o quanto foi importante conhecer os
tedricos e discuti-los para poderem pensar em como eles poderiam subsidiar reflexdes quanto
ao que estavam dispostos a desenvolver. A articulacio entre a teoria e pratica vai dando lugar a

autoria e despertando o ser-professor-pesquisador.

4.3 O Despertar da Autoria

Essa transi¢do de consumidor para produtor de conhecimento reflete a proposta de Pi-
menta (2002) ao valorizar crengas e sentidos atribuidos pelos docentes a sua agcdo. Os licenci-

andos reconhecem-se como autores € ndo somente executores de praticas. A preocupacdo em
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justificar escolhas metodolégicas demonstra o desenvolvimento da reflex@o critica sobre a acao
(Bolzan, 2002), promovendo consciéncia dos pressupostos tedricos.

No final do semestre, o produto das disciplinas era a elaboracdo de um pré-projeto de
pesquisa ou a elaboracdo de um artigo, a depender da disciplina. A observagdo final destacou a

transi¢ao da postura do licenciando de consumidor para produtor de conhecimento.

“No inicio, os alunos tentavam apenas copiar os formatos dos artigos que lemos. No
entanto, na fase de escrita da metodologia de seus pré-projetos, observei que eles
estavam genuinamente preocupados em justificar a escolha da abordagem (qualita-
tiva/quantitativa), dos instrumentos (entrevistas, questiondrios) e dos referenciais. A
aluna R.L., que era muito passiva, defendeu sua proposta de pesquisa sobre a Reso-
lugdo de Problemas com a clareza de quem estava criando algo e ndo apenas cum-
prindo uma tarefa. A autoria estava ali, latente.” Trecho do Didrio de Bordo (Prof. A
—disciplina de Metodologia Cientifica Il)

O acesso a discussdo de pesquisas ndo apenas mostra o "como fazer", mas legitima a
voz do professor como alguém que tem perguntas validas e que pode contribuir para a érea,

fomentando a autonomia intelectual.

“Antes eu pensava que nunca conseguiria escrever um artigo. Agora, com meu pré-
projeto pronto, estou animada com a ideia de continuar pesquisando e quem sabe
publicar no futuro.” (Prof. A — disciplina de Metodologia II)

Sacristan (2002) alerta sobre a importancia de criar espagos onde o professor se reco-
nheca como autor de suas experiéncias. O despertar para a possibilidade de publicacdo repre-
senta essa tomada de consciéncia da prépria voz e legitimidade como produtor de conhecimento
educacional. O que parecia impossivel tornou-se motivador ao vislumbrar a publicagdo.

Outro estudante também se mostrou motivado a investigar ao relatar que:

“Escolhi pesquisar a dificuldade dos alunos com fracdes porque vi isso acontecer no
estdgio. E um tema meu, algo que eu vivi, e isso me motivou a investigar.” (Prof. A —
disciplina de Trabalho de Conclusdo de Curso)

A pesquisa surge de algo que o pesquisador quer compreender, mas esse “algo” ainda

ndo esta estruturado, o que pode causar certa inseguranga, como descreve o aluno a seguir.

“Fiquei inseguro no inicio, mas quando vi que meu projeto fazia sentido e que os
colegas elogiaram minha pergunta de pesquisa, percebi que sou capaz de pensar e
criar algo original.” (Prof. A — disciplina de Trabalho de Conclusdo de Curso)

Essa fala mostra a importancia da constru¢cao de um projeto de pesquisa, onde as inten-

¢oes de pesquisa refletidas e o caminhar da pesquisa vai sendo delineado.

“Escrever meu pré-projeto foi como organizar tudo que vivi no estdgio, com um
olhar mais critico. Senti que estava produzindo conhecimento, e ndo sé reproduzindo
ideias.” (Prof. A — disciplina de Metodologia Cientifica II)

Fomos percebendo ao longo dessas vivéncias, junto aos alunos, que a pesquisa, antes

desafiadora, foi se transformando em possibilidades e potencialidades. Como relata o discente:
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“Uma disciplina muito proveitosa, na qual consegui, pela primeira vez, mesmo que
de forma breve, realizar uma pesquisa completa, o que ird favorecer bastante quando
eu for elaborar meu TCC”. Discurso de um discente no formuldrio on-line (Prof. B —
disciplina Pesquisa em Educacdo Matemadtica).

Outro ainda vai além:

“[...] a disciplina me permitiu compreender com maior clareza o processo de escrita
de um artigo cientifico, reconhecendo quais elementos sdo essenciais nesse percurso.
Também contribuiu para ampliar minha compreensdo acerca do contexto historico
da Educacdo Matemdtica e de seu desenvolvimento como drea de pesquisa. Como
resultado desse processo, ao final do semestre, produzimos um artigo que poderd ser
submetido para publicacdo, o que torna a experiéncia ainda mais proveitosa”. (Prof.
B — disciplina Pesquisa em Educacdo Matemdtica).

A transformacgdo da pesquisa em algo possivel exemplifica o que Ramalho (Nufiez e
Gauthier) defendem: organizagdo curricular com experiéncias significativas articuladas ao con-
texto dos sujeitos. As disciplinas incorporaram a pesquisa como principio formador, estimu-
lando investigac@o e questionamento constante. Desta maneira, elas foram importantes para
compreender "o que € e como fazer pesquisa”, despertando autoria e favorecendo a formacgao
do professor-pesquisador, aproximando-os da pesquisa cientifica e escrita académica.

As trés categorias emergentes — Desmistificacdo da Pesquisa, Articulacao Teoria-Pratica
e Despertar da Autoria — confirmam o que tedricos defendem. Como destaca Novoa (1991),
apud Kullok (2000), qualidade no ensino exige formacao docente sélida e critica. Quando o
curriculo incorpora a pesquisa como principio formador, os licenciandos desenvolvem identi-

dade docente fundamentada na criticidade e engajamento educacional.

5 Consideracoes Finais

Ao longo do texto apresentado, nossa intengao foi explicitar a importancia de disciplinas
na grade curricular dos cursos de Licenciatura em Matemadtica que permitam ao futuro pro-
fessor, em sua formacdo inicial, compreender o que € uma pesquisa cientifica e propiciar o
desenvolvimento de uma pesquisa a partir do interesse dele.

Alguns alunos nao t€m a oportunidade de ser bolsista de iniciacdo cientifica, iniciagdo a
docéncia ou outro projeto, e acaba ndo experienciando o fazer cientifico e a escrita académica,
seja por falta de bolsas ou por ja estarem inseridos no mercado de trabalho, o que limita seu
tempo para o desenvolvimento de outras atividades. Em alguns cursos até mesmo o Trabalho
de Conclusao de Curso nao € tido como obrigatdrio, o que inviabiliza o contato com a escrita
académica. Nesse sentido, um curso de Licenciatura em Matemdtica que possua em sua grade
curricular o desenvolvimento de pesquisas em Educacdo Matemadtica, favorece o “despertar da

autoria” e a formacdo de um professor-pesquisador.
Indagados se as disciplinas cursadas seriam relevantes para a sua formacao, alguns estu-
dantes mencionaram

XVI Semana de Matematica do Pontal — 2025. 44



A contribuicdo de disciplinas de/para pesquisa em Educacdo Matemadtica

“Sim, a disciplina e as discussdes irdo contribuir para minha formagdo, pois ampliam
minha visdo sobre o papel do professor-pesquisador, fortalecem a reflexdo critica
sobre a prdtica docente e mostram caminhos para integrar teoria e prdtica de forma
significativa no ensino de Matemdtica..

Também foi retratado que

“A disciplina contribui de forma significativa para minha formagdo, pois amplia a
minha compreensdo sobre o ensino e a aprendizagem da matemdtica. Os conheci-
mentos discutidos irdo favorecer na minha atuagdo futura na sala de aula e também
em futuras atividades de pesquisa..

Tais discursos corroboram com a nossa percepcao de que o contato com a pesquisa em
Educagdo Matematica, por meio de disciplinas da grade curricular do curso, contribui para a
reflexdo sobre a prética docente e desenvolve o senso critico para analisar, elaborar e avaliar
pesquisas, projetos e propostas diddticas. Assim como despertar o interesse dos discentes para
participar de eventos em Educagdo Matemadtica com apresentacio das pesquisas desenvolvidas,

contribuindo para a produgdo na drea e divulgacdo do realizado.
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Resumo. Este trabalho tem como objetivo analisar como a Propor¢do Aurea é abordada em livros
didaticos de Matemdtica do 9° ano do Ensino Fundamental, aprovados pelo Programa Nacional do
Livro e do Material Did4tico (PNLD) em 2022. A pesquisa, de natureza qualitativa e de caréter
documental, foi realizada a partir da andlise de quatro cole¢des amplamente utilizadas nas esco-
las brasileiras: Teldris Essencial, Matemdtica e Realidade, Matemdtica Bianchini e A Conquista
Matemadtica. Buscou-se identificar como o tema € introduzido, quais recursos diddticos sdo em-
pregados e de que maneira as orientagdes ao professor se articulam com as atividades propostas
aos alunos. Os resultados revelam que, embora o conceito da Propor¢io Aurea seja apresentado
de forma semelhante, com base na divisdo em média e extrema razao e na deducdo do nimero
P = 12—‘/5 ha variacdes quanto a profundidade da abordagem e ao enfoque interdisciplinar. Al-
gumas obras priorizam aspectos geométricos e investigativos, enquanto outras exploram relagdes
com a arte, a histéria e a cultura. Conclui-se que, mesmo nao sendo um contetido previsto no
curriculo, a Propor¢io Aurea apresenta potencial pedagégico relevante, capaz de integrar a Ma-
temadtica a diferentes dreas do conhecimento e aproximar os estudantes de aplicacdes reais desse
conceito.

Palavras-chave: Propor¢do Aurea; livros didaticos; interdisciplinaridade.

1 Introducio

O ensino da Matematica, em grande parte, concentra-se em conteudos curriculares tra-
dicionais. Este trabalho surge da curiosidade de analisar um tema que ndo estd formalmente
contemplado no curriculo: a Proporcdo Aurea. Além de sua relevincia matemitica, ela estd
presente em diferentes contextos do cotidiano, como na natureza, na arte, na arquitetura € no
design, evidenciando a interdisciplinaridade e a aplicabilidade da Matemaética no mundo real.

Abordar a proporcao durea em sala de aula pode ampliar a visdo dos estudantes sobre a
Matematica, permitindo uma aproximagao com sua histéria e sua relacdo com outras dreas do
saber. Dessa forma, a pergunta norteadora que orienta este estudo é: de que forma a Propor-
¢do Aurea é apresentada nos livros diddticos de Matemadtica, mesmo ndo sendo um contetido

oficialmente previsto no curriculo?
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A investigacdo pretende, entdo, destacar as potencialidades da propor¢do durea como
um elemento interdisciplinar, capaz de despertar o interesse dos estudantes ao relacionar a ma-
temdtica com outras dreas do conhecimento. Portanto, o objetivo da pesquisa € buscar entender
como o tema € introduzido nos livros didaticos de Matematica do 9° do Ensino Fundamental
e preocupa-se em identificar os recursos, exemplos e aplicagdes utilizados. Ademais, procura
estabelecer uma relacdo entre as instrugdes metodoldgicas destinadas ao professor, presentes no
manual, e as atividades e contetidos propostos aos alunos, de modo a compreender como esses

dois elementos se articulam no processo de ensino-aprendizagem.

2 Fundamentacao Teérica

Os livros didéticos constituem um dos principais recursos utilizados pelos professores
no processo de ensino e aprendizagem, desempenhando o papel de mediador entre o conheci-
mento e os estudantes. Além de orientar o trabalho docente, eles podem ser considerados como
tradutores do curriculo escolar, visto que contém o conjunto de conteidos programados para
cada série e etapa da educagdo basica. Conforme Lajolo (1996, p. 4), “didético, entdo, é o
livro que vai ser utilizado em aulas e cursos, que provavelmente foi escrito, editado, vendido e
comprado, tendo em vista essa utilizacdo escolar e sistemdtica”.

No Brasil, o Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD), criado em
1985:

E uma politica piblica executada pelo FNDE e pelo Ministério da Educacdo destinada
a disponibilizar obras didéticas, pedagdgicas e literdrias de forma sistemdtica, regular
e gratuita. E um dos maiores programas de distribuicio de livros do mundo. (Brasil,
2024)

Com a homologacdo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), em 2017, docu-
mento que orienta a educacao brasileira, surgiu a necessidade de adequagao dos livros didéticos
aprovados pelo PNLD as diretrizes estabelecidas pela Base. Segundo Franco (Silva Junior e

Guimaraes, p. 1028):

Um dos indicios da relevancia dos materiais didaticos distribuidos pelo PNLD para
a implementac¢do da BNCC foi o edital para avaliagdo das novas cole¢des didaticas
dos anos iniciais (2017). O documento exigiu a conformidade do contetido das obras
didéticas com a versdo do documento da Base que ainda estava em discussao.

Dessa forma, os livros aprovados atualmente pelo PNLD precisam contemplar as habi-
lidades e competéncias previstas na BNCC, assegurando a articulagdo dos contetidos com os
objetivos de aprendizagem. Nesse sentido, a BNCC (BNCC, 2017, p. 298) cita que:

Além dos diferentes recursos didaticos e materiais, [...] € importante incluir a histéria
da Matemadtica como recurso que pode despertar interesse e representar um contexto
significativo para aprender e ensinar Matematica. Entretanto, esses recursos e materi-
ais precisam estar integrados a situacdes que propiciem a reflexdo, contribuindo para
a sistematizacdo e a formalizacdo dos conceitos matematicos.
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Nessa perspectiva, a Propor¢io Aurea pode constituir um contetdo de grande potencial
pedagogico, por articular matemaética, histéria e interdisciplinaridade, além de aproximar o es-
tudante de contextos reais e culturais. Ao analisar como os livros didaticos contemplam esse
tema, busca-se verificar em que medida eles atendem as exigéncias da BNCC e contribuem para

uma aprendizagem mais conectada com a realidade dos alunos.

3 Metodologia

Esta pesquisa adota uma abordagem qualitativa e foi desenvolvida sob a perspectiva da

pesquisa documental. Segundo Goldenberg (2004, p. 14):

Na pesquisa qualitativa a preocupag@o do pesquisador ndo é com a representatividade
numérica do grupo pesquisado, mas com o aprofundamento da compreensido de um
grupo social, de uma organizacdo, de uma instituicao, de uma trajetdria etc.

De acordo com Severino (2013), quando se fala de metodologia qualitativa ou pesquisa
qualitativa, ndo significa que esta € uma modalidade de pesquisa especifica. Assim, € preferi-
vel dizer “abordagem qualitativa”, visto que conjuntos variados de metodologias de pesquisa
podem adotar uma abordagem qualitativa, cada uma com suas proprias referéncias epistemold-
gicas. Diante disso, a pesquisa documental serd utilizada como metodologia de pesquisa, pois

como definida por Severino (2013, p. 106):

No caso da pesquisa documental, tem-se como fonte documentos no sentido amplo,
ou seja, ndo sé6 de documentos impressos, mas sobretudo de outros tipos de docu-
mentos, tais como jornais, fotos, filmes, gravacdes, documentos legais. Nestes casos,
os contetidos dos textos ainda ndo tiveram nenhum tratamento analitico, sdo ainda
matéria-prima, a partir da qual o pesquisador vai desenvolver sua investigacao e ana-
lise.

Com base nisso, foram consultados uma selecao de livros didaticos de Matematica do
9° ano do Ensino Fundamental, a fim de avaliar a abordagem da proporcao durea nesses livros.
O desenvolvimento metodoldgico seguiu as seguintes etapas: levantamento e selecio dos livros
didéaticos que compuseram o estudo, sendo essas obras aprovadas pelo Programa Nacional do
Livro Didatico (PNLD). Em seguida, foi realizada uma leitura a fim de identificar a ocorréncia
da proporg¢do durea e a forma de apresentacdo do conceito, ou seja, se hd uma contextualizagcdo
histdrica e interdisciplinar. Além disso, explorou-se quais recursos didaticos mobilizados, como
imagens, exercicios, exemplos praticos, e aplicagdes em outras dreas do conhecimento.

As informacgdes encontradas foram registradas a partir de um roteiro, que consta infor-
macdes como: a série ao qual o livro se destina, ano de publica¢do, como a propor¢ao durea é
apresentada nesse livro, quais sdo os capitulos que abordam o objeto matematico de estudo, e
qual a metodologia utilizada na introdu¢do do objeto matemaético e desenvolvimento do conte-
udo, permitindo observar padroes, recorréncias e lacunas na abordagem do tema.

A andlise dos dados ocorreu de forma descritiva e interpretativa, ao compreender nao
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apenas a forma como a proporcdo durea aparece nos livros didéticos, mas também as potencia-

lidades de seu uso como recurso pedagdgico capaz de ampliar a visdao dos estudantes.

4 Analise dos livros didaticos

Os materiais didaticos examinados correspondem a manuais do professor do 9° ano do
Ensino Fundamental, todos aprovados pelo PNLD em 2022. A opcao pela anédlise das versdes
destinadas ao professor se justifica pelo fato de que, além do conteddo presente nos exemplares
destinados aos estudantes, esses volumes trazem orientagdes pedagdgicas, sugestoes metodold-
gicas e propostas de exploracdo diddtica dos temas.

A busca pelos materiais foi realizada por meio do Google, e todos os livros foram ana-
lisados em formato digital. Para a selecdo, utilizou-se a barra de pesquisa com o termo “livros
didaticos de Matematica — 9° ano”, e a andlise consistiu em percorrer as paginas das obras a fim
de identificar trechos em que a Propor¢io Aurea estivesse presente.

Foram selecionadas quatro cole¢des distintas de ampla circulacdo no contexto escolar
brasileiro. O livro Teldris Essencial — Matemdtica, de Luiz Roberto Dante e Fernando Viana, foi
publicado pela Editora Atica em sua primeira edi¢do de 2022. O livro Matemdtica e Realidade,
de Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce e Antonio Machado, corresponde a décima edi¢do de 2022,
publicado pela Editora Saraiva. Também foi incluido na andlise o livro Matemdtica Bianchini,
de Edwaldo Bianchini, igualmente em sua décima edi¢do de 2022, pela editora Moderna. Por
ultimo, o livro A Conquista Matemditica, de José Ruy Giovanni Junior, publicado pela Editora

FTD em sua primeira edig¢do de 2022.

4.1 Primeiro Livro

No primeiro livro didético analisado, Teldris essencial (Dante e Viana, 2022), a Pro-
por¢do Aurea é apresentada no capitulo 3, denominado “Proporcionalidade e Juros”, de forma
explicita, sendo chamada também de “divina propor¢do”. A abordagem inicia-se introduzindo
o conceito a partir da ideia de divisdo de um segmento em média e extrema razdo, estabelecendo
a deducdo algébrica que leva ao ndmero ¢ = %5

Hé uma breve contextualizacio histdrica, citando Euclides e a obra Elementos, bem
como a relacdo da propor¢ao durea com conceitos de harmonia e beleza. Em termos de re-
cursos didéticos, o livro apresenta imagens do retangulo dureo, fornece um passo a passo para
sua construcdo geométrica, e explora a sequéncia de Fibonacci por meio de uma tabela que de-
monstra seu crescimento e sua relagdo com o nimero de ouro. Também s@o propostas atividades
praticas, como a investigacao do valor aproximado do nimero de ouro por meio de medicgdes e
célculos, bem como exercicios envolvendo triangulos e retangulos de ouro, e suas defini¢des.

Outro ponto relevante € a forma como o livro se dirige ao professor € ao aluno. Para o
professor, ha sugestdes de atividades colaborativas, incentivando que os estudantes trabalhem

em duplas e discutam a relag¢do entre razao, propor¢do e construgdo das figuras. Para os alunos,
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sdo fornecidos roteiros detalhados, desafios de construcdo, exercicios de fixacdo e questoes
contextualizadas, estimulando o raciocinio e a percep¢do da Matematica no cotidiano.

De maneira geral, o livro, ao introduzir o conceito de Proporcio Aurea, traz sua defi-
nicdo e passos para obté-la de forma detalhada e visual da apresentacdo, aliada as atividades
de exploragdo e as referéncias historicas, o que favorece o engajamento do aluno e amplia sua

visdo sobre a aplicabilidade da Matemética.

4.2 Segundo Livro

Na anélise do segundo livro didatico, Matemadtica e Realidade (1ezzi, Dolce e Machado),
a Propor¢do Aurea é apresentada no inicio da primeira unidade, que trata sobre “Nimeros e
operacdes com raizes”, como forma de introduzir o tema de maneira contextualizada e interdis-
ciplinar. Na abertura da unidade, o material exibe imagens de obras como a Ultima Ceia, de
Salvador Dali e Mona Lisa, de Leonardo da Vinci, além de construgdes arquitetonicas, como
o Parthenon, na Grécia, e a Fachada da Unité d’habitation, de Le Corbusier. O livro menciona
que, essas obras apresentam relagdes entre suas dimensdes associadas a razao urea.

O livro faz uma exploracio conceitual, explicando que a razdo durea € obtida ao dividir
um segmento em média e extrema razao e apresentando a deducio algébrica que leva ao nimero
de ouro ® = %g Além da formalizagao matematica, sdo fornecidas informagdes histéricas,
mencionando Euclides, em sua obra Os Elementos, além de alguns renomados artista e arquite-
tos, destacando que a relacdo vem sendo estudada desde a Antiguidade, com aplicagdes na arte,
na arquitetura e até na natureza.

O material também apresenta uma distin¢ao clara entre as propostas para os estudantes e
orientagdes ao professor. Para os alunos, hi textos e ilustragdes que abordam sobre a Propor¢do
Aurea, suas origens, defini¢do, aplicacdes e curiosidades. J4 na parte do professor, sio ofereci-
das sugestdes de leitura complementar, textos de apoio e links para materiais que enriquecem
a discussdo, permitindo aprofundar o tema. Também oferece orientacdes didéticas, com o pro-
posito de estimular os alunos a pesquisarem sobre o tema, além de propor que eles, em duplas,
construam retangulos dureos e a espiral durea e posteriormente apresentem a turma. Ademais,
sugere a promog¢ao de um trabalho interdisciplinar com os professores de Arte e Historia.

No geral, a abordagem do livro é completa e com um viés mais interdisciplinar e his-
térico, indo além da simples definicdo do conceito, pois se preocupa em trazer curiosidades e
sugestdes complementares de leitura. Ao integrar historia, arte € matematica, € ao propor ati-
vidades investigativas e colaborativas, o material estimula a curiosidade dos alunos e os leva a

perceber a presenca da Matemdtica em contextos culturais e naturais.

4.3 Terceiro Livro

O terceiro livro didatico, Matemdtica Bianchini (Bianchini, 2022), a Propor¢ao Aurea

¢ apresentada em dois momentos, sendo a primeira vez no Capitulo 1, intitulado “Numeros
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reais”. O tema surge por meio de uma contextualizagdo historica e cultural, em que se destacam
elementos da arte e da arquitetura, como o Parthenon, as piramides do Egito e a obra Mona
Lisa, de Leonardo da Vinci. Em seguida, a explicagdo matemdtica é desenvolvida a partir da
defini¢do formal da razdo aurea, utilizando expressoes algébricas com radicais e fragdes.

O livro também relaciona a proporc¢ao durea a sequéncia de Fibonacci, no problema dos
coelhos de Fibonacci, explorando sua dedu¢do numérica e propondo exercicios que envolvem
calculos de razdes. Do ponto de vista metodoldgico, o livro propde atividades individuais e
coletivas, como o espago “Agora € com voc€”, que convida os estudantes a trabalhar em grupo,
refletir sobre a sequéncia de Fibonacci e discutir aplicacdes da proporcao durea. J4 o manual do
professor orienta o aproveitamento pedagdgico do tema, destacando a importancia da interdis-
ciplinaridade e sugerindo estratégias para explorar a razao durea como recurso para aproximar
a Matematica do dia a dia dos alunos.

Ainda neste livro, a propor¢do durea aparece no Capitulo 4, que trata de Proporcionali-
dade em geometria. O conceito € introduzido dentro do tdpico de Razdo entre dois segmentos
de reta, em um box explicativo intitulado “Uma razao de ouro”, que retoma a ideia histérica de
que os gregos, cerca de 500 anos antes de Cristo, ja estudavam a divisdo em média e extrema
razao no pentagono regular.

O texto apresenta a definicdo matematica da proporcao durea, seguida de exemplos em
que aparece tanto na natureza quanto na arquitetura e nas medidas do corpo humano. Também
explora a construcio geométrica do retangulo dureo e a explicacdo matematica formal é desen-
volvida por meio de equagdes quadraticas, levando a deducao algébrica do valor aproximado de
1,618.

No que se refere aos recursos didaticos, hd propostas de atividades em que os alunos
devem construir retangulos dureos de diferentes maneiras, seja com dobraduras, seja com régua
e compasso. Assim, hd uma integracdo entre a fundamentacao tedrica e as aplicacdes préaticas,
demonstrando como a razdo durea pode ser observada em diferentes contextos.

O manual do professor recomenda a exploracdo do tema e orientacOes para estimular
os alunos a apresentarem suas descobertas em sala de aula, ao sugerir o desenvolvimento de
atividades que utilize softwares de geometria dindmica, reforcando a dimensdo investigativa
e colaborativa da atividade. De forma geral, nesses dois capitulos, a obra combina aspectos
historicos, culturais e matemaéticos, equilibrando a teoria com praticas investigativas, e busca

tornar a propor¢ao durea um recurso para o processo de ensino e aprendizagem.

4.4 Quarto livro

No quarto e dltimo livro didético analisado, A Conquista Matemdtica (Giovanni Junior,
2022), a Propor¢do Aurea é abordada no Unidade 5, que trata de Proporgdo e Semelhanca, em
um breve topico cujo titulo € “Segmento dureo”. A apresentacdo conduz naturalmente a deducao
algébrica da propor¢ao durea, por meio da resolu¢do de uma equagao quadrética, evidenciando

o nimero de ouro e um segmento qureo.
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A explicagdo é acompanhada de um esquema visual que ilustra a divisdo do segmento e,
posteriormente, de uma fotografia do Parthenon em Atenas, onde a propor¢ao durea € destacada,
ndo s6 em elementos arquitetonicos, mas também em outras dreas. Ademais, deixa de sugestao
para os estudantes um video que mostra as medidas de partes do corpo humano que apresentam
razdes proximas do ndmero de ouro. Assim, o livro combina o desenvolvimento matemaético
formal com uma contextualizacdo cultural, aproximando teoria e aplicac¢ao pratica.

O manual do professor apresenta referéncias e materiais complementares, como artigos
e videos que exploram a presenca da propor¢cdo durea na histéria da arte e da ciéncia. De
maneira geral, a apresentacdo da propor¢do durea neste livro destaca-se pela clareza da dedugdo

matemadtica formal e pela contextualizacdo com a arte.

5 Analise/Conclusao

A andlise dos quatro livros didéticos revela que a Propor¢do Aurea é abordada de forma
recorrente, mas com enfoques distintos. De modo geral, ha convergéncia no tratamento con-
ceitual do tema, uma vez que todos os materiais partem da definicao formal da divisdo de um
segmento em média e extrema razdo, apresentando a deducdo algébrica que conduz ao nimero
¢ = %5 Além disso, todas as colecdes associam a razdo durea a elementos histéricos e
culturais, como a obra Os Elementos de Euclides, e exploram sua presenga em construcdes ar-
quitetdnicas, sendo o Partenon a mais recorrente entre elas. Essa convergéncia indica que os
autores compreendem o potencial do tema para despertar o interesse dos estudantes ao mostrar
a Matematica em contextos reais e interdisciplinares.

Entretanto, observam-se diferencas quanto a profundidade da abordagem, a integracdo
interdisciplinar e ao tipo de recurso didatico empregado. O Teldris Essencial destaca-se pela
apresentacdo visual e pelo detalhamento das etapas de construcao geométrica, propondo uma
sequéncia diddtica clara e exercicios de fixacdo. O Matemditica e Realidade € o que mais en-
fatiza a dimensao interdisciplinar, trazendo exemplos de obras de arte e arquitetura, além de
sugerir parcerias com professores de Arte e Historia, o que amplia o cardter cultural e investi-
gativo do conteudo. Ja o Matemdtica Bianchini apresenta uma abordagem dupla, retomando o
tema em mais de um capitulo, o que permite uma revisitacdo do conceito em contextos distin-
tos (nimeros reais e proporcionalidade), além de sugerir o uso de tecnologias, como softwares
de geometria dinamica, reforcando a aprendizagem ativa. Por outro lado, A Conquista Ma-
temdtica dedica menos espaco ao tema, porém se destaca pela clareza na dedugdo algébrica,
complementada por materiais multimidia que incentivam a continuidade do estudo para além
do livro.

No que se refere as orientagdes para o professor, hd consenso na valorizacio de ativida-
des colaborativas e investigativas, mas variam quanto ao suporte oferecido. Teldris Essencial
e Matemdtica e Realidade fornecem sugestoes de atividades em dupla, enquanto Matemdtica

Bianchini e A Conquista Matemdtica se concentram mais em propor desafios e projetos que
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conduzem o estudante a exploragdo autdbnoma e a apresentagdo de resultados em sala de aula.

Em sintese, pode-se concluir que os quatro livros analisados convergem na apresentacao
do conceito de Propor¢io Aurea e em sua relevancia cultural, mas divergem na profundidade
da exploracao e nos recursos didaticos utilizados. Enquanto alguns enfatizam a interdiscipli-
naridade e a contextualizacao histérica (como Matemdtica e Realidade), outros privilegiam a
construcdo geométrica e o aspecto investigativo (como Teldris Essencial e Matemdtica Bian-
chini). Ja A Conquista Matemdtica apresenta uma abordagem mais sucinta, porém clara, ideal
para revisoes ou introdugdes rapidas ao tema.

Essas diferencas mostram que, embora o conteiido seja comum, as colecdes oferecem
caminhos pedagdgicos distintos que podem atender a perfis variados de professores e turmas.
Para praticas docentes, isso sugere que a escolha do livro didético pode privilegiar determinadas

competéncias, de acordo com os objetivos de ensino e o perfil dos estudantes.
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Resumo. A prova dos nove, uma técnica de verificacdo de cdlculos, era um procedimento ampla-
mente ensinado e valorizado nas escolas e familias do século passado. Conhecida também como
“regra dos noves fora”, era uma ferramenta essencial para validar os resultados das quatro opera-
¢Oes aritméticas bdsicas: adi¢cdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Sua popularidade cresceu em
uma época em que o acesso a calculadoras era limitado, tornando-se uma habilidade da qual avés e
comerciantes se orgulhavam de dominar. Embora tenha sido um contetido fundamental nos livros
didéticos e no antigo ensino primdrio, a pratica da prova dos nove caiu em desuso com a populari-
zacdo das calculadoras. Este texto explora a sua relevancia histérica, a forma como era abordada
nos materiais didaticos e as razdes para o seu declinio, mostrando como a evolucio tecnoldgica
impactou diretamente as praticas educacionais.

Palavras-chave: Prova dos nove. Regra dos noves fora; Calculadoras; Evolugdo tecnolédgica.

1 Introducao

No século passado, a prova dos nove era uma técnica de verificacdo de cdlculos am-
plamente ensinada nas escolas e valorizada pelas familias. Conhecida como “prova dos nove”
ou “regra dos noves fora”, era um procedimento matemético do qual avis e comerciantes se
orgulhavam de dominar. Era utilizada para validar o resultado das quatro operagdes aritméticas
basicas: adi¢do, subtragdo, multiplicagdo e divisao.

A prova dos nove fez parte do contetdo de livros didaticos e livretos de tabuadas, sendo
considerada por diversos autores como uma das provas de verificagdo de cdlculo escrito mais
utilizadas. Sua popularidade cresceu em uma época em que ndo existiam calculadoras em
sala de aula, servindo como uma ferramenta essencial para que os alunos conferissem suas
contas. Essa prética era ensinada no antigo ensino primério, o que hoje corresponde ao ensino
fundamental.

Com o advento das calculadoras, o ensino e a utilizacdo da prova dos nove cairam em
desuso. A facilidade e a rapidez proporcionadas pelas ferramentas digitais tornaram o método

manual menos relevante para a verificacdo de resultados. Cabe observar que as calculadoras
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eletronicas se tornaram acessiveis a partir dos anos 1970, e seu uso em larga escala nas escolas
consolidou-se entre o final do século XX e o inicio do século XXI.

Uma andlise de livros didaticos utilizados na época revela que a prova dos nove era
abordada de diferentes maneiras. Em muitos casos, os autores a definiam como uma prova de
verificacdo das operagdes fundamentais ou a associavam aos conceitos de divisibilidade.

Algumas obras apresentavam a prova dos nove apenas de forma ilustrada, sem a devida
explicagdo tedrica. Poucos autores explicavam a falta de confiabilidade intrinseca a esse mé-
todo, que, embora util, ndo garante a corre¢do de um resultado. Por exemplo, se a soma dos
algarismos do resultado estiver incorreta, a prova dos nove pode ainda assim passar.

Em muitos livros, a simbologia da prova dos nove era usada nos exemplos numéricos,
mas poucos continham exercicios especificos para a pratica dessa técnica. Apenas sete obras
analisadas apresentavam exercicios referentes a este conteido, o que sugere que, em grande
parte, o método era ensinado de forma mais superficial.

A prova dos nove, embora tenha perdido seu lugar nos curriculos escolares atuais, per-
manece como um valioso exemplo da evolugdo das préticas de ensino e da maneira como a

tecnologia impacta a educacdo.

2 Noves fora

2.1 O que é o “noves fora” de um nimero?

Quando dizemos tirar os noves fora de um nimero natural /V, significa subtrair o maior
multiplo de 9 nele contido. Isso é equivalente a buscar o resto da divisao de N por 9.
Uma regra prética para achar os noves fora de NV é somar seus algarismos e subtrair do

resultado o maior multiplo de 9 nele contido. Vejamos alguns exemplos:

a) 592 - 5+5+2 =12 = 142 = 3. Observe que 12 — 9 = 3, noves fora 3, isto é, o
resto da divisdo de 12 por 9 € 3, e notamos que o resto da divisao de 552 por 9 € 3.

b) 1257 - 1+4+2+45+4+7=15— 145 = 6. Observe que 15 — 9 = 6, “noves fora 67, isto

€, o resto da divisdo de 15 por 9 € 6, e notamos que o resto da divisdo de 1257 por 9 € 6.

Os dois exemplos acima nos levam a intuir que a relacao entre a soma dos algarismos de
um nimero natural N quando dividido por 9 e o resto da divisdao de N por 9 € o mesmo. De

fato, mostraremos esse resultado nas proposicoes abaixo:
Proposicao 1. Para todon € N, 10" — 1 é multiplo de 9.

Demonstragdo. A demonstra¢do se dard por indugdo sobre n. Se n = 0, entdo 10° — 1 = 0,
que claramente € divisivel por 9. Suponha que o resultado seja vélido para n = k € N, isto é,

10* — 1 é mdltiplo de 9. Agora, paran = k + 1, temos

1M —1=10-10" =1 =109+ 1) —1 =9 - 10* 4+ 10* — 1.

XVI Semana de Matematica do Pontal - 2025.
56



JESUS, S. A.; BARBOSA, A.R. A.

Como 9 - 10* é miltiplo de 9 e por hipétese de indugio 10* — 1 é miiltiplo de 9, o resultado fica

demonstrado. ]

Proposicao 2. Seja N € N, entdo N e a soma de seus algarismos quando divididos por 9

deixam o mesmo resto.

Demonstragdo. Considere N = ag+a;10+a210?4...+a,10",com0 < a;, <9ei=1,...,7.
Seja s = Y., a;. Pelo Algoritmo da Divisdo, Teorema 1, existem nimeros naturais ¢, r, r; e
q1 tais que

N=9g+r com0<r<9

s=9¢+r1 com0<nr <9

Por outro lado,

N:ao+a110+a2102—|—...+aT10T
=ap+a;(10—1+1)+ag(10> =1+ 1) + -+ +a, (10" — 1 + 1)
=a;(10 — 1) + ax(10* = 1) + -+ + a, (10" = 1) + ap + ay + ag + - - - + a,.

Assim, se compreende = a;(10 — 1) + a9(10? — 1) + -+ + a,(10" — 1), segue da

Proposicao 1 que x = 9¢, com g2 € N. Entdo
N=9+r=2+5=9+9¢0 +7r =9(q1 +q2) +71.

Segue do Algoritmo da Divisdo que r = 7;. 0

Teorema 1 (Algoritmo da Divisao). Dados dois inteiros a e b, com a > 0, entdo existem dois
inteiros, q e r, tais que

b=aq—+r,

em que 0 < r < a. Além disso, se a > 0 os inteiros q e r sdo unicos.

2.2 Prova dos Noves

Nesta sessao aplicaremos os noves-fora de nimeros naturais para verificar se os resulta-
dos de operagdes aritmética envolvendo tais nimeros estdo corretos. Essa técnica € conhecida
como Prova dos Noves.

Sejama,b,ced € Neq1,q2,q3,q4,71,72, 7374 € Ntaisque a = 9¢; +71, b = 9g2 412,
c=9g3+1r3ed=9qs+rse0 < 1ry,r9,13, 74 <9.

Observacao 1. Pelo que discorremos na sessdo anterior, podemos fazer as seguintes conside-

ragoes:

* A sentenca a = 9q; + 1 significa a noves fora r.
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* A sentenga b = 9qo + 1 significa b noves fora r.
* A sentenca c = 9qs + r3 significa c noves fora rs.
* A sentenca d = 9q, + r4 significa d noves fora r,.

A partir de agora vamos desenvolver o método da prova dos noves para as operagdes de

adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo.

2.2.1 Adigio

Considerando a = 9¢; + 711, b = 9g2 + o e ¢ = 9g3 + r3. Se a + b = ¢, entdo
9(q1 + q2) + 1 + 12 = 9q3 + 73. Reescrevendo, (r; + 12) — 9(q3 — ¢1 — g2) = 3. Isso nos diz
que os noves fora da soma dos noves fora das parcelas s@o iguais ao noves fora da soma. Isto &,
o noves fora de r; + 7o € igual a r3.

Apresentamos um esquema abaixo que auxiliard na compreensdao do método.

r1 | Noves Fora de

T1—|—7“2

T2 r3

Exemplo 1. Como exemplo consideramos a seguinte operagdo soma:

78 +5 = 83.

78 — 7+ 8 = 15, entdo 15 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 15 por 9 é 6. Isto é,

" = 6,

* 5 — b, entdo 5 noves fora 5, pois o resto da divisdo de 5 por 9 é 5. Isto é, ro = 5;

83 — 8 + 3 = 11, entdo 11 noves fora 2, pois o resto da divisdo de 11 por 9 é 2. Isto é,

7”3:2.

Como r1 + ro = 11, entdo 11 noves fora 2, pois o resto da divisdo de 11 por 9 é 2.

Ento, aplicando o esquema para esse exemplo, teremos:
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2.2.2 Subtracao

Considerando a operagéo a —b = ¢, entdo 9¢; +r1 — (9¢2 +12) = 9¢g3+73. Reescrevendo
a identidade anterior, obtemos 73 + 75 — 9(¢1 — ¢2 — ¢3) = 771, i8s0 nos diz que o noves fora do
minuendo € igual ao noves fora do subtraendo e do resto, em outras palavras, o noves fora de
ro 4+ r3 éigual a ry.

Apresentamos um esquema abaixo que auxiliard na compreensao do método para a sub-

tracao.

r9 | Noves Fora de

T’2+7’3

3 r

Exemplo 2. Como exemplo consideramos a seguinte operagdo de subtracdo 324 — 122 = 202,

temos:

* 324 3+ 2+4 =09, entdo 9 noves fora 0, pois o resto da divisdo de 9 por 9 é 0. Isto ¢é,

leo.

* 122 - 1+ 2+ 2 =5, entdo 5 noves fora 5, pois o resto da divisdo de 5 por 9 é 5. Isto é,

o = 5.
¢ 202 — 24042 = 4, 4 noves fora 4, pois o resto da divisdo de 4 por 9 é 4. Isto é, r3 = 4.
e Como ry + r3 =9, entdo 9 noves fora 0, pois o resto da divisdo de 9 por 9 é 0.

Entdo, aplicando o esquema para esse exemplo, teremos:

510

2.2.3 Multiplicacao

Considerando a operagdo a-b = ¢, entdo (9¢; +71) X (9g2+72) = 9g3+73. Reescrevendo
essa expressdo temos r; X 73 — 9(g3 — 9¢1g2 — a1 — q1g2) = 3. Isso mostra que o noves
fora do produto dos noves fora dos fatores € igual ao noves fora do produto, isto €, o noves fora
de 71 X 79 € igual a r3. Apresentamos um esquema abaixo que auxiliard na compreensao do

método para a multiplicagdo.

r1 | Noves Fora de

1 X T

T2 r3
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Exemplo 3. Considerando a operacdo 52 x 15 = 780, temos:

* 52 — 5+ 2 =T, entdo 7 noves fora 7, pois o resto da divisdo de 7 por 9 é 7. Isto é,

T1:7.

* 15 — 1+ 5 = 6, entdo 6 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 6 por 9 ¢é 6. Isto é,

7"2:6.

* 780 — 7+ 8 4+ 0 = 15, entdo 15 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 15 por 9 é 6.

Isto ¢, r3 = 6.
e Como ry X ro = 42, entdo 42 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 42 por 9 é 6.

Entdo, aplicando o esquema para esse exemplo, teremos:

2.2.4 Divisao

Pelo Algoritmo da Divisdo, podemos escrever a seguinte sentenca a = b - ¢ + d, em que
0 < d < b, entdo 9¢; + 11 = (9g2 + 72) - (9g3 + 73) + (974 + 74). Reescrevendo a igualdade

anterior

ro T3+ 14— 91 — 9G2q3 — o3 — @32 + qu) = 11.

Isso mostra que o noves fora do produto dos noves fora do divisor pelo noves fora do quociente
somado com o noves fora do resto € igual ao noves fora do dividendo, isto €, o noves fora de
(TQ - T3 +’f’4) éigualarl.

Apresentamos um esquema abaixo que auxiliard na compreensao do método para a di-

Visdo.

ro | Noves Fora

To T3+ 74

T3 ™

Exemplo 4. Aplicando o Algoritmo da divisdo, temos 125 = 34 x 3 + 23. Temos que:

* 125 = 1+ 2+ 5 = 8§, entdo 8 noves fora 8, pois o resto da divisdo de 8 por 9 é 8. Isto é,

r = 8,’

* 34 — 3+ 4 =T, entdo 7 noves fora 7, pois o resto da divisdo de 7 por 9 ¢é 7. Isto ¢,

o = 7,'
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* 3 — 3, entdo 3 noves fora 3, pois o resto da divisdo de 3 por 9 é 3. Isto é, r3 = 3;

* 23 — 2+ 3 = b, entdo 5 noves fora 5, pois o resto da divisdo de 5 por 9 é 5. Isto é,

7”4:5.

Dessa forma, usando o esquema acima, e observando que 5 - r3 + r4 = 26 e que 26 —

24+ 6 = 8, isto €, 26 noves fora 8, teremos:

Observacao 2. Com relacdo a Prova dos Noves vale observar algumas questoes:

* Primeiro, é um método de verificacdo para as quatro operagoes aritméticas, soma, sub-
tracdo, multiplicagcdo e divisdo. Esse método consiste em subtrair o maior miiltiplo de
nove que um determinado niimero natural contiver ou determinar o resto da divisdo por

nove deste niimero natural, por isso o nome Prova dos Nove ou Noves Fora.

» Esse método foi ensinado largamente e por muitos anos nas salas de aula, além de comer-
ciantes também fazerem uso desta técnica, era comum donos de mercadinho ou pessoas

em outras situagoes fazerem uso desta técnica.

* A verificacdo da prova dos noves consiste em obter valores iguais do lado direito do
esquema prdtico, no caso de o resultado obtido na operacdo estar correto. Aqui cabe
uma observagcdo importante, da maneira em que sdo efetuados os cdlculos, podemos

incorrer em erros. Vamos mostrar isso com o exemplo a seguir:

Exemplo 5. Considere a seguinte operagdo
313 x 6 = 1878.

Observe que o resultado é correto, mas supomos que por alguma distra¢do ao invés de 1878

escrevemos 1887. Vamos aplicar a prova dos nove para esse valor.

313 = 341+ 3 =7, entdo 7 noves fora 7, pois o resto da divisdo de 7 por 9 é 7. Isto é,

7”1:7.

* 6 — 6, entdo 6 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 6 por 9 é 6. Isto é, ro = 6.

1878 — 1 4+ 8 + 7 + 8 = 24, entdo 24 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 24 por 9 é
6. Isto ¢, r3 = 6.

e Comory Xrog=42e42 — 44 2 =6, isto ¢, 42 noves fora 6, teremos:
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Isso mostra que a verificacdo através do método da prova dos noves pode nos induzir ao
erro. Observamos que isso aconteceu pelo fato de que esse método ndo detecta erros provindos
da inversdo dos algarismos do resultado, o que ocorre, pois a ordem das parcelas ndo altera
a soma. Isso nos indica que a prova dos noves é efetiva, como resultado vdlido, em indicar
quando erro no resultado da operacdo realizada e ndo podemos afirmar que o resultado estd

correto.

Poderfamos perguntar o porqué a prova dos noves e ndo a prova dos onze, ou qualquer
outro valor? Nao existe nenhuma restri¢do, a questdo é essencialmente de ordem prética, ja
que nosso sistema numérico € posicional na base dez, e dessa forma obter o resto da divisdao
por nove, neste caso, € obtido mais facilmente. Em outras palavras, usamos a prova dos noves
trabalhamos na base 10, e possivelmente podemos mostrar os resultados acima para outras

bases.

3 Analise e Conclusio

O método da prova dos noves foi bastante popular, especialmente antes da popularizagao
das calculadoras. Era uma técnica ensinada nas escolas e utilizada por estudantes e profissionais
para fazer uma verificacdo rapida de cdlculos manuais.

Sua popularidade vinha da sua simplicidade e rapidez. Vocé ndo precisava refazer a conta
inteira para ter uma ideia se o resultado estava no caminho certo. Bastava somar os algarismos,
0 que era um processo mental muito mais facil do que, por exemplo, refazer uma multiplicagcdo
ou divisdes complexas.

Atualmente, com calculadoras em celulares e computadores, o método perdeu grande
parte de sua relevancia. No entanto, ele ainda é um excelente exercicio para o raciocinio mental
e l6gico, ajudando a entender as propriedades dos niimeros e a 16gica por tras da aritmética.

A matematica por trds da prova dos noves tem suas raizes bem mais antigas que a dlgebra
moderna, ela e se baseiam em conceitos de aritmética modular, que é um ramo da teoria dos
numeros.

A prova dos noves funciona porque se baseia no principio de congruéncia, especifica-
mente na congruéncia médulo 9. Em termos simples, dois nimeros sdo congruentes modulo 9
se eles t€m o mesmo resto quando divididos por 9. A prova dos noves usa o fato de que um
numero e a soma de seus algarismos t€ém o mesmo resto quando divididos por 9.

Portanto, a prova dos noves é um exemplo cldssico da aplicacdo da teoria dos nimeros

e da aritmética modular, ndo da dlgebra moderna. A algebra moderna, por outro lado, estuda
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estruturas abstratas como grupos, anéis e corpos, um campo de estudo que se desenvolveu muito
mais tarde.

As pessoas costumam confundir a prova dos noves com a “prova real” porque ambas
tém o mesmo objetivo: verificar se uma conta estd correta. No entanto, elas sio métodos fun-
damentalmente diferentes em sua abordagem e garantia de resultado. A principal diferenca € a

seguinte:
Z Z 13 ~ . tx) . z
* A prova real € um método que usa a “operacao inversa” para verificar o calculo.

* A provados noves é um método que usa o conceito de aritmética modular (resto da divisdo

por 9).

A prova real, se feita corretamente, garante a exatidao da operacao aritmética feita. Se o
resultado da “operacao inversa” for confirmado, a operacdo original esta correta.

Prova dos Noves (Aritmética Modular), como ja explanado, a prova dos noves € um
atalho que se baseia nos restos da divisdo por 9. E um método répido, mas que ndo garante
exatiddo. Ele pode falhar em detectar erros de transposi¢do de algarismos ou muiltiplos de 9,
pois esses erros nao alteram o resto da divisdo por 9.

Portanto, a confusao entre os dois métodos se da por serem vistos como ferramentas para
a mesma finalidade. Além disso, no ensino fundamental, ambos sdo apresentados como “pro-
vas” para verificar a corre¢do de uma conta. A principal diferenca € a “rigidez do resultado™: a
prova real “¢€ definitiva”, enquanto a prova dos noves “é apenas um indicativo”.

A prova dos noves € um teste de “consisténcia”’, enquanto a prova real é um teste
de “verificacdo direta”. Ambos os métodos sdo uteis, mas a prova real é a que oferece a

“certeza absoluta”.
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Resumo. A criptografia quantica surge como aplicacdo direta da mecanica quantica a seguranca
da informacio, distinguindo-se dos métodos cldssicos por oferecer garantias baseadas em leis fi-
sicas fundamentais, e ndo apenas em problemas computacionais dificeis. Nesse novo paradigma,
conceitos como superposi¢do e o teorema da nao clonagem tornam-se essenciais para assegurar a
inviolabilidade da comunicacdo. O presente trabalho tem como propdsito expor os fundamentos
matemadticos que sustentam a criptografia quéntica, com destaque para a estrutura algébrica dos
estados e operacdes quanticas. Para isso, sdo apresentados o espago de Hilbert, onde os qubits sdo
formalmente definidos, a nota¢do Bra-Ket, amplamente utilizada na mecanica quintica, e os ope-
radores responsaveis por descrever a evolug@o dos sistemas, fornecendo a base rigorosa necesséria
a compreensdo de algoritmos e protocolos, como o BB84. Inspirado na obra de Michael A. Ni-
elsen e Isaac L. Chuang, Quantum Computation and Quantum Information, este texto busca aliar
precisdo matemadtica e clareza expositiva, oferecendo um guia introdutério voltado a estudantes e
entusiastas que ja tenham familiaridade com édlgebra linear e queiram aprofundar-se nos principios
formais dessa tecnologia emergente.

Palavras-chave: Criptografia quantica; Protocolo BB84; Computagdo quantica.

1 Introducao

A criptografia quantica representa uma aplicacao direta dos principios da mecéanica quan-
tica a seguranca da informagdo. Em contraste com os métodos cléssicos, cujo funcionamento
se baseia em problemas computacionais dificeis de resolver, os protocolos quanticos garantem
seguranca fundamentada na fisica quantica. Isso implica um paradigma totalmente novo, onde
conceitos como superposi¢ao e o teorema da ndo clonagem se tornam centrais.

O objetivo deste trabalho € apresentar os aspectos matematicos essenciais que fundamen-
tam a criptografia quantica, com €nfase na estrutura algébrica dos estados quanticos e operacoes
sobre eles. Neste trabalho, definiremos o espaco de Hilbert, onde os qubits s@o definidos, a no-
tacdo Bra-Ket utilizada na mecanica quantica, e os operadores que modelam a dinamica dos
sistemas. Esses conceitos fornecem a base formal necessdria para entender algoritmos e proto-

colos como o BB&4.
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Este texto € fortemente baseado na obra de Michael A. Nielsen e Isaac L. Chuang, Quan-
tum Computation and Quantum Information e visa tratar os elementos com precisdo matema-
tica, servindo como um guia introdutdrio para estudantes e entusiastas que ja possuem alguma
familiaridade com dlgebra linear e desejam explorar as bases formais que sustentam essa tecno-

logia emergente.

2 Desenvolvimento

2.1 Definicoes preliminares

Vamos dar inicio apresentando a defini¢do do espaco de Hilbert para logo em seguida

definirmos o que vem a ser um qubit.

Definicao 1. O Espago de Hilbert H é um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros comple-

xos munido de um produto interno (-,-) : H x H — C.

Um qubit entdo é um elemento do espago H?, cuja base escolhida serd {|0) , |1)} (1&-se
|-) como "ket"), também chamada de base computacional. Essa notagdo também é conhecida
como Bra-Ket. Com isso, todo qubit é fruto da combinacdo linear da base, ou seja, ) =
a|0) + B]1) com « e 5 nimeros complexos satisfazendo |«|? + |3]* = 1. (GRIFFITHS, 2014)

Ainda, podemos dizer que |¢)) é uma superposi¢do dos estados |0) e |1). Em forma
matricial: |¢)) = (3 ), onde a e 5 cumprem a condigéo anterior. Essa notagdo |-)

Dizemos que |a|? e |3|* sdo as amplitudes de probabilidade do qubit colapsar para o seu
respectivo estado, em linguagem mais simples, existe uma chance |a|? e | 3]* do qubit ser |0) e
|1), respectivamente. Aqui o qubit mostra-se um objeto de natureza probabilistica, diferente de
seu equivalente classico (o bit) que é completamente deterministico.

Certamente que para lidar com problemas mais complexos precisamos lidar com multi-

plos qubits; para isso, usa-se o produto tensorial.

Definicao 2. Sejam V' e W espacos vetoriais sobre o mesmo corpo F' de dimensées m e n,
respectivamente. O produto tensorial V@ W é um espaco vetorial de dimensdo mn, cujos

elementos v @ w sdo combinacoes lineares de v € V e w € W, satisfazendo:
I zo@w)=(20)Qu=v® (zw)Vz€ F,oe VweW
2 (4 m)Quw=v QW+ vy @wYv,v5 € Vw e W
3R (W +wy) =v@w; +v@ws Vv € Vywy,wy € W
(LOMONACO JR., 2001, p. 71)

Usamos uma notagdo compacta e que evidencia o paralelo com os bits cldssicos, por
exemplo, o estado |01) = |0) ® |1). De maneira andloga, podemos estender essa no¢ao para o

caso com n qubits como se segue.
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0)@[0) @ ---®|0) = [00...0) = [0)*"
0)®]0)®---® 1) =]00...1)

)@ 1)@ - @][1) =|01...1)
e @[1)=[11...1) =|1)*"

Exemplo 1. Considere dois qubits |1)) = o |0)+ [ |1) e |w) = 7 ]0) 40 |1). O produto tensorial
1) @ |w) = (ay) |00) + (ad) |01) + (57) |10) + (B9) |11) fez surgir quatro estados distintos.

Em um sistema com n qubits existem 2" estados possiveis e a superposicao deles € dada

pela seguinte expressao:

2" —1

6) = > aili) = ag[00...0) +ay[00... 1) + -+ ape_y [11...1)
=0

onde cada ket contém a representacao bindria do i-ésimo nimero decimal com n qubits
2n—1
(ex. (4)10 = (00100)o, se n =5)e > |a|* = 1.
i=0
Observacao 1. Embora possamos considerar um qubit como um estado, reservamos o nome
‘qubit’ para as combinagdes lineares de {|0) ,|1)} que satisfazem a condigcdo imposta sobre
seus coeficientes. As demais combinacées lineares das bases dos espagos HY = H @ - QH?

com k > 1 damos o nome de ’estado’.

2.2 Operadores

Os operadores tém um papel importante, pois eles irdo realizar manipulacdes sobre os
qubits para construir circuitos e algoritmos quénticos. Seguem-se as defini¢des de operadores

lineares unitarios e hermitianos.

Definicio 3. Um operador linear U ¢é unitdrio quando UT = U~', onde U' é o conjugado

complexo transposto de U

Defini¢io 4. Um operador linear U é hermitiano quando U = U, onde U' é o conjugado

complexo transposto de U

2.3 Portas quinticas

As portas quanticas sdo andlogas as portas légicas da computagdo cldssica. Elas s@o
operadores unitdrios hermitianos; dessas, trés recebem maior destaque: as portas X, Y e Z,

conhecidas como portas de Pauli, em referéncia ao fisico Wolfgang Pauli.
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(o) v-(0) =60

Podemos verificar que sdo unitdrias e hermitianas:

Xt — (2 ;) =X =(-1) (_01 _01> = X!
()
—1 0 1 0 — 0

() el e

Além destas, temos uma outra porta que € crucial, a porta Hadamard, que coloca um

estado em superposi¢ao.

1 (1 1 1

Algumas propriedades dessa porta sdo:

L HI0) = 5(0) +[1)) = [+) < H][+)=0)

Sl

2

2. H[1) = 5(0) — 1) = |-) & H|-) =)

2

2.4 Teorema da nao-clonagem

Teorema 1. E impossivel criar uma copia independente e idéntica de um estado qudntico ar-

bitrdrio desconhecido.

Demonstragdo. Suponha que C seja o operador de cépia, entdo C |¢)) — [¢) ® [¢). Sejam
|a) e |5) estados arbitrdrios, entdo C |a) = |a) ® |a) e C|5) = |5) ® |B). Assim,

Cle)) +C(18)) = |y © |a) + [8) @ [5) (D
Cllay +18)) = (| +16)) ® (| +16)) 2
- Clla) +18)) # C(la)) +C(15)) 3)

O
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Portanto, ndo existe um operador linear que seja capaz de copiar estados arbitrdrios
(ALBUQUERQUE, 2009). Isso é consequéncia da impossibilidade de se copiar um estado

qualquer.

2.5 Aplicacoes

Podemos entdo aplicar esses conceitos da computacao quantica para a criptografia, vi-
sando resolver o problema de enviar um segredo por um canal publico sem que alguém tenha
acesso a ele. A forma como os objetos quanticos se comportam nos permite detectar auto-
maticamente caso um espido intercepte o segredo, permitindo abortar e reiniciar 0 processo.
(LOMONACO JR., 2001)

2.5.1 Distribuicao de chaves quanticas

A distribui¢do quantica de chaves (Quantum Key Distribuition (QKD), em inglés) é um
protocolo em que € possivel provar sua seguranca, onde chaves privadas podem ser enviadas
através de um canal publico. Isso significa que uma chave pode ser gerada por um algoritmo
de chave simétrica (e.x. AES) e enviada sem preocupa¢des com a violagdo da mesma. O tnico
requisito € que o canal tenha uma taxa de erro menor que um certo valor. A seguranca do
protocolo se baseia no cumprimento das leis da mecanica quantica.

O principio fundamental é de que um observador externo ndo consegue ganhar informa-
cdo sobre os qubits transmitidos sem causar perturbacao no sistema. Para que um espido seja
capaz de ler um estado, ele necessariamente o deve colapsar; isso ird causar erros na leitura por
parte de quem recebe e, caso seja detectado, basta recomegar todo o processo até que todos os

bits sejam enviados corretamente. A seguinte afirmacdo nos garante isso:

Proposicao 1 (Ganho de informacao implica perturbacdo). Qualquer tentativa de distinguir en-
tre dois estados qudnticos ndo ortogonais, o ganho de informagdo é somente possivel mediante

a introdugdo de perturbacdo no sinal.
Demonstracao. Para a demonstracdo, veja a referéncia (NIELSEN; CHUANG, 2000). [

Isso junto com o Teorema da ndo-clonagem (Teorema 1) garante que as informacdes

transmitidas ndo podem ser comprometidas.

2.5.2 Protocolo BB84

O protocolo BB84, idealizado por Charles Bennett e Gilles Brassard em 1984 (dai o
nome), € um protocolo de distribuicdo quantica de chaves (QKD) que garante a seguranca
da chave detectando qualquer tentativa de espionagem no canal quantico, fornecendo assim
um meio de detectar possiveis violacdes de seguranca. O protocolo BB84 utiliza quatro es-

tados quanticos que sdo preparados aleatoriamente pela remetente, Alice, em uma de duas
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bases (base retilinea (Z) ou base diagonal (X)) para transmitir informacdes ao destinatdrio,
Bob.(SujayKumar Reddy M; Chandra Mohan B, 2023)

Os estados referidos sdo formados pelos autovetores da respectiva porta. No caso, a base
Z é dada por {]0), |1)} e a base X é dada por {|+),|—)}.

Para ilustrar o que foi dito anteriormente, considere que Alice deseja enviar uma chave
criptografica para Bob. Nesse caso, ela ird gerar uma sequéncia de n bits b; € {0, 1} e de bases
B; € {Z, X}. Logo em seguida, usa uma fun¢io que codifica cada um dos bits como um qubit

de acordo com a base correspondente na posic¢ao do bit.

Podemos definir uma funciao que cumpre esse papel:

|b), se B=17
H[b), seB = X.

E(B,b) =

Alice agora deve combinar cada um dos qubits e enviéd-los para Bob através de um canal

quantico:

n

) = ) E(Bi, by).
i=1
Bob entdo monta uma base B, € {Z, X'} para que ele possa medir o qubit recebido.
Onde se B; = B, entdo o bit b; € lido corretamente. Se forem diferentes, o resultado é proba-
bilistico (50% de chance de erro).

ApOs esse processo, ambos revelam a sequéncia de bases usando um canal cldssico e
publico (internet) e os bits lidos corretamente sao mantidos. Depois € verificado se a taxa de
erro quantico de bits for maior do que o esperado, eles sabem que foram espionados e abortam
o processo e tudo é recomecado. Caso contrario, o processo continua até que toda a chave seja

passada corretamente.

Exemplo 2. Considere a sequéncia de bits (b;) = (101) e uma sequéncia de bases (B;) =

(ZXZ) escolhida por Alice. O resultado apds usar a fungdo que codificard os bits enviados
por Alice serd: |) = |1) |[+) |1).

Bob cria uma sequéncia de bases (B]) = (ZXX) e mede cada um dos qubits na res-
pectiva base. Com "medir na base", estamos na verdade realizando uma mudanga de base do

qubit recebido.

Como os dois primeiros qubits serdo lidos na mesma base, eles ndo sofrem mudancas.
O terceiro qubit, no entanto, estd numa base diferente. Realizando a mudanga de base do |1)
para base {|+) ,|—)}:
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+) =7 (10 +11)
(|0> 1)

(2!1>)=\/5|1>

-

-) =
+) = 1-) =

Sl

assim,

) = \% |+) — \/Lé |—). Desse modo a medida tornou-se probabilistica, pois a escolha
da base por parte de Bob foi errada. Porém, basta repetir o processo até que a escolha da base

esteja correta.

3 Conclusao

A criptografia quantica surge como uma alternativa promissora e segura frente as li-
mitagcdes dos métodos classicos, especialmente diante da ameaca potencial dos computadores
quanticos a criptografia de chave publica convencional. Ao ancorar-se em principios fisicos
fundamentais ? como a superposi¢do, o entrelacamento e a impossibilidade de clonagem de
estados quanticos ?, torna-se possivel construir protocolos que garantem seguran¢a ndo apenas
computacional, mas fisica.

Neste trabalho, foram apresentados os conceitos matemadticos centrais para a formaliza-
cdo desses sistemas: o espaco de Hilbert como estrutura base dos estados, a notagdao Bra-Ket, os
operadores unitdrios e hermitianos, além das portas quanticas e suas composi¢des. A aborda-
gem adotada buscou manter o rigor matematico necessario para a compreensdo dos fendmenos
envolvidos, sem abrir mao da clareza didatica.

Com a evolugdo tecnoldgica e o aumento da viabilidade pratica dos dispositivos quan-
ticos, espera-se que a criptografia quantica passe a ocupar um papel cada vez mais relevante
em aplicacOes de seguranca. Portanto, entender seus fundamentos matemaéticos torna-se essen-
cial tanto para académicos quanto para profissionais interessados em explorar e desenvolver

solugdes futuras nesse campo emergente.
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Resumo. Este trabalho estuda a bifurcagdo transcritica, fendmeno em que dois pontos de equili-
brio — um trivial e outro nao trivial — trocam de estabilidade ao atingir um valor critico do para-
metro de controle, sem que sejam criados ou destruidos. A andlise qualitativa emprega retratos
de fase e diagramas de bifurcacdo para caracterizar a estabilidade local e global de um sistema
unidimensional. Estabelecem-se as condi¢cdes analiticas necessdrias e suficientes para sua ocor-
réncia, baseadas na linearizacao e nas derivadas parciais da funcdo do sistema com dois exemplos
ilustrando a identificacdo da curva de bifurcacdo com multiplos parAmetros e a redugdo a forma
normal, capturando a dindmica préxima ao ponto critico. Destaca-se a relevancia do fendmeno em
dreas como biologia, fisica e economia, onde variacdes paramétricas minimas podem desencadear
transicdes abruptas, reforcando a utilidade da andlise qualitativa na compreensdo de sistemas nao
lineares.

Palavras-chave:retrato de fase; bifurcagéo transcrita; série de Taylor

1 Introducio

Em sistemas dindmicos, a teoria das bifurca¢des analisa como variacdes em um parame-
tro de controle provocam transi¢cdes qualitativas, como surgimento ou troca de estabilidade entre
seus equilibrios. Dentre esses cendrios, a bifurcacao transcritica evidencia-se pela coexisténcia
de dois pontos de equilibrio que trocam estabilidade ao cruzar um valor critico do pardmetro,
sem que nenhum seja criado ou destruido.

Este trabalho dedica-se ao estudo detalhado desse fendmeno, tomando como referéncia
o sistema unidimensional & = rx — 22, que serve como forma normal da bifurcacio transcritica.
Por meio dessa equagdo, é possivel analisar de maneira clara e introdutéria como dois equili-
brios — um trivial e outro nao trivial — intercambiam sua estabilidade & medida que o parametro
r varia, ilustrando um mecanismo bdsico de mudancga qualitativa em dindmicas nio lineares.

Considere o sistema autdnomo geral

z = f(z,r) (1.1)

com f : R x R — R e r sendo um parametro real de bifurcacdo. Um ponto de equilibrio é
definido como um valor de z*, tal que f(z*,7) = 0. A classificacdo de pontos de equlibrios
permite diferenciar entre estados estdveis e instdveis, essencial para a andlise de bifurcacoes,
[1]. Isso significa que a taxa de variacdo de & € nula em x*, portanto, se a solucdo inicial
estiver em z*, ela permanecerd 14 indefinidamente. Pontos de equilibrio podem ser isolados
(ndo ha outros pontos de equilibrio proximos) ou fazer parte de uma linha continua de pontos de
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equilibrio, nesse trabalho serdo abordados apenas os pontos de equilibrio isolados. Uma fun¢ao
diferencidvel ¢ : I — R chama-se solucdo da equacio diferencial homogénea @ = f(x,r)
no intervalo I se ¢(t) = f(¢(t),r) para todo ¢ € I. Para equacdes auténomas temos o teorema
a seguir, pg. 209 em [4].

Teorema 1. (Existéncia e Unicidade) Para cada x € R existe um intervalo aberto I, onde estd
definida a tinica solu¢do ¢, de © = f(x,r) tal que ¢.(0) = x.

No ponto de equilibrio o sistema se encontra nesse estado e ele permanece nele indefini-
damente ao longo do tempo. Estas solu¢des constantes sdo chamadas de solucoes de equilibrio
de © = f(z,r) porque correspondem ao caso em que nio hd variagdo no valor de x quando ¢
cresce. Os zeros de f(x,r) também sdo chamados de pontos criticos. A estabilidade de um
ponto de equilibrio indica como o sistema responde a pequenas perturbacdes ao redor desse
ponto. Ela é essencial para entender o comportamento do sistema sem resolver explicitamente
a equacao diferencial.

* Dizemos que a solugdo de equilibrio x = ¢(t) de & = f(x,r) é uma solugdo assintoti-
camente estavel, se as solugdes que comecam préximo da solucdo de equilibrio tende a
solu¢do de equilibrio, quando ¢ cresce.

* Dizemos que a solug@o de equilibrio z = ¢(t) de & = f(z,r) é uma solug@o instavel, se
as solucdes que comegam préoximo da solugdo de equilibrio se afastam quando ¢ cresce.

* Dizemos que a solugdo de equilibrio x = ¢(t) de © = f(z,r) é uma solug¢do semi-
estavel, se as solugdes de um lado da solugdo de equilibrio tendem a ela, enquanto as de
outro lado se afastam dela.

Um retrato de fase € uma representacdo grafica que descreve o comportamento quali-
tativo de um sistema dindmico no plano de fase, permitindo visualizar a evolugdo das solucdes
ao longo do tempo. Ele mostra as trajetdrias das varidveis do sistema, os pontos de equilibrio e
a direcdo do fluxo, evidenciando regides de estabilidade, instabilidade e comportamento assin-
tético. Para construir um retrato de fase, primeiramente identificam-se os pontos de equilibrio
do sistema. Em seguida, realiza-se a classificacdo dos pontos de equilibrio, a fim de determinar
sua estabilidade e o tipo de comportamento que induzem nas solugdes proximas, [2].

2 Analise grifica de & = ro — 22

Considere o sistema dindmico unidimensional de parametro 7, dado pela equagdo dife-
rencial autdnoma:

& =rz—z’ 2.1

2.1 Solucgoes de equilibrio:
Para encontrar os solucdes constantes, igualamos a derivada temporal a zero e resolvemos para x:
flz,r)=0 = rr—22=0 z2(r—-2)=0 = x=0oux=r
* Para r < 0, temos as solugdes constantes x = ¢1(t) =1 e x = ¢a(t) = 0.
* Para r = 0, temos a solucdo constante x = ¢o(t) = 0.

 Parar > 0, temos as solucdes constantes x = ¢1(t) =0 e = = ¢a2(t) = 7.
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2.2 Reta de fase:

Para visualizar outras solugdes de & = rx — 2%, comecamos desenhando o grifico de f em funcio de x.

Temos que f(z,r) = rx — 22 de modo que, para cada valor do parAmetro 7, o grifico é uma parédbola.

Figura 1: Gréfico parar < 0. Figura 2: Gréfico parar = 0. Figura 3: Grafico parar > 0.

* Parar < 0, os pontos de interse¢do com o eixo dos x séo (r, 0) e (0, 0) correspondendo aos pontos
criticos de f(z,a) = ro — 2 e o vértice da pardbola estd em (r/2,72/4). Observe que:

- Sex < r,entdo r — x > 0 logo dx/dt < 0; portanto, = é decrescente, como indicado pela
seta apontando para a esquerda na figura 1.

- Ser <z <O0entdor <r—x < 0logo dx/dt > 0; portanto, = é uma fungdo crescente
de t quando x estd nesse intervalo; isso € indicado pelas setas (préximas ao eixo dos x)
apontando para a direita na figura 1.

- Analogamente, se > 0, entdo r — z < r logo dz/dt < 0; portanto, x é decrescente, como
indicado pela seta apontando para a esquerda na figura 1.

* Para r = 0, o ponto de interse¢éio com o eixo dos x é (0, 0) correspondendo ao ponto critico de
f(z,0) = —22 e ao vértice da pardbola. Se x # 0 entdo dx/dt < 0; portanto, x é decrescente,
como indicado pela seta apontando para a esquerda na figura 2.

* Parar > 0, os pontos de interse¢do com o eixo dos x sdo (0, 0) e (r, 0) correspondendo aos pontos
criticos de f(z,a) = ro — 2 e o vértice da pardbola estd em (r/2,72/4). Observe que:

- Sex < 0, entdo r < r — x logo dx/dt < 0; portanto, x é decrescente, como indicado pela
seta apontando para a esquerda na figura 3.

- Se0 <z <rentdo0 < r—x < rlogodx/dt > 0; portanto, x é uma fungéo crescente
de t quando z estd nesse intervalo; isso € indicado pelas setas (préximas ao eixo dos x)
apontando para a direita na figura 3.

- Analogamente, se z > r, entdo r — x < 0 logo dz/dt < 0; portanto, x é decrescente, como

indicado pela seta apontando para a esquerda na figura 3.

Nesse contexto, o eixo dos x € muitas vezes chamado de reta de fase e estio reproduzidas nas
figuras 4, 5 e 6 na sua orientacdo vertical.

* Ser < 0,o0spontosem x =1 e x = () sdo os pontos criticos ou solugdes de equilibrio. As setas
indicam que z € crescente sempre que 7 < z < 0 e decrescente sempre que z <7 e x > 0.

* Ser =0, o ponto em x = 0 é um ponto critico ou solucio de equilibrio. As setas indicam que x
€ decrescente sempre que x < 0 e x > 0.
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* Ser > 0,ospontosem x = (0 e x = r sdo os pontos criticos ou solugdes de equilibrio. As setas
indicam que z € crescente sempre que 0 < z < r e decrescente sempreque z <0 e z > .

2.3 Grifico de curvas de solucao:

Para esbocar os gréficos das solugdes de dx/dt = rz — 22 no plano tz, comecamos com as solucdes de
equilibrio; depois desenhamos outras curvas. Além disso, se x estd proximo de zero na figura 2 ou se
x estd proximo de r na figura 1 e na figura 3, entdo o coeficiente angular f(x) fica pr6ximo de zero, de
modo que as curvas solugdes sdo quase horizontais. Elas se tornam mais inclinadas quando o valor de =
se afasta desses valores.

* Se r < 0, curvas crescentes quando r < x < 0, decrescentes quando x < r e x > 0 e que se
aproximam de uma curva horizontal quando x se aproxima de um dos valores r e 0, fig. 4.

* Se r = 0, curvas decrescentes quando x > 0 e z < 0, aproximando-se de uma curva horizontal
quando x se aproxima de zero, fig. 5.

* Se r > 0, curvas crescentes quando 0 < z < r, decrescentes quando x < 0 e x > r e que se
aproximam de uma curva horizontal quando x se aproxima de um dos valores 0 e 7, fig. 6.

0 [0 B R e e 5 oQ

Figura 4: Diagrama de fase Figura 5: Diagrama de fase Figura 6: Diagrama de fase
parar <0 parar =0 parar > 0

Logo os gréificos das solu¢des de dx/dt = rz — z? tém que ter a forma geral ilustrada nas
figuras 4, 5 e 6. Pelo teorema fundamental de existéncia e unicidade temos que apenas uma solug¢do pode
conter um ponto dado no plano tx. Assim, embora outras solu¢des possam ser assintéticas a solugdo de
equilibrio quando ¢ — o0, elas ndo podem intersecta-la em um instante finito.

Agora determinamos a concavidade das curvas solucdes e a localizagdo dos pontos de inflexao
encontrando d2x/dt?. Como:

d? dd d d
== @) = @) = f@)f(@) 2.2)

O grafico de x em fungdo de ¢ € concavo para cima x” > 0, isto é, quando f e f” tem o mesmo
sinal. Analogamente, o gréfico é concava para baixo quando z” < 0 o que ocorre quando f e f’
tem sinal contrario. Os sinais de f e f’ podem ser identificados do grafico de f em funcdo de
x, figuras 1,2 e 3. Podem ocorrer pontos de inflexdo quando f’(z) = 0.

e Ser < 0 (fig. 1), as solugdes sdo cOncavo para baixo para x < r onde f € negativa e
crescente, de modo que f é negativa e f’ € positiva. As solugdes sdo cOncavo para cima
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parar < x < r/2 onde f é positiva e crescente, de modo que ambas as fungdes f e f’
sdo positivas. Para /2 < x < 0, as solu¢des sdo cOncava para baixo, ja que aqui f é
positiva e decrescente, de modo que f é positiva e f’ é negativa. As solu¢des também
sdo cdncavo para cima para x > 0 onde f € negativa e decrescente. Existe um ponto de
inflexdo sempre que o gréfico de x em funcéo de ¢ cruza a reta x = r/2. Fig. 4.

e Ser = 0 (fig. 2), as solugdes sdo cOncavo para baixo para x < 0 onde f é negativa e
crescente, de modo que f € negativa e f’ é positiva. As solugdes sdo cOncavo para cima
para x > 0 onde f é negativa e decrescente, de modo que ambas as fun¢des f e f’ sdo
negativas. Fig. 5.

* Ser > 0 (fig. 3), as solugdes sdo cOncavo para baixo para x < 0 onde f é negativa e
crescente, de modo que f € negativa e f’ é positiva. As solugdes sdo cOncavo para cima
para 0 < x < r/2 onde f é positiva e crescente, de modo que ambas as fungdes f e f’
sdo positivas. Para /2 < x < r, as solu¢des sdo cOncava para baixo, ja que aqui f é
positiva e decrescente, de modo que f é positiva e f’ é negativa. As solu¢des também
sdo concavo para cima para x > r onde f € negativa e decrescente. Existe um ponto de
inflexdo sempre que o gréfico de x em funcéo de ¢ cruza a reta x = r /2. Fig. 6.

Definicao 1. Uma bifurcacdo transcritica é aquela em que um ponto fixo existe para todos os
valores de um parametro e nunca é destruido. No entanto, tal ponto fixo troca sua estabilidade
com outro ponto fixo conforme o pardametro é variado.

2.4 Diagrama de bifurcacao:

O comportamento exemplifica como a bifurcacdo transcritica combina a andlise de pontos fixos
e estabilidade local para descrever mudangas qualitativas do sistema. O estudo da bifurcacdo
transcritica também se integra a andlise de retratos de fase. Embora retratos de fase unidimensi-
onais mostrem apenas o comportamento ao longo de uma linha, a bifurcacao transcritica revela
que pequenas variacdes no parametro podem modificar a direcdo do fluxo préximo aos pontos
fixos, invertendo a estabilidade local.

Estdivel

Estdvel Instdvel

] 4

Instivel

Figura 7: Diagrama de Bifurcagdo Transcritica.

No diagrama de bifurcacdo para a Bifurcacdo Transcritica temos: ramos ¢ = e x =17
no plano rz, com estabilidade indicada indicada por linha cheia (estdvel) e tracejada (instavel).
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Em relacdo a Figura 7 evidencia-se uma melhor visualizac¢do da troca de estabilidade dos pon-
tos fixos do sistema. A bifurcacdo transcritica ndo € apenas um conceito matematico abstrato;
ela tem aplicacdes diretas em modelos de crescimento populacional, permitindo analisar como
a populacdo evolui ao longo do tempo sem depender exclusivamente de solugdes explicitas. Em
[2] temos:

Teorema 2. Seja f(z,r), na equagdo & = f(x,r), uma fun¢do escalar definida em R?. Se f
tem derivadas parciais continuas de segundo ordem, tais que f(0,7) = 0,r € R, %(0, 0) =

0, 24(0,0) #0, 2(0,0) =0, Z4(0,0) =0, 2L(0,0) # 0. Entdo a equacdo i = f(x,r)

sofre uma bifurcagdo transcritica em (x,r) = (0,0).

A equacdo autdnoma i = rx — x? satisfaz as condi¢cdes do teorema 2 portanto sofre
uma bifurcacdo transcritica em (0,0). A esta equacdo chamamos a forma normal de uma
bifurcacgio transcritica. A forma normal € a versdo mais simples de uma dinamica, que captura
a esséncia do comportamento do sistema proximo ao ponto de bifurcagdo.

Bifurcacdes ajudam a entender como mudangas em parametros podem gerar comporta-
mentos completamente novos em um sistema dindmico, sem alterar a forma da equacdo funda-
mental. Elas sdo essenciais na andlise qualitativa, pois mostram quando o sistema pode mudar
de regime (por exemplo, de estdvel para instdvel, ou de equilibrio para oscilagdes periddicas).
A bifurcagdo transcritica € um tipo especifico de bifurcagdo em sistemas dindmicos em que dois
pontos fixos se encontram em um valor critico do parametro e trocam de estabilidade a medida
que o parametro varia. E um fendmeno cldssico em equagdes diferenciais unidimensionais.

3 Condicoes para a Ocorréncia de Bifurcaciao

Até o momento foi utilizado métodos graficos para determinadar a estabilidade dos pon-
tos fixos. Por isso serd necessdria uma maneira mais quantitativa da estabilidade, entorno dos
seus pontos fixos, que serd obtido pela linearizagdo entorno de um ponto fixo, [3]. Seja um
equacdo diferencial de primeira ordem

dx
E = f(iL'ﬂ’)

que admite x* como ponto de equilibrio, obtido apartir de

f(fL“,T)|(x,r)=(m*,r) = 0. (3.1
Considere
0
a—f =0 (3.2)
Z (z,r)=(x*,rc)

para um valor critico de r. do parametro r. Por simplicidade, assuma que o ponto de bifurcacao
(x*,r.) esteja na origem (0, 0). A condi¢do do ponto de equilibrio 3.1 e a condi¢do de tangéncia
3.2 sdo satisfeitas pela forma normal da bifurcacdo transcritica. Embora tais condi¢des sejam
necessdrias, elas ndo sdo condicdes suficientes para assegurar a ocorréncia de um bifurcacgdo.

Em torno do ponto de bifurcacdo (z*,r.) = (0,0), a expansdo em série de Taylor da
funcdo f(z,r) resulta em:
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of of
flz,r) = flam=00) + <8_ )Q;Jr (8_ )r+
T l(z,m)=(0,0) T | (2r)=(0,0)

a2f $2 an 82f 7,2
W ? + 920 xr + W 5 + ...
L7 | (z,r)=(0,0) LOT | (2,)=(0,0) T (2,m)=(0,0)

Os dois primeiros termos dessa espressao vale zero gragas 3.1 e 3.2. Para a bifurcacio transcri-
tica, despreza-se os termos de grau maior ou igual a trés e mostra-se que a = f,. e b = % fox
devem ser ndo-nulos no ponto de bifurcagdo. Assim, f ~ (a)rz + (b)z*

No caso unidimensional, o diagrama de bifurcacdo é representado por curvas no plano
rz. Tais curvas indicam como a magnitude e a estabilidade dos pontos de equilibrio z* variam
em fungdo do pardmetro . Em torno do ponto de bifurcacdo (z*,r) = (0,0) a bifurcagdo é
caracterizada por duas retas que representam a magnitude e a estabilidade de dois pontos de
equilibrio, a saber, 7 = 0 e 23 = r. Tais que se interseccionam e trocam de estabilidade em
r=0.

Da condigdo de ponto de equilibrio, sabe-se que f(z,7) = 0 implica que r = r(x).
Derivando f(z,7) = 0 em relagdo a z, obtém-se

of ,dfor
or  Ordx

No ponto de bifurcagio (z*,r) = (0,0), tem-se que

of
oz

ol lan=00
ox 2=0 af
or

(z,r)=(0,0)

Se existisse apenas uma curva continua passando pelo ponto de bifurcacdo, entdo dr/dx de-
veria ter um valor determinado. Como hd a intersec¢dio de duas retas, dr/dx deve ter valor
indeterminado. Assim, a condicdo de intersecdo implica:

of

g =0 (3.4)

(z*,r)=(0,0)

ja que desse modo, df/0x e Of/Or se anulam no ponto de bifurcagdo, e isso torna dr/dx
indeterminado. Esse resultado revela a estrategia para obter as condi¢des que uma fungdo f deve
obedecer, a fim de exibir uma bifurcagao transcritica. Um caminnho para obter tais condi¢des €
excluir a solucdo estaciondria 7 = 0 da andlise. Assim, por coveniéncia, escreve-se:

dx

= = flz,r)=aF(x,r) (3.5)
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sendo a fun¢do F(x,r) definida como:

f(x,r)j para x # 0,
F(z,r) = o
=Y o500,
————, parax =0.
ox

No ponto de bifurcagfo, as derivadas parciais da fung¢do F'(x, r) se relacionam com as derivadas
parciais da fungado f(x,r) por:

oF 10%f

o T (3-6)
(z*,r)=(0,0) (z*,r)=(0,0)

OF B 0% f 3.7)

or (z* 1) =(0,0) Oz 0r (z*,1)=(0,0)

O objetivo € expressar as condi¢des de bifurcacdo transcritica para a funcdo F', em ter-
mos de derivadas, e converté-las em condi¢des para a funcio original f, usando as expressoes
3.6 e 3.7. Da posicao da condicao de equilibrio, sabe-se que

F(z*,r)=0=r=r(z")

Lembrando que, aqui, r = r(x) representa apenas a variagdo de =5 como r, ja que x7 = 0 foi
covenientemente excluido. Derivando essa expressao com relagcdo a x e rearranjando, obtém-se,
no ponto de bifurcagdo (z*,7) = (0,0), que:

oF 10%f
dr % | @ r)=0,0) e m)=00)
d_ — 9 b [ 9 b (3.8)
L |pr=0 oF 92 f
or orozx
(2*,r)=(0,0) (2*,r)=(0,0)

No caso de bifurcagdo transcritica, a inclina¢@o da curva r = r(z*) ndo deve coincidir
com o eixo-r € nem interseccionar esse eixo ortogonalmente no ponto de bifurcacdo. Essas
duas condi¢des implicam que:

< 00 (3.9)

Assim, tanto o numerador quanto o denominador da expressao 3.9 devem ser ndo nulos, ou seja:

82
8_xé £0 (3.10)
(z*,r)=(0,0)
o*f
£0 3.11)
orox (1) =(0.,0)

O sinal de dr/dx|,«—o distingue duas possibilidades: dr/dx|,«—o > 0 no caso supercri-
tico, pois, no ponto de bifurcacdo, é positiva a inclina¢do da reta r = r(z*) que descreve como
o ponto de equilibrio ndo nulo varia em fun¢do do pardmetro de controle; no caso subcritico,
dr/dz|«—9 < 0, ja que tal inclinagdo é negativa.
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Pode-se, ainda, verificar que » = r(z*) muda de estabilidade no ponto de bifurcagdo.
Ao longo dessa reta, Jf /Or troca de sinal em z* = 0, mas dr/dx preserva sei sinal. Portanto,
A = 0 f0x deve trocar de sinal quando passa por z* = 0, o que implica troca de estabilidade da
solucdo de equilibrio z5.

Resumindo: as condi¢des necessdrias e suficientes para que a fungdo f exiba uma bi-
furcagdo transcritica sdo dadas pelas expressoes 3.1, 3.2,3.4,3.10 e 3.11.

4 Exemplos de Bifurcacao Transcritica

Como primeiro exemplo, iremos mostrar que o sistema de primeira ordem
b=l —2?) —a(l —e™)

sofre uma bifurcagdo transcritica em z = 0 quando os pardmetros a e b satisfazem uma certa
equacgado (a ser determinada). Essa equagdo define uma curva de bifurcacao no espaco de
parimetros (a, b). Em seguida, encontraremos uma férmula aproximada para o ponto fixo que
bifurca de = 0, assumindo que os parametros estdo proximos da curva de bifurcacdo, [5].

Temos que = = 0 é um ponto fixo para todo (a, b). Isso sugere que o ponto fixo bifurcard
de forma transcritica, se de fato ocorrer uma bifurcagcdo. Para x pequeno, temos:

1 1
L= =1~ [1—br+ 0% + 0(a*)] = bx — 50%* + 0(a*) 4.1
Substituindo:
1 1
=z —albr — 5521172] +0(@%) = @=(1-abx+ (5‘11)2)552 +0(a) (4.2)

Portanto, ocorre uma bifurcacio transcritica quando ab = 1. O ponto fixo ndo nulo é dado aproximada-
mente por 1 — ab + (3ab?)x = 0, isto é,

. 2(ab—1)

P S (4.3)

Essa férmula é valida apenas quando x* € pequeno, isto €, quando os parametros estdo préximos da curva
de bifurcagdo (ab ~ 1).
Agora, analizando a dindmica do sistema

t=rin(x)+x—1

nas proximidades de x = 1, serd mostrado que o sitema sofre uma bifurcacio transcritica em deter-
minado valor de . Em seguida, serd encontrado novas varidveis X e R tais que o sistema se reduza
aproximadamente 2 forma normal: X = RX — X?

Notamos que x = 1 € um ponto fixo para todo . Como estamos interessados na dindmica
préxima a esse ponto fixo, definimos uma nova varidvel v = x — 1, com w pequeno. Assim, & = &

U = T
= rin(l1+u)+u
1

= rlu— §u2 +0W?)] +u

~ (r+1)u— %mﬂ + 0(u?) (4.4)

Logo, ocorre uma bifurcagao transcritica em . = 1. Para colocar o sistema na forma normal, eliminamos
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o coeficiente de u2. Definindo u = a - v, onde a serd escolhido posteriomente, entio a equacio para v é

v=(r+1)v— (%r@)v2 + 0(v?) (4.5)

2

Escolhendo a = £, a equag@o fica

= (r+1)v —v*+0(v?) (4.6)

Por fim, definindo R = r + 1 e X = v, teremos a forma normal aproximada X ~ RX — X2,
onde os termos de ordem O(z?) foram negligenciados. Em termos das varidveis originais,
X:v:%:%r(m—l).

5 Conclusao

Este trabalho explorou a bifurcagdo transcritica como um fenomeno fundamental na te-
oria dos sistemas dinamicos, destacando sua relevancia tanto tedrica quanto aplicada. A andlise
do sistema: # = rx— 22 permitiu ilustrar de forma clara e elegante como pequenas variagdes em
um parametro r podem induzir mudancgas qualitativas abruptas no comportamento do sistema,
especificamente por meio da colisdo e troca de estabilidade entre pontos fixos.

A utilizacdo de ferramentas como diagramas de fase mostrou-se essencial para caracte-
rizar a estabilidade local e global do sistema, complementando a abordagem qualitativa. Além
disso, a representacdo gréfica por meio de diagramas de bifurcagdo facilitou a visualizagdo da
transicdo de estabilidade entre os pontos fixos, tornando conceitos abstratos mais intuitivos.

A bifurcagdo transcritica ndo se restringe a contextos tedricos. Suas aplica¢des estendem-
se a areas como biologia (modelos populacionais), fisica (transi¢des de fase) e economia (dina-
micas de mercado), onde mudancgas sutis em parametros podem levar a comportamentos radi-
calmente distintos. Este trabalho reforca, assim, a importancia da andlise qualitativa e do estudo
de bifurcagdes para a compreensdo de sistemas dinamicos complexos, oferecendo bases solidas
para investigagdes futuras em modelos nado lineares multidimensionais e suas ricas dindmicas.
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Resumo.

O Teorema da Fung¢do Inversa é um resultado fundamental da andlise matemética, desen-
volvido a partir dos trabalhos de Newton e Leibniz e formalizado por Lagrange, Cauchy e
Dini nos séculos XVIII e XIX. Este trabalho tem como objetivo apresentar uma interpreta-
cdo geométrica do teorema no contexto de uma varidvel real, explorando a simetria entre
o grifico de uma funcdo diferencidvel f e sua inversa f~!. Analisa-se 0 comportamento
das retas tangentes a f e f~!, determinando as condicdes sob as quais elas se intersectam,
tornam-se paralelas ou coincidem, e demonstra-se que, sob restri¢des adequadas sobre [,
os pontos de intersecdo pertencem a reta y = x, o que definir esta reta como um lugar
geométrico. Casos especiais, como f’'(z) = 1 ou —1, resultam em tangentes paralelas ou
coincidentes, refletindo simetrias particulares. A metodologia combina dedugdes formais,
baseadas em Lima, (2011) e Iezzi e Dante, (2013), com representacdes graficas construidas
no GeoGebra, integrando métodos algébricos e geométricos.

Palavras-chave: Funcio inversa; teorema da funcédo inversa; lugar geométrico.

1 Introducao

A origem do teorema da fungdo inversa remonta ao desenvolvimento do célculo diferen-
cial e da andlise matemaética nos séculos XVIII e XIX. Ele surgiu da necessidade de compreen-
der quando uma fung¢ao diferencidvel possui uma inversa diferencidvel e como esta se comporta
localmente. As ideias ja estavam implicitas nos trabalhos de Newton e Leibniz e foram sistema-
tizadas por Lagrange, especialmente na inversdo de séries analiticas, antecipando o raciocinio
local de invertibilidade. Posteriormente, Cauchy e Dini estabeleceram formulagdes rigorosas do
teorema para fungdes univariadas e multivariadas, consolidando o que hoje chamamos Teorema
da Fungdo Inversa (Boyer, 1991).

O presente trabalho tem como objetivo apresentar investigar, sob uma perspectiva anali-
tica e geométrica, o comportamento das retas tangentes aos graficos de uma fungao diferencidvel
f e de sua inversa 1, verificando as condig¢des sob as quais essas tangentes se intersectam, se
tornam paralelas ou coincidem. A partir dessas andlises, busca-se demonstrar que, sob condi-
¢oes adequadas, a reta y = x constitui o lugar geométrico dos pontos de interse¢do entre as
retas tangentes a f e a f !, nos pontos respectivos. A demonstra¢do do teorema foi suprimida

devido a quesdes de brevidade, podendo ser encontrada na referéncia Lima, (2011).
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Aplicacdo do teorema da fungdo inversa

2 Funcoes Inversas

Definicao 1. Seja f : X — Y uma funcdo entre dois conjuntos X e Y. Dizemos que f é

invertivel se existe uma fungdo f~':Y — X tal que

fﬁl(f(m)):xv V.%'EX, e f(ffl(y)):y, Ver.

Teorema 1. Uma funcdo f : X — Y € inversivel se, e somente se, é bijetora (isto é, injetora e

sobrejetora).

2.1 O Teorema da Funcio Inversa

Teorema 2 (Funcgdo inversa). Seja f : X — Y uma bijecdo entre dois conjuntos X,Y C R
cominversa g = f~1:Y — X. Se f é derivdvel no ponto a € X N X' e g é continua no ponto

b = f(a) entdo g é derivdvel no ponto b se, e somente se, f'(a) # 0. No caso afirmativo

As demonstracdes dos Teoremas 1 e 2 podem ser encontradas na referéncia Lima, (2011).

3 Aspectos geométricos oriundos das relacées entre uma funcao localmente invertivel e

sua inversa

Para determinar explicitamente a inversa f ! de uma funcio f : X — Y diferencidvel
e bijetora em uma vizinhanga de xy € X, com f'(xg) # 0, comega-se escrevendo a relagdo
y = f(x). Em seguida, manipula-se algebricamente essa equac@o para expressar  em fungio
de y, obtendo x = ¢(y). Finalmente, troca-se a notagdo das varidveis de forma convencional
para escrever y em funcgo de x, resultando na expressdo da inversa y = f~1(x). Essa cons-
trucdo € valida apenas em uma vizinhanga de zy, conforme garantido pelo teorema da fungao
inversa (Teorema (2)), que assegura a existéncia de uma inversa diferencidvel sempre que f é
diferenciavel e f'(z() # 0.

Exemplo 1. Seja a funcgdo f(x) = 3x + 2 definida pela sentenga aberta y = 3x + 2. Fazemos a
troca de varidveis:
r =3y + 2,

e resolvendo em funcao de y, obtemos

Note que, se tomarmos x = 1l ey = 5, temos y = 3(1) + 2 = 5, logo (1,5) € f. Por

outro lado, ao verificarmos a inversa, obtemos f~1(5) = (5 — 2)/3 = 1, ou seja, (5,1) € f~1.
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Isso mostra que o mesmo par de niimeros satisfaz ambas as sentencas abertas, mas a ordem dos

elementos muda, de forma que,

(zy)ef <= (yax)efl

3.1 Representacao grafica.

Para construir o grafico de f(x), representa-se = no eixo das abscissas e y no eixo das

ordenadas, de maneira que
f=A{(,y) eR?|y=f(x)}e [ ={(y,2) e R |z = f(y)}.

Ou seja, ao representar {1, o papel das varidveis se inverte: o eixo das abscissas é
associado a y e o eixo das ordenadas a x. Dessa forma, os graficos de f e f~! sdo simétricos

em relacdo a reta y = x, COMO veremos a seguir.

3.1.1 Demonstraciao da simetria em relacio aretay =«

Seja f uma fungdo e P(a,b) € f. Entdo, por definicdo de fungdo inversa, temos que
existe um ponto Q tal que Q(b,a) € f~1. O objetivo é mostrar que tais pontos sdo simétricos
em relacdo a reta r : y = x. Para isso, note que P e () equidistam da reta r, pois ao considerar

y = x, o ponto médio M do segmento PQ), é dado por

a+b a+b
M = = (a,0).
(355") = @)

E ficil ver que M € re, MP = MQ. Logo, P e () se encontram 4 mesma distincia da reta 7.

Além disso, veja que o segmento P() é perpendicular a reta r. De fato, tome R(c, ¢)
um ponto qualquer de 7, tal que R # M. Consideremos o tridngulo PM R. Calculando os
comprimentos dos lados, obtemos:

Agora, somando PM? + M R?, temos:

— )2 2
PM2+MR2:w+2(a+b—c) .

2
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Efetuando os célculos algébricos, verifica-se que:
PM? + MR? = (a—c)*+ (b—c)* = PR*.

Logo, pelo Teorema de Pitagoras, o tridngulo PM R € retangulo em M. Isso implica

que PQ L r. A Figura 1 ilustra essa situaco.

Assim, mostramos que os pontos P e () sdo equidistantes da reta r, e que a reta P() é
perpendicular a reta r. Portanto, P(a, b) e Q(b, a) sdo simétricos em relagdo a reta y = z.

Aplicando ao Exemplo (1) temos,

f={(z,y) eR?|y=3x+2}e f ' ={(y,x) € R* | v =3y +2}.

Figura 1: Simetria da Funcdo Inversa.

f)

Bissetriz r: y=x

Fonte: Autora

4 Interpretacao geométrica do Teorema da Funcao Inversa

Nesta secdo € apresentada uma representacdao geométrica do Teorema da Fungdo Inversa,
de modo a fornecer ao leitor uma intui¢do visual de seu significado. Vimos na sec¢do anterior
que, a interpretagio grafica permite observar que o grafico da fungfo inversa f~* pode ser obtido
por uma reflexdo do grifico de f em relagdo a reta y = x.

Além disso, é importante notar que o Teorema (2) estabelece uma relacdo importante
entre as derivadas de f e de f~!. O referido teorema afirma que, se f € derivdvel em um
ponto a e f’(a) # 0, e sua inversa € continua em b = f(a), entdo f~! também € derivéavel em

b = f(a), e sua derivada é dada por

Graficamente, isso significa que a reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) tem

inclinagdo f’(a), enquanto a reta tangente ao grafico de f~! no ponto (f(a),a) tem inclinagdo
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—f,%a). Como as duas curvas sdo simétricas em relacdo a reta y = x, a inclinacdo de uma se torna

o inverso da inclinagd@o da outra.

No entanto, é fundamental observar a limita¢do expressa pela condi¢io f’(a) # 0. Caso
f'(a) = 0, a reta tangente ao grafico de f nesse ponto seria horizontal, o que implicaria que
a reta tangente ao grafico de f~! seria vertical. Isso quebraria a continuidade, e consequente-
mente, a diferenciabilidade de f~'. Portanto, a hipotese f'(a) # 0 é necesséria para garantir
que f~! seja diferencidvel.

Para ilustrar essas ideias, vamos utilizar como exemplo a fungdo f(z) = 23, cujo gréfico
¢ estritamente crescente e, consequentemente, invertivel em R, mas f'(0) = 0.

Ao representar o grafico de f e sua inversa f~!(z) = /z, nota-se que no ponto (0, 0)
a reta tangente a f é horizontal (coincide com o eixo ), € a reta correspondente para f~! é
vertical (coincide com o eixo y), evidenciando que a inversa ndo € diferencidvel nesse ponto. A

figura 2 representa essa condigao.

Figura 2: Gréfico de f(z) = 3

Fonte: Autora

Em contraste, pode-se considerar uma funcao cuja derivada nunca se anula, como
f:R—(0,400), f(x)=¢€".

Nesse caso, f'(x) = e¢” > 0 para todo = € R, o que garante que f é estritamente crescente e,

portanto, invertivel em todo o dominio real.

O contradominio de f é o conjunto dos nimeros reais positivos, de modo que a inversa
¢ dada por
f1:(0,400) =R, fz)=Inx

Assim, tanto f quanto f~! sdo diferencidveis em seus respectivos dominios, e, como f'(z) #
0, Vx € R}, ndo ocorrem pontos nos quais a reta tangente seja horizontal, como pode ser visto

na Figura 3.

XVI Semana de Matematica do Pontal — 2025.
87



Aplicacdo do teorema da fungdo inversa

Figura 3: Graficos das funcdes logaritmo natural e exponencial e suas respectivas retas tangen-
tes.

Fonte: Autora

4.1 Retas tangentesa fe f~!

Vimos no tdpico anterior que as retas tangentes tém papel fundamental no teorema da
funcio inversa (2). E interessante aprofundar a investigaco sobre as relacdes entre as retas tan-
gentes aos graficos de f e f~!, em pontos correspondentes. Nosso objetivo é analisar quando
tais retas se interceptam, quando sdo paralelas e quando coincidem, relacionando, quando pos-
sivel, o resultado com o lugar geométrico da reta y = .

Seja f diferencidvel em a € R, com b = f(a). Seja L, a equag@o geral da reta tangente

ao grifico de f em (a, f(a)). Isto é,

Ly: y=fa)(x—a)+ fla)

A derivada da inversa, quando existe, ¢ dada por

() = comb = f(a
0 = 5. comb= o)

Portanto, a reta tangente Lo ao gréifico de f~! em (f(a), a) é dada por,

4.1.1 Intersecao algébrica entre L, e L,

Para encontrar o ponto de intersecdo entre as retas tangentes em pontos correspondentes,

basta igualar as equacdes de L e Lo. Assim,

fla)(z —a)+ fa) =

f/(CL) (ZE - f((l)) +a,

0 que nos leva a,

(f'(a)* = Dz = f'(a)’a — f'(a)f(a) = f(a) + af'(a).
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Assim, para f'(a) # +1, obtemos:

xr =

f'(@)’a — f'(a)f(a) - f(a) + af'(a)
f'(a)? =1 ’

Apo6s algumas manupulagdes algébricas se obtém

_ af'(a) ~ f(a)
Fla)—1

X

Substituindo esse valor na equacdo L; (poderia se escolher, sem perda de generalidade,

a equacdo L») e efetuando as respectivas manipulacgdes algébricas, obtém-se,

af'(@) — /(o) af'(@) = fla)

=0 (i o) e =

Portanto,

S CLOS QRO (O 0

flla)=1 7 fla) -1
¢ facil ver a partir da Equacdo (1) que aintersecao entre as duas retas s existe em pontos

a pertencentes ao dominio de f, tais que f'(a) # 1, e que o ponto de interse¢do, quando existe,

pertence a reta y = x.

4.1.2 Caso f'(a) =1

O objetivo agora € investigar o que ocorre quando f’(a) = 1. Para isso vamos analisar
as inclinagoes das retas L; e Ly no ponto (a,b), com b = f(a).
A tangente ao grafico de f em (a, f(a)) tem coeficiente angular m; = f’(a), e, pelo TFI

(Teorema (2)) a tangente ao grafico de f~* em (f(a), a) tem coeficiente angular my = ()" =

1 o
i) (assumindo f'(a) # 0).

Dai, para f'(a) = 1
Ly:y=(r—a)+ fla) =z +(f(a) —a),

Ly: y=(z = fla)) +a=az+(a— fla))

Observe que ambas t€ém a mesma inclina¢ao 1 (que é a mesma inclinagdo da reta y = ),

porém os termos constantes sdo opostos: f(a) —aem L e a — f(a) em Lo.

* Se f(a) = a, entdo L, e L, coincidem com y = x (0s termos constantes sao zero). Assim

as duas tangentes coincidem e sdo exatamente a reta y = .

* Se f(a) # a, entdo L e L, ttm a mesma inclinagdo mas termos constantes distintos;
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portanto sdo retas paralelas distintas. A figura 4 ilustra esse caso, sendo f(z) =z + 1 e

Y o) =2 —1.

Figura 4: Gréfico da Fung¢do Inversa

3

2

i

N
/.

Fonte: Autora

4.1.3 Ocaso f'(a) = —1.

Um caso interessante que deriva do TFI ocorre quando f’(a) = —1. Veja-se que, par-
tindo da igualdade
1
f(a) = .
= 7w

Multiplicando ambos os lados por f'(a) (e lembrando que aqui assumimos f’(a) # 0), segue
flla)*=1 & f'(a) =<1
Para f'(a) = —1, temos
Ly y=—(x—a)+ fla) = —z+ (f(a) + a),

Ly: y=—(x = fla)) +a=—z+(a+ f(a)).

Ambas as tangentes tém inclinagdo —1 (isto é, m; = ms). Além disso, os termos independentes
também coincidem, pois em ambas as expressdes o termo constante é f(a) + a. Portanto, nos
pontos onde f'(a) = —1, se existirem, as respectivas retas tangentes a f e a f ! sdo coincidentes
(como conjuntos geométricos), embora, em geral toquem os graficos em pontos distintos.
Observe que, se adicionalmente ocorrer f(a) = —a, entdo o termo constante f(a) + a

se anula, e as duas tangentes coincidem com a reta

Yy=—x,

passando pela origem. Nesse caso, o ponto (a, f(a)) = (a, —a) é simétrico em relagdo a origem,
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e a tangente comum ¢ perpendicular a bissetriz y = x. Assim, esse caso particular ilustra uma
situacdo de simetria completa: as tangentes de f e de f~! sdo coincidentes e passam pela

origem.

Exemplo 2. Seja
fiR= (0,400),  flz)=e".

Temos f'(z) = —e~ ", de modo que f'(0) = —1e f(0) = 1. A inversa é
f71:(0,+00) = R, f(z)=—Inz,

e (f7)(1)=1/f(0) = -1
A reta tangente a f em (0, 1) e a reta tangente a f~' em (1,0) sdo ambas coincidentes

com a reta
y=—x+1.

Isto é, coincidem como conjunto, mas tocam os respectivos graficos em pontos distintos: (0, 1)
para f e (1,0) para f~!. Veja a Figura 5.

J4 se considerarmos a funcdo

Jla)= e -1,
Considere
flz)=€e"—1, f:R = (=1, +00).

Temos f'(z) = —e~*, logo f/(0) = —1 e f(0) = 0, de modo que f(a) = —a no ponto a = 0.

Resolvendo y = e™* — 1 obtemos x = — In(y + 1), portanto

i z)=—In(z+1),  f':(=1,400) =R,

Derivando,

1
110

e em particular (f~1)(0) = —1 =

As retas tangentes sdo entao,
y—0=—1(x —0) = y= —z,tangente a f em (0,0),

y—0=—1(r—0) = y = —uz,tangente a f’l em (0,0).

Portanto, neste exemplo f (0)=—-0e f (0) = —1: a fung@o e sua inversa se tocam exatamente

no mesmo ponto (0,0) e tém a mesma reta tangente comum y = —x. Veja a Figura 6.
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Figura 5: Caso f’(a) = —1: retas Figura 6: f(z) = e * — 1: tan-

tangentes em pontos respectivos co-  gentes coincidem no mesmo ponto
incidem. (0,0).
Fonte: Autora Fonte: Autora

414 Caso f'(a) =0

Nos pontos em que f'(x) = 0, o Teorema da Fungdo Inversa (TFI) ndo pode ser aplicado,
pois ele exige que f'(x) # 0. Ainda assim, € instrutivo analisar o que ocorre geometricamente

nesses pontos.

Seja a um ponto do dominio de uma fungio diferencidvel f tal que f'(a) = 0. A equagéo

da reta tangente a f em (a, f(a)) é

Li: y=f'(a)(x —a)+ f(a) = f(a),

isto é, uma reta horizontal.

Para entender a tangente a inversa f !, lembramos da identidade fundamental

d

[ @) = = U @) = 1
Aplicando a regra da cadeia, obtemos
) L ()] = Y R
FUTED) G @I=1 = @l = sy

Avaliando em = = f(a), temos f~1(f(a)) = a, logo

No caso em que f’(a) = 0, a derivada de f~! ndo esté definida. Geometricamente, isso

significa que a tangente ao grafico de f~! no ponto (f(a), a) é uma reta vertical, pois

Ly: = f(a).
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Portanto, sempre que f’(a) = 0, a tangente de f é horizontal, enquanto a tangente de
f~1 (quando esta existir) é vertical. Esse comportamento reflete a relacdo de reciprocidade entre

as inclinagdes das tangentes de f e de f~1.

4.2 A reta y = x como lugar geométrico das intersecoes das tangentes a funcio e sua

inversa, em pontos corrrespondentes

Definicao 2. Um lugar geométrico é o conjunto de todos os pontos do plano que satisfazem a

uma determinada propriedade ou condigdo.

A partir dos resultados anteriores, observamos que, para uma fungao diferencidvel f com
derivada ndo nula e tal que f'(a) # =41, as retas tangentes aos graficos de f e f~! nos pontos
correspondentes (a, f(a)) e (f(a),a) se intercectam exatamente sobre a reta y = .

Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicdo 1. Seja f : D C R — f(D) uma fungdo diferencidvel e invertivel em D, tal que
f'(z) # 0 para todo x € D.

Entdo, para cada ponto x € D:

» Se f'(x) # %1, o ponto de intersecdo das tangentes ao grdfico de f em (x, f(z)) e ao

grdfico de f~ em (f(z), x) existe e pertence a retay = x.

o Se f'(x) = 1, as tangentes sdo paralelas e, em geral, ndo se intersectam. Se, adicional-

mente, f(x) = x, as tangentes coincidem exatamente com a reta y = .

e Se f'(a) = —1, as tangentes a f(a) e a f~(a) coincidem e sdo perpendiculares a reta

y = x (o ponto de intersecdo ndo é, necessariamente, Unico).

Dessa forma, em todos os casos possiveis, de acordo com a proposi¢do anterior, o0 ponto
de intersecdo das tangentes a f e f !, se existir, pertence a reta y = x. Essa reta atua como eixo
de simetria entre os graficos e também como o lugar geométrico dos pontos de intersecao das
tangentes.

Segue da Proposi¢do (1) que, se f : D C R — f(D) é uma funcao diferencidvel em D
tal que f'(x) # 0e f'(x) # £1 Vz € D, entdo, a reta y = x constitui o lugar geométrico dos

pontos de intersecdo das retas tangentes a f e f ~1 nos pontos correspondentes.

Exemplo 3. Seja f(z) = Inz, definida para x > 0, e seja f~'(x) = €” sua inversa. Para cada
a > 0, consideremos os pontos correspondentes P = (a,Ina) e Q = (Ina, a).

As tangentes a f em P e a f~! em () possuem coeficientes angulares, respectivamente,

Flay=2 e (f)ma=a
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portanto, para a # 1, essas retas sao inversas entre si, visto que tém inclinagdes opostas, o que
implica que a interse¢do entre elas pertence a reta y = z. A Unica exce¢do ocorre em a = 1,

pois nesse caso,
fy=1 e (fH0)=1,

de modo que, em a = 1, as tangentes sdo paralelas e ndo se intersectam.

No entanto, se escrevemos as tangentes nos pontos P = (a,Ina) e @ = (Ina, a), obte-

mos

y— f@) =) —a)>y-a="(z—a) e @)

y—fYa)=fa ' (r—Ina)=>y—a=a(zx—Ina).

Resolvendo o sistema, o ponto de intersecdo €

@y <a(1—lna) | a(l—lna)))

1—a l1—a

0 que mostra que ele pertence a reta y = x, para todo a # 1.

Mas observe que, quando a — 1, tem-se

a(l —Ina) o0, a—17,

Q]:y: 1_a

—o00, a— 1T,

isto €, o ponto de intersecao diverge, mas ainda assim, o lugar geométrico dos pontos de inter-
se¢do, a medida que a percorre (0,00) \ {1}, é toda a reta y = x, como pode-se ver na Figura
7. Na Figura 8 temos a representacdo das retas tangentes “tendendo a serem paralelas"quando

a se aproxima de 1.

Figura 7: O lugar geométrico das Figura 8: Caso f/'(a) = 0O - tan-

intersegdes das tangentes a f(z) = gentes paralelas em z = a = 1.

In(z) e suainversa f~!(z) = e* éa Veja que nesse caso (1,In(1) =

retay = x. (1,0) e (In(1),1) = (0,1) =
Fonte: Autora (0,€°).

Fonte: Autora
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5 Conclusao

Neste trabalho, foi analisado o comportamento das retas tangentes aos graficos de uma
funcio diferencidvel f e de sua inversa f~!, com base nas propriedades do Teorema da Funcio
Inversa. A partir das demonstragdes analiticas e das interpretagdes geométricas, verificou-se
que o ponto de intersecdo entre as tangentes, quando existe, pertence a reta y = x, a qual se
revela ndo apenas como eixo de simetria entre os graficos de f e f~!, mas também, com as

devidas restri¢des, como o lugar geométrico desses pontos de intersecao.
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Resumo.

O presente trabalho investiga a relacdo entre cadeias de topologias em um conjunto nfo-
vazio X e o comportamento de invariantes topoldgicos, com foco na conexidade. Buscou-se
compreender como o fortalecimento ou enfraquecimento de uma topologia afeta a preserva-
cdo desse invariante. A partir de estudos de Lima (2020)(2020), Kuhlkamp (2016)(2016),
Munkres (2000)(2000) e Vieira (2019)(2019) demonstra-se que, se uma topologia S con-
fere conexidade a X, entdo toda topologia mais fraca 7 C S também a confere, porém o
inverso nao € necessariamente verdadeiro, visto que topologias mais fortes podem romper
a conexidade do espago. Essa propriedade € ilustrada pelo caso do conjunto X = {a,b}.
A partir desse exemplo e com o estudo de cadeias e infinitos enumerdveis e ndo enumera-
veis, em Fajardo (2024)(2024) e Lima (2004)(2004) , construiu-se uma cadeia completa de
topologias sobre X, com o intuito de identificar aquelas para as quais qualquer topologia
estritamente mais forte deixa de preservar a conexidade. Nesse contexto, as topologias de
Sierpinski emergem como elementos de destaque, pois representam exatamente o ponto de
transicdo entre a preservacao e a perda da conexidade. Elas se configuram como fronteiras
dentro de T'op(X), marcando o limite superior das topologias que mantém o espago co-
nexo. A andlise dessas estruturas evidencia como a organizacio hierdrquica das topologias
permite compreender com maior profundidade a estabilidade dos invariantes topolégicos
em relacdo a inclusdo. Conclui-se que, ao estudar cadeias de topologias com base em um
invariante fixado, é possivel determinar niveis de estabilidade e ruptura de propriedades
fundamentais, o que abre caminho para generalizacdes envolvendo outros invariantes além
da conexidade e para o desenvolvimento de uma abordagem sistemadtica na identificacdo
dessas topologias.

Palavras-chave: Topologia; cadeias; conexidade; invariantes topoldgicos.

1 Introducao

O estudo de topologias e suas propriedades invariantes estd entre os temas mais funda-
mentais da matemética moderna. Desde a consolidag¢do da Topologia como disciplina autdnoma

no século XX, a no¢do de estrutura topolégica tornou-se um alicerce para diversas dreas, da
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andlise real a geometria diferencial. Dentro desse panorama, compreender como as topologias
podem ser organizadas e comparadas € essencial para a andlise da estabilidade de propriedades
sob transformagdes estruturais.

Um conjunto ndo-vazio X pode ser municiado por indmeras topologias distintas, todas
compreendidas entre a topologia trivial, a mais fraca possivel, e a topologia discreta, a mais

forte. O conjunto de todas as topologias sobre X, denotado por
Top(X) ={T C P(X) | T é topologia em X},

€, por si s6, um objeto matematico de grande interesse. Quando munido da relacdo de inclusdo
C, torna-se um conjunto parcialmente ordenado (poset), rico em propriedades combinatdrias e
algébricas.

Em Topologia Geral, investigar a estrutura de Top(X') permite compreender como pro-
priedades globais de espagos topoldgicos emergem ou se perdem conforme a topologia € refi-
nada. Fixado um invariante topoldgico p, isto €, uma propriedade preservada por homeomorfis-
mos, surge naturalmente a questdo: como esse invariante se comporta dentro da hierarquia de
Top(X)? Quais topologias o preservam, e quais o destroem?

Neste trabalho, analisaremos especificamente o invariante da conexidade. O interesse
em estudar esse caso decorre de duas razdes principais: (i) a conexidade é uma das proprie-
dades topoldgicas mais fundamentais e intuitivas, relacionada a impossibilidade de decompor
0 espaco em partes disjuntas abertas; e (ii) seu comportamento sob inclusdo de topologias é
particularmente instrutivo, pois exibe estabilidade sob enfraquecimento e fragilidade sob forta-
lecimento.

Nosso objetivo € identificar e caracterizar as topologias que delimitam o ponto exato de
ruptura da conexidade. Em outras palavras, queremos descrever as fronteiras dentro de Top(X)
que separam as topologias que preservam o invariante das que o perdem.

O desenvolvimento tedrico é acompanhado por exemplos concretos em conjuntos fi-
nitos, nos quais € possivel enumerar todas as topologias possiveis e observar diretamente os
fendmenos de transicdo e estabilidade. Com isso, pretendemos ndo apenas demonstrar resulta-
dos formais, mas também construir uma intuicdo geométrica e combinatdria sobre a estrutura
de Top(X).

2 Desenvolvimento

Para desenvolver esse trabalho, relembramos defini¢des importantes que sdo de grande
uso no trabalho, como comparabilidade de topologias, cadeias, elementos maximais e invari-
antes topoldgicos. Também apresentamos a prova de que se (X, S) é um espago topolégico
conexo e 7 é uma topologia mais fraca que S, entdo (X, 7 ) também é um espaco topoldgico

conexo.
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2.1 Definicoes preliminares

Definicdo. Sejam X um conjunto e 7 C P(X). A cole¢do 7 é uma topologia em X se, e

somente se, as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
cDeTHN(XeT)
s neN)AU,..U,€T) = N_ U eT
sParaicZTel; €T — Ui, UET

Definicao. Um espaco topologico é um par (X, T), onde X é um conjunto e 7 € uma ropologia
em X.

Definicdo. Sejam (X, 77) e (X, 7z) dois espacos topoldgicos sobre o mesmo conjunto X . Di-

zemos que 7; € mais fraca que 75 se 7; C 7. Se a inclusio € estrita, escrevemos 71 C 7.

Definicdo. Uma cadeia de topologias em X é uma familia C C Top(X) tal que, para quaisquer
S, TelC,temseSCTouT7T CS.

Definicdo. Sejam (X, 7) e (Y,S) espagos topoldgicos. Dizemos que uma fungdo f : X — Y
é um homeomorfismo, se f € bijetora, continua € f~' é continua. Neste caso, dizemos que

(X, T) e (Y,S) sdo homeomorfos.

Definicio. Um invariante topoldgico é uma propriedade p tal que, se (X,7;) e (Y, 7z) sdo

homeomorfos, entdo (X, 77) satisfaz p se e somente se (Y, 73) também satisfaz p.

Defini¢cdo. Um espaco topolégico (X, T) € dito conexo se, dados A, B € T tais que ANB = ()

é
e X =AU DB, tem-se que A = () ou B = 0.

2.2 Preservacio da conexidade sob enfraquecimento

Proposicao. Se (X,S) é um espaco conexoe 7 C S, entdo (X, 7) também é conexo.

Demonstracao. Suponha que (X, 7") ndo seja conexo. Entdo existem A, B € 7T tais que AN
B=0,AUB=X,A# (e B # (. Por hiptese A, B € S. Como (X, S) é conexo, entdo
A=(ouB=40.

Portanto, ao enfraquecer uma topologia que faz um espago topoldgico ser conexo, a topologia

obtida também faz o espaco ser conexo. [

Exemplo. Tendo um conjunto X = {a, b}, a topologia trivial 7 e a topologia discreta S, tem-se
que 7 C Seque (X,T) é conexo, mas (X,S) é desconexo, porque a,b € S, aUb = X,
anNb={(,poréma #Deb#0.
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Exemplo. Tendo o conjunto X = {a,b}, a topologia trivial 7 e a topologia de Sierpiriski
S ={0,{a}, X}, tem-se que (X, T) é conexo e (X,S) também &, porque os dnicos A, B € S
que cumprem ANB=0e X = AUBsio e X.

Tendo em vista os ultimos dois exemplos, investiga-se, a partir desses exemplos, a exis-

téncia de uma topologia maxima que preserve a conexidade.

Exemplo. Para ilustrar, consideremos o conjunto X = {a, b}. As possiveis topologias sobre X

sao:

Ti ={2,X} (trivial),

T, = {2, {a}, X},

Ts = {2, {b}, X},

T, ={2,{a}, {b}, X} (discreta).

A colecdo das topologias que preservam a conexidade é:
TOp(X,p) = {7;7“1'1)’ 7;7 77)}

Sabemos que (X, 77) é conexo, pois ndo hd abertos ndo-vazios préprios. Ja (X, 7;) é
desconexo, pois X ¢é a unido disjunta dos abertos {a} e {b}. As topologias 75 e 73 sdo conhe-
cidas como topologias de Sierpinski. Ambas conferem conexidade ao espago, mas qualquer

topologia mais forte (no caso, a discreta) destroi essa propriedade.

2.3 Cadeias e estabilidade de invariantes

O estudo de cadeias em Top(X') permite visualizar a hierarquia de preservag¢do de um

invariante. Por exemplo, para o caso anterior, temos a cadeia:
T ST CTa

A conexio é preservada em 77 e 75, mas perdida em 7. Assim, a topologia de Sierpinski marca

o limite superior da conexidade dentro dessa cadeia.

De modo geral, se C é uma cadeia maximal em Top(X ), podemos definir o subconjunto
C, ={T €C| (X,T) éconexo}.

Esse subconjunto é fechado inferiormente e contém, em sua fronteira superior, as topologias
criticas. Essas observac¢des sugerem uma estrutura em camadas dentro de Top(X) em fungio

de um invariante p.

’
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3 Conclusao

Os resultados obtidos ao longo deste trabalho evidenciam que o comportamento da co-
nexidade dentro do conjunto parcialmente ordenado Top(X') apresenta uma estrutura de estabi-
lidade bem definida. Verificou-se que, quando uma topologia S confere conexidade ao espacgo
(X, S), todas as topologias mais fracas do que ela preservam tal propriedade. No entanto, o for-
talecimento da topologia pode provocar a ruptura da conexidade, o que introduz uma assimetria
fundamental no modo como o invariante se comporta sob inclusdo.

A andlise detalhada do caso X = {a, b} serviu como laboratério conceitual para com-
preender a natureza dessa ruptura. Observou-se que as topologias de Sierpinski ocupam uma
posicao critica, ou seja, topologias de Sierpiniski sdo conexas maximas, representando o limite
superior das topologias que preservam a conexidade. Esse fato fornece uma intui¢cdo geomé-
trica sobre a fronteira entre a estabilidade e a instabilidade topolégica dentro de uma cadeia
maximal. A partir dessa observacdo, é possivel interpretar as topologias criticas como pontos
de transicdo entre fases de preservacao e perda do invariante.

Do ponto de vista tedrico, o estudo dessas cadeias sugere que a estrutura de Top(X),
embora extremamente vasta, apresenta regides de regularidade organizadas segundo o compor-
tamento de invariantes. Essa perspectiva pode ser explorada em investigagdes futuras por meio
da introdu¢do de uma nog¢ao de topologia limite de preservacdo de propriedades, bem como
pela caracterizacdo de conjuntos de topologias maximais € minimais em relacdo a um invari-
ante dado.

Em termos didéticos, a constru¢do de exemplos finitos — como o caso do conjunto
de dois pontos — permite visualizar concretamente a interagdo entre estrutura de conjuntos e
comportamento topoldgico, oferecendo uma via acessivel para compreender no¢des abstratas
de ordem, inclusdo e invariancia. Esse tipo de abordagem € especialmente ttil na formacgdo
inicial em Topologia, pois traduz conceitos formais em situagdes de facil manipulagdo.

Por fim, conclui-se que o estudo das cadeias de topologias sob a 6tica de invariantes
ndo apenas enriquece a compreensao sobre o espago Top(X'), mas também abre caminhos para
o desenvolvimento de uma abordagem sistemética de andlise estrutural de propriedades topo-
l6gicas. As topologias criticas, ao demarcarem o ponto de ruptura de invariantes, constituem
um elemento central na compreensdo da dinamica interna da hierarquia das topologias e, por-
tanto, representam um objeto de interesse tanto tedrico quanto pedagdgico na Topologia con-
temporanea. Estudos futuros poderdo aplicar o mesmo raciocinio a outros invariantes, como

compacidade e separabilidade.
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PET Matemaéatica Pontal em foto oficial.

Momento de descontragcdo na atividade A¢ao nos Bairros.
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Periodo de tutoria — Profa. Tania Carvalho

O grupo prestigiando evento

Viagem do grupo a Ouro Preto.
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Periodo de tutoria — Profa. Tania Carvalho

Noite de reencontro do PET Mateméatica Pontal na casa das Massas.

e i

Homenagem de despedida da tutora, Profa. Tania Carvalho.
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XVI SEMAP - 2025
Periodo de tutoria - Prof. Marcelo Vieira

Homenagem aos 15 anos do PET Matemética Pontal
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16 de marco de 2017
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Periodo de tutoria - Prof. Marcelo Vieira

20 de margo de 2017

08 de abril de 2017
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Periodo de tutoria - Prof. Marcelo Vieira

08 de abril de 2017
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Periodo de tutoria - Prof. Marcelo Vieira

01 de agosto de 2017

22 de outubro de 2018
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Periodo de tutoria - Prof. Marcelo Vieira

06 de agosto de 2019

19 de novembro de 2020
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Periodo de tutoria - Prof. Marcelo Vieira

Mathews Silveira &

Roberta Agnes 8 Andr
' l .I
Marcelo Gongalves Oiveira Vieina - I
Y

Beatriz Akiria
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lgor Gabriel Souss & (] & Sihve 1 ) Amanda Vitora de lesas Mendes &

25 de janeiro de 2021

06 de maio de 2022

120



Periodo de tutoria - Prof. Marcelo Vieira

22 de novembro de 2022
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Periodo de tutoria - Prof. Marcelo Vieira

02 de dezembro de 2022 - 12 anos do PET Matematica Pontal
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XVI SEMAP - 2025
Periodo de tutoria - Profa. Evaneide Carneiro

Homenagem aos 15 anos do PET Matematica Pontal
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06/06/2023: Reunido Ordinaria
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Periodo de tutoria - Profa. Evaneide Carneiro

rpi

07/2023: Final das Olimpiadas Pitagoricas

20/05/2024: Recepgao dos Calouros dos cursos de Matemética
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Periodo de tutoria - Profa. Evaneide Carneiro
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21/03/2025: Reunido ordinaria e recepgdo de novos petianos
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Periodo de tutoria - Profa. Evaneide Carneiro

™ g“ !'5,

29/04/2025: Confraternizacéo e Clube do Livro

01/07/2025: Reunido ordinaria
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Periodo de tutoria - Profa. Evaneide Carneiro

22/07/2025: PET Intercambio e Clube do Livro

20/09/2025: Oficina IA na Educagéo, em parceria com o PIBID (Subprojeto Pedagogia Alfabetizacao)
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Periodo de tutoria - Profa. Evaneide Carneiro

30/11/2025: Equipe organizadora da Il MATRun

30/11/2025: Pédio feminino, categoria UFU - Il MATRun
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