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Apresentacao

E com grande satisfacao que apresentamos os anais da XV Semana de Matematica do
Pontal (XV SEMAP), realizada entre os dias 6 e 8 de novembro de 2024, pelos Cursos
de Matemadtica do Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais do Pontal (ICENP) da Uni-
versidade Federal de Uberlandia (UFU). Este evento reuniu pesquisadores, estudantes e
profissionais de diversas instituigoes, promovendo um espacgo rico para o intercambio de
ideias e o fortalecimento de redes de colaboracao.

Para um evento cientifico regional, completar 15 edi¢oes em um contexto de desin-
teresse geral e ataques a ciéncia é um desafio, que consideramos enfrentado com louvor
pela SEMAP, e isto pode ser evidenciado pela disposi¢ao do publico presente em debater
os temas apresentados. Nesta edicao, como era de se esperar, um tema se destacou ao
longo das discussoes que se seguiram as palestras e apresentagoes de trabalho: a inte-
ligéncia artificial. Desde discussoes mais técnicas sobre o surgimento e funcionamento das
IAs, até questoes mais tedricas ou até filosoficas, vimos um debate rico e esclarecedor para
os que nele tomaram parte, inclusive os ouvintes.

Ao longo de trés dias, a XV SEMAP ofereceu uma programacgao diversificada,
que incluiu sessoes de comunicagoes orais, minicursos, palestras e uma mesa redonda,
abordando temas que refletem a interdisciplinaridade e a relevancia da matemética no
mundo contemporaneo. Desde aplicagoes praticas, como a analise de dados no esporte,
investimentos e robdtica, passando por analises estatisticas e debates na area educacional,
até discussoes tedricas sobre transformacoes na matematica e os impactos da inteligéncia
artificial no ensino, o evento proporcionou um ambiente fértil para o debate e a reflexao.

Nestes anais, estao compilados os trabalhos apresentados nas sessoes de comu-
nicacoes, organizados de acordo com a programacao do evento. Cada contribuicao repre-
senta um esforco significativo de investigacao, destacando-se pela relevancia e diversidade
dos temas abordados. Desejamos que a leitura inspire curiosidade e norteie novas pesqui-
sas nos campos da Matematica e areas afins, favorecendo assim a busca por inovagoes,
que é um dos pilares que nortearam a criagao da SEMAP.

Evaneide Alves Carneiro
Universidade Federal de Uberlandia
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Aplicacao do teorema do valor médio para controle de velocidade de
veiculos em rodovias pedagiadas

Samara A. Parreira Araujo Silva Wallisom da Silva Rosa
Universidade Federal de Uberlandia Universidade Federal de Uberlandia
samara.parreira@ufu.br wallisom @ufu.br

Resumo. Neste trabalho estudaremos dois dos principais teoremas da Andlise Matemadtica: o
Teorema do Valor Médio e o Teorema de Rolle. Além de revisar os fundamentos tedricos por tras
desses teoremas, analisaremos a relacdo entre os conceitos da Fisica, como a velocidade média e
instantdnea, com o Teorema do Valor Médio (TVM), e subsequentemente, apresentaremos uma
proposta de aplicagdo deste teorema em uma situagdo do cotidiano: o controle de velocidade de
veiculos em rodovias pedagiadas. O Teorema do Valor Médio pode ser aplicado para verificar se
um condutor excedeu o limite de velocidade médxima permitida pela via, ao longo de um percurso
monitorado por pragas de pedagio, que servem como pontos fixos de medi¢do de intervalos de
tempo entre uma distancia fixa, permitindo a fiscaliza¢do da velocidade média dos veiculos ao
longo do trajeto. Esta abordagem matematica oferece uma alternativa complementar aos radares
tradicionais, contribuindo para uma fiscalizacdo mais abrangente.

Palavras-chave: Teorema do valor médio; Controle de velocidade; Velocidade Média.

Introducao

Uma das principais aplicacdes da derivada na Fisica € o conceito de velocidade instan-
tanea. Se uma particula se desloca no tempo ¢ e sua fung¢do de deslocamento € calculada por
S = S(t), entdo a derivada de S(t), em relagdo a ¢, é sua velocidade instantinea v(t) = d.S/dt.
Logo, do ponto de vista da Fisica, o Teorema do Valor Médio afirma que em uma trajetoria su-
ave (portanto, continua), qualquer objeto atinge a sua velocidade média de percurso em algum
instante de tempo. Baseando-se nesta ideia, ao analisar a velocidade média de um veiculo em
um determinado trecho, € possivel inferir com precisdo, por consequéncia do Teorema do Valor
Meédio, se o condutor ultrapassou o limite de velocidade em algum ponto 2020).

Este artigo tem como principal objetivo demonstrar a aplicac@o pratica do Teorema do
Valor Médio no controle de velocidade em rodovias pedagiadas. Para isso, busca-se explicar

o conceito do teorema e sua relevincia na anélise da velocidade média de veiculos ao longo
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da rodovia BR-365, sentido Ituiutaba-MG a Uberlandia-MG, passando pelas pracas de peddgio
nos km 704 e km 645, em um intervalo de tempo dado. Assim, com base no Teorema do
Valor Médio, essa abordagem permite identificar precisamente os veiculos que excederam a
velocidade maxima permitida no trecho analisado.

Portanto, a proposta de utilizar o Teorema do Valor Médio para monitorar a velocidade
de veiculos, oferece uma alternativa complementar aos radares tradicionais, que desempenham
um papel crucial na fiscaliza¢do do trinsito. Segundo 2021, p. 9), a utiliza¢do
de medidores de velocidades “Inibe os abusos de velocidade e contribui para a reducdo da
velocidade média, consequentemente dos acidentes, vitimas, danos materiais € contaminagdo

do meio ambiente" sendo assim uma alternativa para assegurar a seguranga nas vias.

1 O Teorema do Valor Médio

Antes de apresentar o Teorema do Valor Médio, vamos enunciar o Teorema de Rolle,

pois a partir deste, podemos demonstrar o Teorema do Valor Médio.

1.1 Teorema de Rolle

Teorema 1 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f é

derivdvel em (a,b), entdo existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.
A figura([l]ilustra o Teorema de Rolle

Figura 1: Teorema de Rolle

Flc)=0

flel A

fla) = fib) 4

<

(I SRS P ————

i
i
|
|
|
|
i

b

Fonte: https:
//notaspedrok.com.br/notas/Calculol/cap_apderiv_sec_valormedio.html

Demonstracdo. Segundo o Teorema de Weierstrass, se f : [a,b] — R é continua no conjunto

compacto X C R, entdo existem xo, 21 € X tais que f(zo) < f(z) < f(x;) paratodo z € X.

XV Semana de Matemaética do Pontal - 2024, p. 10.
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Assim, pelo Teorema de Weierstrass, f atinge seu valor minimo m e seu valor maximo M
em pontos de [a,b]. Caso m = f(a) e M = f(b), oum = f(b) e M = f(a) entdo como
f(a) = f(b), tem-se m = M e f serd constante. Dai f’(x) = 0 para qualquer = € (a, b). Caso
m # M, entdo f ndo é constante e deve existir um ponto de minimo ou de maximo em (a, b).
Supondo que ¢ € (a,b) seja um ponto de maximo ou minimo, entdo, como f é derivdvel em c,
devemos ter f'(c) = 0. O

1.2 Teorema do Valor Médio
Teorema 2 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a,b] — R continua. Se f é derivdvel em

(a,b), existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) — f(a)
/ —_—

f (C) - b —a .
A figura]ilustra o Teorema do Valor Médio

Figura 2: Teorema do Valor Médio

fib) 4

flal 7

flc) 1

Fonte: https:
//notaspedrok.com.br/notas/Calculol/cap_apderiv_sec_valormedio.html

Demonstracao. Considerando inicialmente a reta que passa pelos pontos A = (a, f(a)) e
B = (b, f(b)), temos:
f(b) — f(a)

y=fla)="————(r—a)
Essa reta é o grafico da fun¢ao h dada por:
wwy = 1O oy ), m

XV Semana de Matemética do Pontal - 2024, p. 11.
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Agora, define-se uma fun¢@o auxiliar g : [a,b] — R que é a diferenga entre as fungdes f e g

descritas anteriormente. Assim:

De (), segue que:

Além disso, g(a) = g(b), pois:

* Quandox = a

g(a) = f(a) — W(a —a) + f(a) = 0.
e Quandox =10
o) = £0) - L=y gy =0

b—a

A fungdo g também € continua em |a, b] e derivdvel em (a, b), pois ela é a diferenga entre
f e h. Por isso, g atende as hipdteses do Teorema de Rolle. Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que
g'(¢) = 0. E como ¢'(c) = f'(c) — h'(c) entdo

0= 9 - {0 =S
€ portanto
fI(C) _ f(bl)) : z:(a)

]

OBSERVACAO: O Teorema de Rolle e 0 Teorema do Valor Médio sio na verdade equivalentes.

Se assumirmos as hipéteses do Teorema de Rolle, como f(a) = f(b), temos:

f(b) = f(a)

=0.
b—a

Assim, o Teorema do Valor Médio garante que existe um ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0, o

que € exatamente o resultado do Teorema de Rolle.

2 Velocidades e o funcionamento de um radar

2.1 Velocidade Média e Velocidade Instantinea

Considere uma situag¢do na qual uma particula estd se movendo ao longo do eixo x com
uma funcdo de posicdo s = s(t), que nos dé, a cada momento, a posi¢do ocupada pela particula
ao longo do eixo x. Suponha que essa particula estd em uma determinada posi¢do s(t), num

momento inicial de tempo ¢, e que num instante ¢+, ela estd em s(¢+x). Portanto, no intervalo

XV Semana de Matemética do Pontal - 2024, p. 12.
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de tempo
At=(t+z)—t==x

ocorreu uma varia¢ao no espago dado por:
As = s(t+x) — s(t)

Assim, a velocidade média nesse intervalo é

_ As  s(t+x)—s(t)

At x

Um

Primeiramente, notamos que a velocidade média € determinada ao considerarmos dois
momentos especificos no tempo. Se quisermos calculd-la em um instante preciso, podemos uti-
lizar intervalos de tempo At cada vez menores, ou seja, fazemos x tender a 0. Assim, definimos
a velocidade instanténea v(t) através do processo de limite da velocidade média, ou seja, é a
derivada da fungdo s = s(t):

As  s(t+z)—s(t)

v(t) = lim — =

o
20 At x =)

EXEMPLO 1. No instante ¢ = 0 um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua posi¢ao

no instante ¢ é dada por s(t) = 16t — 2.

a) Determine a velocidade média do corpo no intervalo de tempo, em horas, [2, 4.
Solugdo:
CAs  s(4)—s(2)  [16x4— (4] —-[16x2—(2)°] 48-28 20

= — = = —:]_
At 4 -2 2 2 2 0

Um

Portanto, a velocidade média ¢ 10 km/h.
b) Calcule a velocidade em t = 2.
Solugdo: Para calcular a velocidade instantdnea, quando ¢ = 2, basta derivarmos a fungao

s(t) = 16t — t? e substituir o tempo dado:

s'(t) =16 — 2t
§'(2)=16—-2x2=12

Portanto, a velocidade instantdnea quando ¢ = 2 € 12 km/h.

2.2 Tipos de medidores de velocidade

Os medidores de velocidades, ou radares, sdo utilizados pelos 6rgdos de transito para
monitorar e conter a velocidade de circulagdo dos veiculos, visando garantir a seguranca nas

vias, ruas e rodovias. A legislacdo que regulamenta o uso de equipamentos de medicao para a

XV Semana de Matemaética do Pontal - 2024, p. 13.
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fiscalizacao de velocidade, € a Resolu¢do do Conselho Nacional de Transito (CONTRAN) n.°

798/2020, e estabelece os diferentes tipos de radares:

Art. 3° Os medidores de velocidade s@o do tipo:

I - fixo: medidor de velocidade com registro de imagem instalado em local definido e
em carater duradouro, podendo ser especificado como:

a) controlador: medidor de velocidade destinado a fiscalizar o limite mdximo de velo-
cidade da via ou de seu ponto especifico, sinalizado por meio de placa R-19; ou

b) redutor: medidor de velocidade, obrigatoriamente dotado de display, destinado a
fiscalizar a reducdo pontual de velocidade estabelecida em relacdo a velocidade dire-
triz da via, por meio de sinalizacdo com placa R-19, em trechos criticos e de vulnera-
bilidade dos usuarios da via.

II - portatil: medidor de velocidade com registro de imagem, podendo ser instalado
em viatura caracterizada estacionada, em tripé, suporte fixo ou manual, usado osten-
sivamente como controlador em via ou em seu ponto especifico, que apresente limite
de velocidade igual ou superior a 60 km/h 2020).

Embora esses dois tipos de medidores de velocidade t€ém o mesmo objetivo, ou seja,
fiscalizar o limite maximo de velocidade regulamentado para o local, eles operam de maneiras
distintas 2023). Assim, neste trabalho, serd considerado apenas os radares fixos, por

conta de sua funcionabilidade.

2.3 Radares fixos

O medidor de velocidade do tipo fixo, ou popularmente conhecido como “pardal”, é

instalado nas vias, normalmente em postes, e tem a capacidade de registrar imagens. (Veja a
figura[3])

Figura 3: Registrador de imagens

Fonte: Autor

Este medidor de velocidade, em especifico, opera por meio de sensores eletromagnéticos
instalados no asfalto, exatamente onde os veiculos transitam. Podemos observar que préximo a
esses radares, ha duas ou trés marcas no chao, seja antes ou depois da instalacdo, e sdo nessas

marcagdes onde os sensores sdo instalados. (Veja a figura[d])
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Figura 4: Marcacdes dos sensores eletromagnéticos sob o asfalto

J

Fonte: Autor

O funcionamento deste radar utiliza conceitos da Fisica, pois quando o veiculo passa
pelos dois sensores instalados sob o asfalto, um sinal € enviado para o sistema, sendo assim
possivel calcular o tempo que o veiculo levou para cruzar a distancia, fixa e conhecida, entre um
sensor e outro 2023). Portanto, tendo posse da variagdo do espagco em um intervalo
de tempo, teremos a velocidade média do veiculo entre os sensores instalados sob o asfalto.

Assim, caso a velocidade média exceda a velocidade permitida pela via, a camera é
acionada e registra a data, hordrio, local da infracdo, a velocidade aferida e a placa do veiculo.
As fotografias sdo recebidas pelo 6rgao de transito responsavel pela via, € com base na anélise
das imagens, o operador decide se uma infracao ocorreu ou ndo. Se for constatada uma infragdo,
o operador registra os detalhes da multa, que entdo € enviada ao condutor do veiculo.

Com base no cdlculo da velocidade média, para garantir que o infrator ultrapassou a
velocidade maxima permitida, utilizamos o Teorema do Valor Médio, j4 que ele garante que em

algum instante de tempo, entre os acionamentos dos sensores, a velocidade média foi atingida.

3 Proposta de controle de velocidade usando o Teorema do Valor Médio

Uma das aplicacdes do Teorema do Valor Médio, é na cinemética, uma drea de estudo da
Fisica que se ocupa em estudar o movimento dos corpos. Suponhamos que um carro percorreu
uma distancia de 220 km em 2 horas, e a velocidade média permitida pela via era de 100 km/h.
Ao aplicar o Teorema do Valor Médio nesse tipo de situacdo, conseguimos deduzir que em
algum momento do percurso o carro estava a uma velocidade acima do limite permitido, ou
seja, de 100km/h. Vejamos, sendo s = s(t) a fung¢@o de posicdo do movimento do carro, e
t o tempo, em horas, contado do inicio do percurso, pelo Teorema do Valor Médio, se s for
continua em |a, b] e derivdvel em (a, b), entdo existe um ¢ € (0, 2) tal que:

s(b) —s(a)  s(2) —s(0) 220—0 220

() = ~ ~ == 110km/h
=" 2-0 70 g 0k

Portanto, em algum instante ¢ entre o inicio do percurso e até 2h depois, o carro atingiu

uma velocidade média de 110 km/h, que neste caso, € igual a velocidade instantdnea do auto-

XV Semana de Matemaética do Pontal - 2024, p. 15.



Aplicacdo do teorema do valor médio para controle de velocidade

movel, ultrapassando o limite permitido pela via. Podemos concluir esse resultado pois como a
velocidade instantinea é a derivada da fung¢do s = s(t), em um ponto ¢ € (0, 2), pelo Teorema
do Valor Médio, essa variagcdo instantanea € igual a variagdo média da fun¢@o nesse mesmo
intervalo.

Um resultado util desse teorema é que ndo precisamos nos preocupar, por exemplo, com
o tempo exato em que uma particula possa ter excedido o limite de velocidade média permido
pela via. Apenas tendo posse da distincia percorrida, o Teorema do Valor Médio nos garante que
em algum instante do tempo gasto para realizar o percurso, as velocidades média e instantanea
possam ter ultrapassado, ou ndo, a velocidade regulamentada pelas leis de transito em uma via.

A proposta deste trabalho € aplicar o Teorema do Valor Médio no controle de velocidade
em rodovias. Para isso ocorrer, vamos utilizar os servicos de pracas de pedagios, cuja distancia
entre elas é conhecida, como pontos de medi¢do de tempo em que um veiculo leva para percorrer
o trecho entre ambos. A fiscalizacdo do tempo gasto pelo motorista no percurso € disposta
quando o condutor realiza o pagamento do peddgio e recebe um comprovante com o horério de
passagem. Assim, a partir do TVM, € possivel determinar se o veiculo ultrapassou a velocidade
média permitida pela via em algum instante.

Diante disso, como um exemplo prético, vamos considerar os dois peddgios, que estdao
no percurso de um condutor que inicia sua viagem em ltuiutaba-MG, e tem como destino final
Uberlandia-MG. Suponha que o veiculo passou pela primeira Praca de Pedédgio, no km 704, as
15:05 horas, e pela tltima Praca de Peddgio, no km 645, as 15:32 horas. Portanto, com posse
das informagdes de tempo gasto (0,45 horas) e do médulo do deslocamento (59 km), temos que
a velocidade média do veiculo é dada por:

_ As 59km

T AL 0,45horas ~ 131km/h

Um

Assim, supondo que a velocidade média da via permitida nesse percuso seja de 110km/h,
e que a funcdo posi¢ao do veiculo seja continua e diferencidvel no intervalo de tempo conside-

rado, o Teorema do Valor Médio afirma que existe algum instante de tempo ¢, em que:

29
"(to) = ——= ~ 131km/h
(o) =535 m/
Ou seja, como a velocidade média permitida é de 110 km/h e a velocidade média do condutor foi
de aproximadamente 131km/h, podemos concluir que o condutor excedeu a velocidade média

permitida entre os dois pedédgios, sendo assim penalizado.

4 Conclusao

Utilizar o Teorema do Valor Médio como proposta de fiscalizacdo de velocidade dos
veiculos € uma maneira de incentivar os condutores a manterem-se no limite de velocidade mé-

dia permitida pela via durante a maioria do percurso, visto que o monitoramento da velocidade
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ocorre em um espago estendido, considerando o tempo que o veiculo levou para percorré-lo.

Entretanto, ha alguns problemas referentes a essa proposta. Por exemplo: Se as hipéte-
ses do Teorema do Valor Médio ndo forem atendidas, ou seja, se a funcdo posi¢ao do veiculo
em funcdo do tempo ndo for continua nem diferencidvel, no intervalo de tempo considerado, o
teorema pode apresentar falhas. Caso o condutor realize uma parada, em algum momento do
percurso monitorado, por um tempo considerdvel, e depois continue a viagem em uma veloci-
dade acima da permitida, o teorema pode erroneamente indicar que ele ndo atingiu a velocidade
maxima, devido ao tempo em que ficou parado. Por isso, também € importante manter os rada-
res tradicionais durante o percurso, para que em pontos cruciais da via o controle de velocidade
seja novamente ativado.

Este trabalho, portanto, ndo sugere excluir os radares de controle de velocidade. Esses
dispositivos devem continuar existindo nos pontos principais da rodovia, que exigem um con-
trole imediato de velocidade. Porém, alguns motoristas tendem a reduzir a velocidade apenas
ao passar por um radar, e logo depois voltam a exceder. Assim, a combinacdo de radares e
a aplica¢do do Teorema do Valor Médio oferecem uma fiscalizacdo mais eficaz das infracdes

causadas pelo excesso de velocidade.
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Resumo. O trabalho apresenta uma andlise do fluxo de caixa descontado (FCD) para precificar
o valor justo de duas empresas de capital aberto na bolsa (AMBEV e ITAUSA) com o propdsito
de compra-las e manté-las em carteira por um longo prazo participando dos lucros como acio-
nistas. A ideia é a formacdo de carteira com empresas perenes € previsiveis nos seus lucros que
resultam renda em uma carteira de dividendos. Essas empresas apresentam tais condi¢cdes nos
seus fundamentos e por isso foram escolhidas para andlise nesse trabalho. O FCD visa determi-
nar o valor econdmico de uma empresa analisada, prevendo sua capacidade futura de geracao de
caixa e trazendo esses valores para o presente por meio de uma taxa de desconto. Esse método
permite comparar o valor apurado com o valor de mercado atual da empresa para identificar sub-
valorizacdo ou supervalorizacdo, orientando a compra e venda de a¢des. Os resultados do trabalho
indicaram que as empresas citadas estdo sendo atualmente negociadas levemente valorizadas para
uma carteira de renda e mostram o valor justo para se negociar.

Palavras-chave: Fluxo de Caixa Descontado; Valuation; AMBEYV; ITAUSA; Investimentos de
longo prazo.

1 Introducao

Através de métodos de avaliagdo corporativa, procuramos avaliar e entender empresas
para diversos fins, tais como compra e venda, fusdes e aquisi¢des; dessa forma, as decisdes
tomadas pelos investidores t€m o poder de criar e/ou destruir valor da empresa e determinar o
valor justo do negdcio e compreender as mudancas de gestdo, uma vez que as sinergias entre
elas podem criar maior ou menor valor para a empresa.

O modelo de fluxo de caixa descontado (DFC) é o modelo mais utilizado por investido-
res, gestores de ativos, empresas e analistas financeiros para precificar ativos, conduzir privati-
zacdes, aquisicOes e fusdes de empresas.

Quando o objetivo da avaliagdo for a gestdo de carteiras, 0 modelo DCF permitird aos
gestores observar se um determinado ativo estd valorizado ou subvalorizado, orientando assim
as suas intengdes de compra e venda de cada investidor. Uma vez que, existe um certo consenso
de que o preco de mercado de um ativo nao se desviard do seu valor econdmico no longo prazo,
ou seja, manterd um constante. Dessa forma, os investidores devem comprar acdes abaixo do
seu valor econdmico e vender acdes acima do seu valor econdmico.
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2 Bolsas de Valores e Empresas Analisadas

A bolsa de valores € uma plataforma de negociag@o entre empresas e investidores. Em-
presas que tenham interesse em aumentar capital buscam pessoas ou instituicdes financeiras que
querem participar do negdcio como socios, empregando assim investimentos. Esses valores au-
mentam o capital da empresa e permite o desenvolvimento e aplicacdo das ideias.

2.1 AMBEV

A AMBEV (Companhia de Bebidas das Américas) é uma das maiores empresas de be-
bidas do mundo e a maior da América Latina. Com operacdes em 18 paises, a empresa possui
um portfélio diversificado de marcas de cervejas, refrigerantes, energéticos e outros. Suas agoes
sdo negociadas na B3 sob o ticker ABEV3.

2.2 ITAUSA

A ITAUSA ¢ uma holding de investimentos com participagdes em diversos setores da
economia, sendo a principal controladora do Banco Itad. A empresa tem um histérico con-
sistente de pagamento de dividendos e baixa volatilidade em seus resultados. Suas acdes sdao
negociadas na B3 sob o ticker ITSA4.

3 Metodologia

Analisamos as empresas AMBEV e ITAUSA através do Fluxo de Caixa Descontado. A
férmula do fluxo de caixa descontado é:

" FCt FCt
-+
= (1+r) T-—g

Onde:

DCF ¢€ o valor presente do fluxo de caixa descontado

FCt € o fluxo de caixa esperado no periodo t
* r ¢ a taxa de desconto ou taxa de retorno
* n ¢ o nimero total de periodos

» g ¢ ataxa de crescimento na perpetuidade

3.1 WACC (Custo Médio Ponderado de Capital)
O WACC é€ calculado pela férmula:

E D
WACC:VXER+Vdex(1—Tc)

Onde:

* E = valor de mercado do patrimonio

¢ D = valor de mercado da divida
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V=E+D

ER = custo de capital préprio (calculado pelo CAPM)

Rd = custo da divida

Tc = taxa de imposto corporativo

3.2 CAPM (Modelo de Precificacao de Ativos Financeiros)
O CAPM ¢ calculado por:

ERi=Rf + pi(ERm — Rf)
Onde:

ERi = Retorno Esperado do Investimento

Rf = Taxa Livre de Risco

fi = Beta do investimento

ERm = Retorno Esperado do Mercado

¢ (ERm - Rf) = Prémio de Risco de Mercado

4 Resultados

4.1 Analise da AMBEV

Para a anélise do DFC da AMBEY, calculamos o fluxo de caixa contdbeis dos préximos
3 anos verificando qual seria o valor da empresa na perpetuidade. Assumimos a média dos
resultados dos 5 anos anteriores, usando como base a taxa Selic a 8,7% e considerando o retorno
de mercado de 4,12%.

Aplicando a férmula do CAPM:

ERi=38,7%+0,526(12,82% — 8,7%) = 10,87%
Calculando o WACC:

WACC = 63,9% x 10,87% + 36, 1% x 8,68% x (100 — 15)% = 9, 6%

O fluxo de caixa descontado para a AMBEYV foi calculado como:

7.489.083.342  7.638.865.008,84  7.791.642.309, 02
G101 T o012 T (1to011p
97.545.117.904, 90
(14+0,11)3
= 93.185.249.334, 05 aproximadamente

DFC =

Considerando 15.757.657.336 agdes, o valor justo por acdo é R$5,91.
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Tabela 1: Resumo do Fluxo de Caixa Descontado para ITAUSA

BOLSA AMBEV WACC 0,0960 1° Ano R$ 7.489.083.342
Tempo Média de 3 anos E/V 0,639 Valor R$ 6.832.634.704,92
presente
Fluxo de R$ 7.489.083.342 ER 10,87% | 2° Ano R$ 7.638.865.008,84
Caixa
Livre
NOPAT R$ 11.918.829.342 | Rf 8,7% Valor R$ 6.358.400.992,03
presente
EBIT R$ 17.051.258.000 | (ERm - 4,12% 3° Ano R$ 7.791.642.309,02
Rf)
IR 0,301 Bi 0,526 Valor R$ 5.917.082.490,34
presente
Depreciagdo| R$ 5.543.784.000 D/V 0,361 Perpetuidade] R$ 97.545.117.904,90
CAPEX R$ 6.004.000.000 Rd 8,68% Valor R$ 74.077.131.146,75
presente
Variagdo R$ -3.969.530.000 Taxa cres- 0,02 DFC R$ 93.185.249.334,05
Capital cimento
Taxa 0,015 Valor Ac¢éo R$ 15.757.657.336
perpet.
Prego Acéo R$ 5,91

4.2 Analise da ITAUSA

Para a ITAUSA, seguimos a mesma metodologia:

ERi=8,7%+0,677(12,82% — 8,7%) = 11,49%

WACC = 81,5% x 11,49% + 18,5% x 10,58% x (100 — 15)% = 11,02%

O fluxo de caixa descontado para a ITAUSA:

3.094.729.000 = 3.156.623.580  3.219.756.051,6
10,100 (140,102 (110,107
34.301.490.239, 14
(140,11)3
= 32.762.954.372, 56 aproximadamente

DFC =

Considerando 3.549.302.243 agdes, o valor justo por a¢ao é R$9,23.

5 Analise dos Resultados

Analisando os resultados concluimos que o valor justo das acoes da AMBEV atualmente
¢ de R$5,91 por agdo e da ITAUSA € de R$9,23 por agdao. Com base na cotacdo de fechamento
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Tabela 2: Resumo do Fluxo de Caixa Descontado para ITAUSA

BOLSA ITAUSA WACC 0,1102 1° Ano R$ 3.094.729.000
Tempo Média de 3 anos E/V 0,815 Valor R$ 2.787.355.200,34
presente
Fluxo de R$ 3.094.729.000 ER 11,49% | 2° Ano R$ 3.156.623.580
Caixa
Livre
NOPAT R$ 7.864.729.000 Rf 8,7% Valor R$ 2.560.720.500,28
presente
EBIT R$ 12.385.400.000 | (ERm - 4,12% 3° Ano R$ 3.219.756.051,60
Rf)
IR 0,365 Bi 0,677 Valor R$ 2.352.513.048,84
presente
Depreciagao R$ 830.000.000 D/V 0,185 Perpetuidade] R$ 34.301.490.239,14
CAPEX R$ 493.000.000 Rd 10,58% | Valor R$ 25.062.365.623,10
presente
Variacdo R$ -5.107.000.000 Taxa cres- 0,02 DFC R$ 32.762.954.372,56
Capital cimento
Taxa 0,015 Valor A¢éo R$ 3.549.302.243
perpet.
Preco A¢do R$ 9,23

de 08 de setembro de 2024, as a¢cdes da AMBEV (ABEV3) eram negociadas a R$12,99 e da
ITAUSA (ITSA4) eram negociadas a R$11,18.

Portanto, os resultados indicam que para o investidor que visa obter renda comprando
as acOes e mantendo-as na carteira por um longo prazo, deve-se considerar que esse pode ndo
ser o melhor momento para comprar essas empresas, uma vez que a margem de seguranca
¢ negativa, o que impacta um retorno de capital muito baixo. Embora a AMBEV e ITAUSA
sejam ambas 6timas empresas para investir e que ndo serao descartadas pelo investidor de longo
prazo, o presente estudo indica que o mesmo aguarde uma provavel oscilacdo do mercado para
que compre as empresas.

6 Conclusao

O DCF (Fluxo de Caixa Descontado) € uma teoria amplamente utilizada para se preci-
ficar o valor justo de empresas. A proposta € verificar o fluxo de caixa de um dltimo periodo
do passado, fazer uma projecao desse fluxo de caixa para o futuro e trazer esses valores a valor
presente para tomada de decisdo para compra ou venda da empresa.

O valor justo resultante de uma andlise com DFC depende fortemente das premissas
a serem consideradas no estudo. Portanto, deve-se considerar isso, pois dependendo dessas
premissas escolhidas pode-se chegar em valor justo variados. As premissas aqui adotadas foram
para um crescimento conservador para as empresas estudadas e assumindo que a compra seria
por um investidor a longo prazo e que assume consideravelmente a participa¢do nos lucros como
renda de carteira.

O presente trabalho avaliou o DFC para duas empresas listadas na bolsa de valores brasi-
leira: AMBEV (ABEV3) e ITAUSA (ITSA4) perfazendo como uma estratégia para o investidor
pela bolsa em comprar as a¢cdes num preco justo. Os resultados indicaram que tanto a AMBEV
quanto a ITAUSA, na cotacdo de quando a analise foi realizada, estdo sendo negociadas acima
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do seu valor justo. Porém, situacdes como esta permitem o investidor a tomar a decisao de com-
prar no momento oportuno, quando a variagdo do preco de mercado permitir a entrada. Com
1ss0, a rentabilidade da carteira do investidor sera beneficiada.

O FDC ¢ excelente metodologia para avaliar o preco justo da empresa. Esse método
assume a andlise dos fundamentos financeiros da empresa: lucros, dividas, valor tangivel, in-
tangivel, etc. Pode ser utilizado complementando os estudos por outros métodos de andlise para
que o investidor de longo prazo tome a decisdo de comprar ou vender suas a¢des na bolsa de
valores.
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Resumo. A corrida de rua tem ganhado popularidade, principalmente devido aos seus beneficios
fisicos e psicolégicos. Com o aumento no nimero de participantes, compreender as varidveis que
impactam o tempo dos corredores torna-se fundamental para otimizar treinamentos e promover
praticas sauddveis. Este estudo teve como objetivo analisar os fatores que influenciam o desem-
penho de corredores de cinco quilometros, utilizando a técnica de regressdo linear multipla. As
varidveis estudadas incluiram o tempo de pratica, volume de treino semanal, idade, género, fre-
quéncia semanal de corrida, além da presenca de acompanhamento de treinador e nutricionista. Os
resultados indicaram que o género masculino tende a obter tempos melhores que o feminino, en-
quanto a idade mais avangada estd associada a tempos mais altos. J4 o volume de treino e o tempo
de prética estdo relacionados a melhores desempenhos. Este estudo contribui para o entendimento
de como diferentes fatores, tanto bioldgicos quanto comportamentais, afetam o desempenho de
corredores de rua, proporcionando insights valiosos para a elaboragdo de treinos mais eficazes.

Palavras-chave: atividade fisica; tempo de corrida; estudo multifatorial.

1 Introducao

A pratica regular de atividade fisica é reconhecida como essencial para a manutencao de
uma boa satde. Embora grande parte da populacdo ainda ndo adote um estilo de vida sauddvel,
muitas pessoas acabam sentindo a necessidade de incorporar exercicios fisicos em sua rotina,
seja por orientacdo médica, preocupagdes estéticas ou pelo desejo pessoal de cultivar habitos
mais sauddveis. Nesse contexto, a corrida se destaca como uma atividade de f4cil execugdo, pro-
porcionando beneficios integrais ao individuo, atendendo tanto as necessidades fisicas quanto
mentais. A pratica regular de atividade fisica, especialmente a corrida de rua, influencia dire-
tamente o bem-estar geral do individuo, ajudando a reduzir a pressdo arterial e a melhorar as

funcdes cardiacas e respiratdrias (Almeida; Penoni, 2020). Por apresentar tantos beneficios, a
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corrida de rua tem atraido cada vez mais participantes. Entre 2022 e 2023, a quantidade de cor-
ridas em todo o pais aumentou 20% (Fortuna, 2024). Somente em 2023, a Associa¢do Brasileira
de Corridas de Rua registrou mais de 150.000 disputas (Monitchele, 2024).

Assim, diante do expressivo aumento de praticantes de corridas de rua, compreender os
fatores que influenciam o desempenho desses corredores torna-se essencial, ndo apenas para
melhorar os resultados individuais, mas também para promover préticas sauddveis e sustentd-
veis entre os praticantes. Nesse contexto, a andlise de regressao linear multipla poderd ser muito
util ao permitir relacionar diferentes elementos ao desempenho obtido em corridas.

De acordo com Gujarati e Porter (2011), a regressao linear € o estudo da dependéncia de
uma variavel, chamada varidvel dependente, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes.
Nos estudos que envolvem mais de uma varidvel independente, a andlise denomina-se regressao
linear multipla. A regressao linear possibilita a realizacdo de estudos multifatoriais, ou seja,
permite a andlise de diversas varidveis a0 mesmo tempo.

Alguns estudos ja utilizaram andlises de regressdo linear para relacionar diferentes fa-
tores ao desempenho de corredores. Thuany et al. (2020), analisou a relacdo entre o tempo
gasto para percorrer um quildmetro e fatores bidlogicos, varidveis do treinamento e a percep¢ao
sobre o ambiente de pratica. Os resultados indicaram que os trés fatores analisados exercem
influéncia sobre a performance dos praticantes. Thuany (2022) investigou, na regiao norte do
pais, a associacdo entre o volume de treinamento de corredores de rua e fatores ambientais. O
autor identificou associagdo direta e significativa entre ambiente e volume de treinamento.

Apesar da vasta literatura sobre o assunto, um estudo multifatorial mais amplo envol-
vendo corredores de diversas regides do Brasil € de grande importancia para contribuir de forma
significativa com o tema. Dessa forma, este trabalho teve como objetivo utilizar ferramentas da
regressao linear multipla para identificar e analisar fatores relacionados ao melhor tempo obtido

por corredores, especificamente em corridas de cinco quilometros.

2 Material e Métodos

2.1 Conjunto de dados

Os dados obtidos para a realizacdo desta pesquisa foram coletados via formuldrio do
Google Forms. A captacdo de participantes foi realizada via divulga¢do do formuldrio em
diferentes redes sociais, incluindo o Facebook, Instagram e Whatsapp. Todos os participantes
foram informados sobre os objetivos da pesquisa e consentiram em responder o questiondrio de
forma andnima.

O questiondrio continha questdes que buscavam analisar os fatores relacionados ao me-
lhor tempo obtido por corredores de cinco quilometros. Coletou-se a varidvel “Melhor Tempo™
(menor tempo, em minutos, obtido em corridas de cinco quildmetros), além de outras nove
varidveis, detalhadas a seguir, que podem estar associadas a esse resultado. Ao responder as

questdes relacionadas as nove varidveis, os participantes foram alertados de que os dados for-
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necidos deveriam ser da época em que obtiveram o melhor tempo nos cinco quildometros. Tais
variaveis foram: Idade, Frequéncia (quantidade de dias nos quais praticava a corrida por se-
mana), Volume (distancia média em quildmetros que percorria por semana), Tempo de pratica
(hé quantos anos praticava corrida de rua), Treinador (se possuia acompanhamento profissional
ou ndo), Nutricionista (se possuia acompanhamento nutricional ou ndo), Esporte (se praticava
outro esporte ou nao), Fortalecimento (se fazia fortalecimento muscular ou nao).

Um total de 188 corredores de todos os estados brasileiros aceitaram participar da pes-
quisa. No entanto, alguns questiondrios foram excluidos da andlise devido a falta de respostas
em questdes obrigatdrias e/ou por apresentarem inconsisténcias nas respostas. Assim, a anélise

final foi realizada com 147 questiondrios.

2.2 Analise Descritiva

Inicialmente, realizou-se uma anélise descritiva dos dados. Para isso, procedeu-se o cél-
culo da média aritmética, desvio padrdo, coeficiente de variacdo, minimo € maximo para as
varidveis quantitativas: Idade, Frequéncia, Volume, Tempo de préitica e Melhor tempo. De-
pois, construiu-se graficos de barras para as varidveis qualitativas: Género, Treinador, Esporte,

Nutricionista e Fortalecimento.

2.3 Analise de Regressao Linear Muiltipla

Apoés a andlise descritiva, procedeu-se a andlise de regressdo linear multipla, conside-
rando a varidvel “Melhor tempo” como varidvel dependente (Y'), e como independentes as
varidveis Género (X), Idade (X53), Volume (X3), Tempo de pratica (X,), Frequéncia (X5),
Treinador (X§g), Esporte (X7), Nutricionista (Xg) e Fortalecimento (Xy).

Para realizar uma andlise de regressdao € necessdrio que todas as varidveis envolvidas
sejam quantitativas ou tornadas quantitativas. Dessa forma, para possibilitar a inclusido das
variaveis qualitativas no ajuste do modelo de regressdo realizou-se a transformacio de suas

categorias em varidveis bindrias da seguinte forma:

R 1, masculino 1, ndo praticava outro esporte
Género = Esporte =
0, feminino 0, praticava outro esporte
) 1, ndo tinha treinador S 1, ndo tinha nutricionista
Treinador = Nutricionista =
0, tinha treinador 0, tinha nutricionista
. 1, nado fazia fortalecimento muscular

Fortalecimento =

0, fazia fortalecimento muscular
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Com a transformacg@o das varidveis qualitativas em bindrias, a relacdo entre a varidvel
dependente e as varidveis independentes foi modelada pela seguinte equacao de regressao esti-

mada:

Y; = fo + Blei + [y X0 + BBXSi + B Xy + BSXBi + BeXeit
+ B?Xn + BSX&' + BQXin 1=1,2,...,147

sendo )A/l o valor estimado da varidvel dependente Y para cada ponto amostral, e Bo; Bl, Bg, 53,
34, 35, Bﬁ, 37, Bg e Bg os parametros estimados da equacao.

Para a estimagdo dos pardmetros utilizou-se o Método dos Minimos Quadrados (MMQ),
descrito em Hoffman (2016). Apds o ajuste do modelo de regressao, verificou-se a existéncia de
pontos influentes. De acordo com Montgomery e Runger (2013) é preciso analisar observacoes
distantes do resto do conjunto de dados para determinar se esses pontos influenciam de maneira
erronea o ajuste da equagdo. Essa verificacdo foi feita pelo método da Distancia de Cook,
descrito em Altman e Krzywinski (2016).

Posteriormente estimou-se os residuos (¢;) do modelo ajustado para verificar as pres-
suposi¢cOes da regressdo linear multipla. Os residuos sdo dados pela diferenca entre um valor
observado (Y;) e um valor ajustado (Y;) (Anderson; Sweeney; Willians, 2007). Os residuos da
andlise de regressdo possuem forte relacdo com a qualidade de ajuste e com a confiabilidade
dos testes estatisticos sobre os parametros ajustados, tornando-se muito importante a andlise de
residuos ap0s o ajuste de qualquer modelo (Charnet et al., 2008).

Ao estabelecer o modelo de regressao linear multipla, pressupde-se que: a varidvel de-
pendente é funcdo linear das varidveis independentes; os valores das varidveis independentes
sdo fixos; E(e;) =0, ou seja, E(e) = (6), onde (6) representa um vetor de zeros; os residuos sao
homoceddsticos, ou seja, a variancia dos erros € constante; os residuos sao nao correlacionados
entre si e os residuos tém distribui¢do normal.

Para verificar se tais pressuposi¢des foram satisfeitas utilizou-se a andlise de residuos,
por meio de testes de hipoteses. Procedeu-se os seguintes testes: teste de Kolmogorov-Smirnov,
descrito em Favero et al. (2009), para testar a hipétese de normalidade e os testes de Breusch-
Pagan-Godfrey e Durbin-Watson, descritos em Gujarati e Porter (2011) para testar, respecti-
vamente, a homocedasticidade da variancia dos residuos e a pressuposicao de residuos ndo
correlacionados.

Apoés a andlise de residuos, realizou-se o teste t de hipdteses, descrito em Anderson,
Sweeney e Williams (2007), para analisar se cada uma das varidveis independentes individuais
era significativa, determinando quais varidveis deveriam permanecer no modelo estimado. Além
disso, utilizou-se o coeficiente de determina¢do multiplo ajustado para quantificar o percentual
da variabilidade do Melhor tempo explicado pela equagdo de regressdo obtida.

Analisou-se ainda a existéncia de multicolinearidade, ou seja, a existéncia de forte cor-
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relac@o entre as varidveis independentes, o que poderia gerar problemas para a andlise. Essa
andlise foi feita por meio do Fator de Inflagdo de Variancia (FIV), conforme Gujarati e Porter
(2011).

Para testar as hipéteses de todos os testes de hipdteses citados acima, utilizou-se o valor
p, que € o menor nivel de significAncia que conduz a rejei¢ao da hipétese nula, com os dados
amostrais (Montgomery e Runger, 2013). Para os testes t, rejeitou-se as hipdteses nulas para
valor p < 0,05 e para os testes da andlise de residuos rejeitou-se as hip6teses nulas para valor
p<0,01.

Todas as andlises estatisticas foram feiras no software R (R Core Team, 2022). Para
fazer os gréficos de barras utilizou-se o pacote ggplot2 (Wickham, H. 2016). Realizou-se o
teste de Kolmogorov-Smirnov com o pacote nortest (Gross; Ligges, 2015) e Durbin-Watson e
Brescheu-Pagan com o pacote Imtest (Hothorn et al., 2022). Para fazer os graficos da distancia
de Cook utilizou-se o pacote olsrr (Hebbali, 2020).

3 Resultados e Discussao

3.1 Analise descritiva

Uma anélise inicial das varidveis quantitativas mostrou que o tempo de prética de cor-
rida de rua (Tempo de prética), na época em que obtiveram o Melhor tempo, foi a varidvel
com maior variagdo em relacdo a média, apresentando coeficiente de variagdao (CV) proximo a
113% (tabela 1). Enquanto alguns corredores ainda ndo mantinham a pratica de correr, outros
praticavam o esporte hd mais de 25 anos.

A distancia, em média, percorrida por semana (Volume) também apresentou grande va-
riacdo em relacdo a média com CV de 81,66%, seguida pela frequéncia semanal de treinos
(Frequéncia) com CV de 37,89%. Embora a frequéncia média tenha ficado entre 3 e 4 vezes
por semana, alguns corredores treinavam apenas 1 vez na semana enquanto outros treinavam
todos os dias. A idade média dos corredores (Idade) era de aproximadamente 36 anos, com CV
de 24,67%, tendo o corredor mais jovem 13 anos. O tempo nos 5 quildmetros (Melhor tempo)
apresentou o menor CV (21,12%) dentre as varidveis, indicando menor variagcao de seus valores
em torno do tempo médio de aproximadamente 24 minutos.

Analisando as varidveis qualitativas, nota-se que a maioria dos participantes da pesquisa
¢ do sexo masculino, sendo 70,1% homens e 29,9% mulheres. (figura 1A). Somente 40,8%
dos corredores possuiam treinador/assessoria voltado para a corrida de rua (figura 1B). A mai-
oria dos corredores praticavam algum outro tipo de esporte (figura 1C). Apenas 26,5% faziam
acompanhamento nutricional (figura 1D), porém 70,1% faziam fortalecimento muscular (figura
1E).
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Tabela 1: Estatisticas descritivas das varidveis quantitativas.

Estatisticas Idade Volume Tempo de pratica Frequéncia Melhor tempo
Média Aritmética 36,05 25,22 3,93 3,65 24,27
Desvio Padrao 8,89 20,59 4,47 1,38 5,13

CvV 24,67% 81,66% 113,68% 37,89% 21,12%
Minimo 13 1,5 0 1 15,55
Maximo 69 100 27 7 45

Fonte: A autora

Figura 1: Gréficos de barras das varidveis qualitativas

100

N* de corredores
N* de corredores
4 g 3

Nso Sim
Esporte

N* de corredores
@

Fonte: A autora

3.2 Analise de Regressao Linear Multipla

ApOs ajustar o modelo de regressao linear, calculou-se a Distancia de Cook verificando-
se a presenca de apenas 7 observacgdes influentes. Inicialmente, estes pontos foram investigados,
analisando-se o comportamento do modelo com a retirada deles. Apenas uma dessas observa-
¢Oes apresentava comportamento muito distante das demais, alterando a modelagem e a anélise
de residuos. Dessa forma, optou-se por retirar essa observacao da andlise.

Ap6s a retirada do ponto influente, estimou-se novamente os parametros do modelo,
sendo que as varidveis Treinador, Esporte, Nutricionista e Fortalecimento nao foram estatisti-
camente significativas. Portanto, ajustou-se o modelo apenas com as varidveis independentes
Género, Idade, Volume e Tempo de pratica, que apresentaram relacao significativa com o Me-
lhor tempo, ao nivel de significAncia de 5% (tabela 2).

O modelo de regressao ajustado é dado pela seguinte equagao:

Melhor Tempo = 25,284 — 3,326 x Género — 0,091 x Volume + 0,116 x Idade — 0,171x
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Tabela 2: Estimativas de minimos quadrados

Coeficientes Estimativa Erro padrao Valor p
Intercepto 25,28455 1,45637 < 0,00000
Género -3,32568 0,71285 < 0,00000
Volume -0,09097 0,01590 < 0,00000
Idade 0,11611 0,03671 0,00191

Tempo de pratica  -0,17095 0,07363 0,02168

Fonte: A autora

Tempo de pratica

Analisando, os parametros estimados, se compararmos um corredor do sexo masculino
com outro do sexo feminino, que tenham o mesmo volume de corrida, a mesma idade e 0o mesmo
tempo de prética, estimou-se que os do sexo masculino gastardo em média 3,326 minutos a
menos que os do sexo feminino, para percorrer 5 quilometros. Aradjo, Torres e Macédo (2020)
mostrou que o género masculino apresenta resultados melhores na velocidade média quando
comparado ao feminino. De acordo com Thuany et al. (2020) individuos do sexo feminino,
apresentam um ritmo de corrida inferior ao masculino de aproximadamente 71 segundos. Isso se
deve, em parte, a caracteristicas fisiolégicas, que favorece o desempenho masculino (Nikolaidis
et al.,, 2020). Estudos indicam que essas diferencas podem estar associadas a fatores como
valores menores de V Oy, (quantidade maxima de oxigénio que uma pessoa consegue utilizar

durante exercicios intensos) para o sexo feminino (Joyner et al., 2017).

Comparando pessoas do mesmo género, com a mesma idade e com 0 mesmo tempo
de pratica espera-se que o aumento de 1 quilometro na distancia média percorrida por semana
acarrete uma reducdo média de aproximadamente 0,091 minutos no Melhor tempo. Diferente
da distancia e do tempo de pratica, a idade se relaciona de forma diretamente proporcional ao
tempo gasto. Considerando pessoas do mesmo género, mesmo volume de corrida e tempo de
pratica, estima-se que o acréscimo de 1 ano na idade acarrete um aumento médio de 0,116 mi-
nutos no tempo de corrida. Nikolaidis et al. (2020) observou menor velocidade média em faixas
etdrias mais velhas, para todas as distincias de corrida analisadas em seu estudo. A reducdo na
velocidade de corrida, em grupos etarios mais avancados, pode ser devida ao declinio da capa-
cidade aerdbica associado ao envelhecimento. Além disso, o declinio da fun¢do cardiovascular
e muscular, sendo que mudangas na biomecanica e maior vulnerabilidade a lesdes relacionadas
a corrida sao fatores relatados como contribuintes para essa redugao na capacidade aerdbica
(Willy; Paquete, 2019).

Por fim, com o aumento de 1 ano no tempo de pratica estimou-se uma redu¢cdo média
de 0,171 minutos no Melhor tempo, comparando corredores do mesmo género, com 0 mesmo
volume de corrida e mesma idade. Thuany et al. (2020) também encontrou associagdo signifi-

cativa entre o tempo de prética e a performance de corredores.
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Ap6s o ajuste da equacdo realizou-se a andlise de residuos, ndo rejeitando-se as hipdte-
ses de que as pressuposicoes foram satisfeitas, ao nivel de significancia de 1% (tabela 3). Tais
resultados indicam boa qualidade do ajuste e confiabilidade dos testes estatisticos sobre os para-
metros ajustados. Além disso, verificou-se a auséncia de multicolinearidade substancial entre as
variaveis independentes com valores de FIV inferiores a 10 (tabela 4), conforme recomendado
por Montgomery et al. (2013).

Tabela 3: Resultados dos testes de hipdteses da andlise de residuos

Testes Valor p
Kolmogorov-Smirnov 0,013
Durbin-Watson 0,316

Breusch-Pagan-Godfrey 0,366

Fonte: A autora.

Tabela 4: Valores do Fator de Inflagdo da Variancia (FIV)

Varidveis Geénero Volume Idade  Tempo de pratica

FIV 1,1136  1,122882 1,081345 1,140726

Fonte: A autora.

Por meio do coeficiente de determinagdo ajustado (R2), obteve-se R2= 0,4206, ou seja,
42,06% da variabilidade do melhor tempo dos corredores nos cinco quildmetros pode ser ex-
plicada estatisticamente pela variabilidade nas varidveis Género, Volume, Idade e Tempo de
Pritica. Valores baixos de 1? ndo sdo incomuns na literatura, principalmente em estudos dessa
natureza. Thuanny et al. (2020) obteve um coeficiente de determina¢cdo de 39% ao relacio-
nar diferentes varidveis a performance de corredores de rua. De acordo com Moksony (1999)
um valor baixo de R? indica apenas que a varidvel dependente € afetada por diversos outros
fatores além dos selecionados para a andlise, tornando assim seu valor irrelevante visto que o
objetivo do estudo € estabelecer uma relacdo especifica. Ozili (2023) afirmou que em estudos
envolvendo o comportamento humano é comum a obtengdio de baixos valores de k2, devido

principalmente a dificuldade de captar todos os fatores que influenciam a varidvel de interesse.

3.3 Conclusao

Os resultados deste estudo indicaram que o género masculino tende a obter tempos me-
lhores que o feminino, enquanto a idade mais avancada estd associada a tempos mais altos. Ja
o volume de treino e o tempo de pratica estdo relacionados a melhores desempenhos.

A andlise de regressao linear multipla se mostrou util na andlise dos fatores relacionados

ao melhor tempo obtido por corredores de cinco quildometros. Além disso, contribuiu para o
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entendimento de como diferentes fatores, tanto bioldgicos quanto comportamentais, afetam o
desempenho de corredores de rua, proporcionando insights valiosos para a elaboragdo de treinos

mais eficazes.
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Resumo. Este trabalho faz uma abordagem do estudo de modelos de equagdes diferencias rela-
cionados aos circuitos em série. Os modelos estudados envolvem equagdes diferenciais lineares,
que descrevem o comportamento da corrente ou tensdo em circuitos elétricos de primeira e se-
gunda ordem. O presente trabalho teve como objetivo apresentar um estudo envolvendo equagdes
diferenciais lineares e suas aplicacdes no campo de circuitos elétricos, tendo como base os con-
ceitos tedricos e histdricos de circuitos em série. Concluiu-se que € possivel modelar um circuito
em série a partir das equacdes diferenciais. A aplicagcdo das equacdes diferenciais no estudo dos
circuitos elétricos, como os circuitos RLC, revela-se como um fator fundamental para o avanco
tecnoldgico, permitindo a resolugdo de problemas mais complexos.

Palavras-chave: equagdes diferenciais; circuitos em série; aplicacdes.

Introducao

As equagdes diferenciais sdo um suporte matematico para muitas dreas da ciéncia e
da engenharia. O uso de equagdes diferenciais se faz presente em diversas dreas devido a suas
aplicacdes no campo da mecanica, da elétrica, da biologia, entre outras ciéncias. Como exemplo
dessas aplicacdes podemos citar o cdlculo do fluxo de corrente elétrica em um componente, 0
decaimento radioativo, o crescimento demografico, o indice de disseminacdo de uma doenca,
reacOes quimicas, esvaziamento de um tanque, entre outros.

Apesar da grande importancia das equacdes diferenciais em diversas dreas, os livros
didaticos de equagdes diferenciais acabam enfatizando, como forma de aplicacio, problemas

relacionados a mecanica e ao crescimento populacional, e poucos exemplos sdo apresentados
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em relacdo ao estudo de circuitos elétricos. Quando isso ocorre, sdo feitas apenas comparacoes
de problemas de circuitos elétricos que envolvem equagdes diferenciais com os sistemas massa-
mola, pois as pulsagdes e a ressonancia aparecem em ambos o0s tipos de problemas (DIACU,
2004).

Vale ressaltar que o estudo de circuitos elétricos se torna fundamental no desenvolvi-
mento de projetos voltados para a drea de engenharia elétrica e, para isso, o uso das equacdes
diferenciais e de estratégias de resolug@o tornam-se ferramentas importantes para o desenvolvi-
mento de pesquisas na drea, uma vez que tais modelos sdo modelados por equacdes diferenciais
para descrever seu comportamento fisico.

Assim, o presente trabalho teve com o objetivo principal apresentar um estudo sobre
equagdes diferenciais ordindrias e suas aplicagdes no campo de circuitos elétricos, usando o
método do fator integrante, com o intuito de inserir conceitos e conteidos importantes nesta
area, afim de subsidiar conhecimento para estudantes de matemaética e engenharias, bem como
para pesquisadores que buscam maiores informagdes sobre o assunto. Além disso, busca-se
apresentar uma relagdo mais clara entre as equagdes diferenciais aplicadas a circuitos elétricos.
Dessa forma, espera-se, que com o auxilio do presente material, o leitor tenha condi¢des de
compreender o conteddo de equacdes diferenciais ordindrias de uma forma contextualizada, a

partir de aplicagOes na drea de circuitos elétricos.

1 Desenvolvimento

O estudo de equagdes diferenciais pode ser aplicado em problemas fisicos, bioldgicos,
populacionais, em problemas relacionados a processos quimicos, elétricos, mecanicos, esta-
tisticos, entre outros (OLIVEIRA, 2015). Ou seja, as equagdes diferenciais modelam estes
fendmenos, dependendo de cada problema em particular.

Os problemas apresentados neste trabalho envolvendo circuitos elétricos, sio modelados
a partir de equagdes diferenciais lineares. Portanto, nessa se¢ao serdo examinadas solucdes para

equagdes diferenciais de primeira ordem lineares.

1.1 Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem
Uma equagdo diferencial da forma

dy

m@@;+%@w=g@) (1)

€ chamada de equacdo linear.
Dividindo pelo coeficiente a;(x), obtemos uma forma mais ttil de uma equagéo linear:

dy

L+ Py = f(a). @
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Procuramos uma solugdo para (2) em um intervalo / onde as fungdes P(x) e f(x) sdo
continuas.

Para encontrar uma solucdo para (2) a estratégia adotada consiste em multiplicar a equa-
cao diferencial (2) por uma fungdo escolhida de modo que a equacao resultante seja integravel.

A fungdo é chamada de fator integrante. Desse modo, ao se multiplicar a equagao (2) por u(z),

tem-se:
dy
wla) o+ u(@)Ple)y = ple) f(z). 3)
Observe que o membro esquerdo da equagao (3), de fato, € a derivada de um produto de
~ : : ~ dlu(z).y]
duas fungdes. Considere a derivada do produto das fungdes 1i(x) e y denotada por =%, da
regra da cadeia, tem-se:
dip(z).y] _ dp(z) dy
= —. 4
T A G bm )
Igualando a parte esquerda de (3) com a parte direita de (4) tem-se:
dy _ du(z) dy
wla) 7 + u(@)Pla)y = — =y + u(z) . (5)

ubtraindo o termo u(x)-= da equacgao € dividindo por y , obse€rva-s€ que vale a
Subtraind @ g do (5) e dividind b 1

igualdade

p(z)p(x) = : (6)

—— =px); plz)#0. )

Nota-se que o lado esquerdo da equagdo (7) pode ser escrito como a derivada de [n(u(x))

e assim, a partir de (7), tem-se

Antu) ) o

Integrando em relacdo a =, ambos os lados da equacdo (8)

() = / (). ©)

Por fim, utilizando as propriedades de logaritmo e exponencial, se obtém o fator de integracao

p(z) -

p(x) = el P@1dw (10)

com f(x) # 0 para todo  em um intervalo / e continua.

XV Semana de Matemaética do Pontal - 2024, p. 37.



Equagdes diferenciais aplicadas em circuitos em série

Para se determinar a solugdo geral a equagdo diferencial (2), deve-se substituir o fator

integrante y(z) definido em (10) em (3), e resolvendo obtém-se a solug@o:

_ ) f )

11
() (

Y

1.2 Circuitos Elétricos

Esta sessdo € destinada aos conceitos bésicos sobre a teoria de circuitos elétricos ne-
cessdrios para entendimento das aplicacdes realizadas posteriormente. Serdo apresentados a
definicdo dos circuitos, as leis necessarias para a andlise de circuitos elétricos e a expressao
matematica que descreve o comportamento de um circuito elétrico.

Um circuito elétrico € descrito como um caminho fechado no qual os elementos elé-
tricos do circuito estdo ligados por um meio condutor. Uma corrente elétrica passa por esses
componentes causando a diferenca de potencial em cada componente (SADIKU et al, 2014).
Os elementos que compdem o circuito determinam sua classificacdo. Neste trabalho se utilizara
apenas circuitos do tipo RLC.

Resistor: Esse dispositivo elétrico pode ser usado com duas finalidades, a de transformar
energia elétrica em energia térmica por meio do efeito joule e a de limitar a corrente elétrica em
um circuito, oferecendo uma oposicdo a passagem de corrente elétrica através de seu material.
A essa oposi¢do déd-se o nome de resisténcia elétrica ou impedancia e possui como unidade o
Ohm?.

Capacitor: E um componente que armazena a carga elétrica, podendo assim, assumir o
papel de fonte do circuito, descarregando toda a carga acumulada nos demais componentes do
circuito.

Indutor: Um indutor € um dispositivo elétrico que armazena energia elétrica. Quando
a corrente elétrica passa por cada espira, o indutor armazena a energia produzindo um campo
magnético. E como um filtro para o circuito. Os circuitos sdo classificados também de acordo
com a disposi¢do dos componentes, ou seja, do modo em que o circuito elétrico € montado. A
ligacdo entre elementos do circuito pode ser realizada em dois arranjos, sendo eles em série ou
paralelo.

Na Figura 1 tem-se a representagdo de um circuito em série composto por um resistor
(R), um indutor (L) e um capacitor (C).

O circuito em série apresenta trés caracteristicas importantes:

1. Fornece apenas um caminho para a circulacdo da corrente elétrica.
2. A intensidade da corrente é a mesma ao longo de todo o circuito em série.
3. O funcionamento de qualquer um dos dispositivos depende do funcionamento dos dispositi-
vos restantes.

Existem algumas leis da Fisica que sdo fundamentais para a andlise de circuitos elétricos.
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Figura 1: Circuito RLC em série.

R L
AN N11g

v(t)<_> i(t)g g——
L

+

Fonte: https://www.maxwell.vrac.puc-rio.br/24941/img/23945.PNG

Dentre elas destaca-se a Lei de Ohm e as Leis de Kirchhoff.

Lei de Ohm: A lei de Ohm afirma que para uma determinada classe de materiais condu-
tores, mantidos a mesma temperatura, tem-se que a razao entre a tensao (V) e a corrente elétrica
(I), em dois pontos distintos do condutor, serd dada por uma constante definida como resisténcia
elétrica (R).

v

R = T (12)

1° Lei de Kirchhoff: Essa lei é conhecida também como a lei das correntes ou lei dos
noés e afirma que em um né (ponto de juncdo ou encontro entre diferentes caminhos possiveis
para a corrente elétrica em um circuito), a soma das correntes elétricas que entram € igual a
soma das correntes que saem, ou seja, um nd nao acumula carga. Isto € devido ao Principio
da Conservacgao da Carga Elétrica, o qual estabelece que num ponto qualquer a quantidade de

carga elétrica que chega deve ser exatamente igual a quantidade que sai.

2° Lei de Kirchhoff: Esta lei é conhecida como a lei das tensdes ou lei das malhas e
afirma que a soma algébrica da D.D.P (Diferenca de Potencial Elétrico) em um percurso fechado
€ nula, ou seja, a soma da voltagem da fonte £/ com a voltagem do indutor (L) e do resistor ([?)
devem resultar em zero. Essa mesma citacdo, de acordo com o (ZILL, 2001 ), a soma da queda
de tensdo no indutor (L(di/dt)) e a queda de tensdo no resistor (i R) é igual a voltagem (E(t))
no circuito, ou seja, em termos matematicos temos a seguinte equacgao diferencial ordinaria em
func¢do da corrente ¢ do tempo em segundos ¢:

di

Lo+ Ri=E(t) (13)

A queda de potencial em um capacitor com capacitincia C' € dada por % em que q €

a carga no capacitor. Entdo, para o circuto em série, mostrado na Fig (1) , a segunda lei de
Kirchhoff nos da:
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1

Ri+—=q=FE( 14

i+ (t) (14)

Mas a corrente ¢ e a carga ¢ estdo relacionadas por i = %, logo, torna-se a equacao

diferencial linear

dg 1

R—+ —q=FE(t 15

o T a1=EQ) (15)

2 Aplicacao

Uma bateria de 12 volts é conectada a um circuito em série no qual a indutancia é %
henry e a resisténcia 10 Ohm. Determine a corrente 7 se a corrente inicial € zero.
De (12), vemos que devemos resolver:
1di
—— 4+ 100 =12 16
2dt (16)

sujeitaa i(0) = 0. Primeiro, multiplicamos a equacdo diferencial por 2, e tiramos o fator
de integra¢do ¢***. Obtemos entdio
i[e”%] = 24> (17)
dt

Aplicando integracdo em ambos os lados da equagdo (17), tem-se:

24

20t ; 20t

e = —e""" +c¢
20
Portanto,
.6 —20t
1= -+ ce .
5

Agora, i(0) = 0 implica ¢ = —£. Logo,

3 Conclusao

A aplicacdo das equacdes diferenciais no estudo dos circuitos elétricos, como os circui-
tos RLC, revela-se como um fator fundamental para o avango tecnolégico, permitindo a resolu-
¢do de problemas mais complexos, como determinagdo precisa da corrente e dos tempos ideais
em diversas condi¢des operacionais do circuito. Tais equacdes modelam o comportamento
dinamico dos circuitos, ajudando a prever as respostas do sistema em diferentes entradas, faci-
litando o processo de desenvolvimento de novos sistemas e componentes eletronicos, de maior

eficiéncia e confiabilidade.
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Resumo. Neste trabalho, abordamos a anélise de fun¢des continuas em intervalos fechados e o
Teorema do Valor Intermedidrio (TVI), um pilar da Andlise Matemadtica. O TVI, que surgiu no
inicio do século XX, afirma que para uma fung@o continua f em um intervalo fechado [a, b], e
para qualquer valor N entre f(a) e f(b), existe um ponto ¢ em (a,b) tal que f(c) = N. Esse
teorema € essencial para garantir que uma fungdo continua atinge todos os valores intermediarios
entre seus extremos, evidenciando a importancia da continuidade. Além de sua relevancia tedrica,
o teorema tem aplicacdes significativas na determinagdo da existéncia de raizes e na andlise de
comportamentos intermedidrios de fungdes. A compreensdo e aplicacdo do Teorema do Valor
Intermediario sdo essenciais para a construcao de uma base sélida em Andlise Matematica, e suas
implicac¢des vao além da teoria pura, impactando a prética em vdrias disciplinas que dependem
da anélise continua de fungdes. Exploramos como o teorema facilita a compreensdo de como as
funcdes se comportam ao longo de intervalos e como isso impacta problemas de Otimizacdo e
Andlise Numérica. Discutimos também a conexdo entre a continuidade em intervalos fechados
e a solugdo de equagdes, ressaltando o papel crucial do TVI na Anélise Funcional e na Teoria
das Fungdes. Para discutir o tema em questdo apresentaremos diversos conceitos e resultados
preliminares, tais como as nog¢des de sequéncia e limites de sequéncias e fungdes. O trabalho sera
baseado em [Figueiredo| (1996) e |[Stewart| (2013)).

Palavras-chave: Funcdes Continuas. Intervalos Fechados. Valores Intermedidrios.

Introducao

As fungdes continuas em intervalos fechados sdo um dos conceitos centrais na Andlise
Matematica, com implicagdes que se estendem desde fundamentos tedricos até aplicacdes pra-
ticas em vdrias disciplinas. A continuidade de uma funcdo em um intervalo fechado garante
certas propriedades que sdo essenciais para a compreensdo do comportamento das fungdes em

diversos contextos. Entre essas propriedades, destaca-se o Teorema do Valor Intermedidrio,
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um resultado crucial que formaliza a ideia intuitiva de que uma fun¢do continua nao tem salto
na imagem. Especificamente, o Teorema do Valor Intermedidrio afirma que, se uma funcdo
é continua em um intervalo fechado [a, b] e y é um valor entre f(a) e f(b), entdo existe pelo
menos um ponto ¢ € (a, b) tal que f(c) = y. Esse teorema ndo apenas consolida a compreen-
sdo sobre as fungdes continuas, mas também tem aplicagdes importantes em diversos campos,
como na solucdo de equacdes, na fisica, na economia, e em qualquer drea que envolva o es-
tudo de fendmenos continuos. O objetivo deste trabalho é explorar as propriedades das funcdes
continuas em intervalos fechados, analisar o Teorema do Valor Intermediario, incluindo sua de-
monstracdo rigorosa, e examinar uma aplica¢do. Para tanto, apresentaremos um levantamento
bibliografico sobre o tema incluindo defini¢des e resultados essenciais para a compreensao do
resultado principal do trabalho, o Teorema do Valor Intermedidrio. Tal levantamento bibliogra-
fico foi realizado através de Figueiredo (1996) e Stewart| (2013)).

1 Definicoes e Resultados Preliminares

Para compreender os conceitos que abordaremos, € crucial primeiro estabelecer uma

base sélida com alguns resultados e defini¢des preliminares.

Definicao 1. Uma sequéncia numérica (ou simplesmente sequéncia) é uma funcdo s : N — R,
ou seja, que a cada n € N corresponde um valor a,, € R. Esses a,’s sdo chamados termos da

sequéncia e ndo sdo necessariamente diferentes. Tal sequéncia é denotada por (a,).

Definicio 2. Uma sequéncia (a,,) converge para um niimero real r se, dado ¢ > 0 real, existe
um natural N tal que

n>N=la, —r| <e.

O niimero r é chamado de limite da sequéncia e a sequéncia é dita convergente nesse caso.
Usamos as notacoes: a, — r er = lima,. Uma sequéncia que ndo é convergente é dita

divergente.

Definicdo 3. Seja A = {n; < ny < ng < ---} um subconjunto infinito de N. A restricdo
s|A : A — R da sequéncia s : N — R é chamada uma subsequéncia de s. Portanto, a

subsequéncia s|A é uma sequéncia definida por:
J €N s(n;) = ay,.
Proposicao 1. Se (a,) e (b,) sdo sequéncias convergentes e a,, < b, para todo n, entdo

lima,, <limb,,.

Demonstragdo. Veja (Figueiredo, 1996, Propriedade 6). [l
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Teorema 1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada (a,,) possui uma sub-

sequéncia convergente.
Demonstragdo. Veja (Figueiredo, 1996, Teorema 1.5). U

Consideremos uma fungdo real f : A — R definida em um subconjunto A dos nimeros

reais.

Definicdo 4. Seja c um niimero real tal que, para algum d > c, o intervalo aberto (c,d) esteja
contido em A. A fungdo f : A — R tem limite a direita no ponto c se existir um real r tal que,
para qualquer sequéncia (x,,) contida em A, com x,, > c e x, — ¢, tenhamos que a sequéncia
(f(xy,)) converge para r, isto é, lim f(x,) = r. Tal niimero r é chamado limite a direita de f

no ponto ¢, o qual é denotado por f(ct) oulim, .+ f(x).
A funcdo ndo precisa estar definida no ponto ¢ para o limite a direita existir.

Definicio 5. Seja ¢ € R tal que, para algum ¢ < ¢, o intervalo aberto (¢, c) esteja contido
em A. A funcdo f : A — R tem limite a esquerda no ponto c se existir um real s tal que,
para qualquer sequéncia (x,,) contida em A, com x,, < c e x, — ¢, tenhamos lim f(z,) = s.

Tal niimero s é chamado limite a esquerda de f no ponto c, o qual é denotado por f(c™) ou

lim, ,.- f(x).

Definicdo 6. Seja ¢ € R tal que existam intervalos abertos (¢, c) e (c,d) contidos em A. A
funcdo f : A — R tem limite no ponto c se existem os limites a direita f(c+) e a esquerda

f(c—), e f(c+) = f(c—). Esse valor comum é chamado limite de f em c e é denotado por
lim, . f(x).

Teorema 2. Seja f : A — R uma fungdo real, e suponhamos que c seja tal que existam
intervalos (c, c) e (¢, d) contidos em A. Entdo, [ tem limite no ponto c se, e somente se, existir
um niimero real r, tal que f(x,) — r, para qualquer sequéncia (x,,), contida em (¢, c) U (¢, d)

e convergente para c.

Demonstragdo. Veja (Figueiredo, 1996, Teorema 2.4). [l

2 Funcgoes continuas

A seguir, apresentamos a defini¢cdo formal de uma funcao continua.

Definicao 7. Seja I um intervalo. Uma funcdo real f : I — R é dita continua em um ponto c

no interior de I se

lim f(2) = f(c).

Tr—C

Se o intervalo contém a extremidade a, entdo a funcdo f : I — R é continua em a se

lim _f(z) = f(a).

z—at
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Se o intervalo contém a extremidade b, entdo a fungdo f : I — R é continua em b se

lim f(z) = f(0).

r—b—

Exemplo 1. A seguir, vamos explorar alguns exemplos.
a) Para a funcdo f(x) =k com x € R, temos que

lim f(z) = k= f(c),Ve € R,

Tr—C

ou seja, [ é continua em todo ¢ € R.

1 0,1
b) Paraf(x):{ v+l sexe(0.1) temos:

0, sex =0,
lim /() = 14 /(0),
z—07t
ou seja, f ndo é continua em x = Q.

c¢) Para f(x) = x?, temos lim,_,, f(x) = 4 = f(2). Dai, f é continua em v = 2.

d) Para f(x) = L, ndo se pode falar em continuidade em x = 0 pois f ndo estd definida em

Tz

x = 0.
Vamos analisar o teorema a seguir.

Teorema 3. Uma fungdo f : I — R é continua em um ponto c € I se, e somente se, para toda

sequéncia (x,) em I, tivermos que
r, = c= f(x,) = f(c).

Demonstragdo. (=) Suponhamos que f seja continua em c. Entdo lim, . f(x) = f(c). Seja
(x,) uma sequéncia convergente para c. Se existe no € N tal que x,, € I — {c} paran > ny,
entdo f(x,) — f(c), pelo Teorema 2. Se ndo existir tal ng, entdo (x,) é formada de duas

subsequéncias (,,;) € (7,,;) tais que
Ty, =C € Ty, € I —{c} paratodo j.
Claramente, f(x,,) — f(c), pois f(xn,) = f(c). E pelo Teorema 2, f(z,,;) — f(c). Logo,

f(@n) = f(c).

(<) Suponha que para qualquer sequéncia (x,,) C I tenhamos

Ty — = f(x,) = f(o).
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Em particular, para toda sequéncia (x,,) C I—{c} convergindo para c, temos que f(z,) — f(c).

Logo, pelo Teorema 2, lim,_,. f(x) = f(c). Isso mostra que f é continua em c. O

3 Funcgoes continuas em intervalos fechados

Comecaremos com as defini¢des de funcdo limitada superiormente e inferiormente.

Definicao 8. Uma funcdo f : A — R definida em um subconjunto A dos reais é limitada

superiormente se existir um niimero real M tal que
f(z) < M paratodo x € A.

Em outras palavras, f é limitada superiormente, se f(A) tem cota superior. Nesse caso, M é
uma cota superior de f(A) e, pelo Postulado de Dedekind, f(A) tem um supremo. Definimos o

supremo da fungdo f (denotado por sup f) como o supremo de f(A).

Definicao 9. Uma funcdo f : A — R ¢ limitada inferiormente se existir um niimero real N tal
que
f(x) > N paratodo = € A.

O infimo da fungdo f (denotado por inf f) é o infimo de f(A).

Exemplo 2. Vejamos alguns exemplos a seguir:
— 1, ; ; ;
1) f(xz) = + ndo tem supremo nem infimo. Nesse caso, é comum dizer que o supremo de f

é +00 e que o infimo de [ é —oc.
2) Para

Y

0 sex =10

f(x):{ r+1 sexe(0,1)

temos inf f =0esup f = 2.

3) Para f(x) = +/z, temos que sup f = +oo e inf f = 0.

4) Para f(x) = sen (1), temos que inf f = —lesup f = 1.

Vejamos agora a defini¢do de fung¢do limitada.

Definicao 10. Uma funcdo f : A — R definida em um conjunto A C R ¢ limitada se for

limitada superiormente e inferiormente.

As funcdes dos Exemplos 2.2 e 2.4 sdo limitadas. E claro que uma funcio f € limitada
se, e sO se, existir X' > 0 tal que |f(z)| < K paratodo x € A. Dada uma fungdo limitada
superiormente, pode existir ou ndo um ponto xy € A tal que f(x¢) = sup f. Para a fungdo do

Exemplo 2.2 ndo existe um tal ponto z(, enquanto para a funcdo do Exemplo 2.4 existe.
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Definicao 11. Dizemos que a funcdo f assume mdximo em A, quando existir um tal x,, e o
niimero sup f serd chamado de mdximo de f. De forma andloga, quando existir xo € A tal que
f(zo) = inf A, entdo o inf f serd chamado de minimo de f e diremos que a funcdo [ assume

minimo em A.
Vejamos o resultado a seguir.
Lema 1. Seja f : [a,b] — R continua em um intervalo fechado [a,b]. Entdo f é limitada.

Demonstracdo. Vamos mostrar que f € limitada superiormente. De modo andlogo, podemos
mostrar que f € limitada inferiormente. Suponhamos por contradi¢do que f nio seja limitada
superiormente. Assim, dado n € N, existe z,, € [a,b] tal que f(x,) > n. Pelo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, (z,,) possui uma subsequéncia (z,,,;) convergente. Seja r = limz,,, o
qual pertence ao intervalo [a, b]. Pela continuidade de f, segue que f(z,,) — f(r). Logo, dado

e = 1, existe um n;, € N tal que para n; > n;, temos

|f () = f(r)] < 1.

Dai,
ny < f(an;) <1+ f(r),

o que € absurdo. Portanto, o lema fica provado. U

Teorema 4. Seja f : [a,b] — R uma fungdo real continua no intervalo fechado [a,b]. Entdo f

assume mdximo e minimo em |a, b.

Demonstracdo. Seja M = sup f, o qual existe pelo Lema 1. Dado n € N, existe z,, € [a, ] tal
que M — = < f(x,),isto é, M — f(z,) < <. Construimos desse modo uma sequéncia (z,).
Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (x,,) possui uma subsequéncia (z,,) convergente para
um r € [a, b]. Pela continuidade de f, temos que f(z,,) — f(r), segundo o Teorema 3. Como
M — f(xn,) < % temos que

M — f(r) <0,

pela Proposi¢do 1. Assim, M < f(r) com r € [a,b]. Jd que M = sup f, temos M =
f(r), como queriamos demonstrar. De modo andlogo, conseguimos demonstrar que f assume

minimo. ]

4 Teorema do Valor Intermediario
Para demonstrar o TVI, precisaremos primeiro estabelecer dois lemas.

Lema 2. Seja f : I — R uma fungdo continua. Suponha que, para um ponto xy € I, tenhamos

f(xg) < c. Entdo, existe € > 0 tal que f(x) < ¢, para todo © € I tal que |x — xo| < e.
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Demonstracdo. Suponha por contradi¢do que, para todo n € N, existe x,, € I tal que f(x,) > ¢
e |z, — x| < L. Observe que a sequéncia (x,,) converge para z. Pela continuidade de f, temos

que f(z,) — f(xo), segundo o Teorema 3. Dai, f(x¢) > ¢, o que é um absurdo. O

Lema 3. Seja [ : [ — R continua. Suponha que, para um ponto xq € I, tenhamos f(xq) > d.
Entdo, existe ¢ > 0 tal que f(x) > d, para todo x € I tal que |x — zy| < €.

Demonstrag¢do. Aplique o lema anterior a fungéo g(x) = — f(z). O
Agora, a partir desses dois lemas, conseguimos provar o préximo resultado.

Teorema 5 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R uma func¢do continua no

intervalo fechado |a,b. Entdo f assume todos os valores entre f(a) e f(b).

Demonstracdo. Suponhamos sem perda de generalidade que f(a) < f(b). Sejac € (f(a), f(b)).

Queremos provar que existe zo € [a, b] tal que f(z() = c. Seja
A={x€la,b]: f(z) <c}.

O conjunto A € ndo vazio (pois o € A) e b € uma cota superior de A. Logo, A possui um
supremo. Seja ©' = sup A. Claramente 2’ < b. Vamos mostrar que =’ < b. De fato, como
f(b) > ¢, existe ¢ > 0 tal que f(z) > ¢, paratodo z € [b— ¢,b]. Assim, os valores de
[b — €, b] também sdo cotas superiores de A. Logo, b ndo pode ser supremo de A, ou seja,
x’ < b. Provemos agora que f(z’) = ¢. Suponhamos que f(z') < c. Pelo Lema 2, existe € > 0
tal que f(z) < cparatodo z € [z/ — €,2' + €], 0 que contradiz o fato de 2’ ser sup A. Outra
possibilidade seria f(z') > c. Entdo, pelo segundo lema, terfamos um ¢ > 0 tal que f(x) > ¢
paratodo x € [x' — ¢, 2’ 4 £]. Dai, 2’ — ¢ seria uma cota superior para A, o que contradiz o fato

de 2’ ser o sup A. Portanto, f(z') = ¢, 0 que prova o teorema. O

Vejamos um exemplo (Stewart, 2013} Secdo 2.5, Exemplo 10) utilizando o Teorema do

Valor Intermediéario.

Exemplo 3. Mostremos que existe uma raiz da equacdo
42° —62° +3r —2=0

entre 1 e 2. Seja f(x) = 42 — 62% + 3w — 2. Estamos procurando por uma solu¢do da equagao
dada, isto é, um niimero c entre 1 e 2 tal que f(c) = 0. Portanto, tomamos a = 1 e b = 2 no

Teorema do Valor Intermedidrio. Temos:

f)=4-6+3-2=-1<0

f(2)=32-24+6-2=12>0.
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Logo, f(1) < 0 < f(2), isto é, 0 é um niimero entre f(1) e f(2). Como f é continua, por ser
um polinomio, o Teorema do Valor Intermedidrio afirma que existe um niimero c entre 1 e 2 tal
que f(c) = 0. Em outras palavras, a equagdo 4x® — 62 + 3z — 2 = 0 tem pelo menos uma
raiz ¢ no intervalo (1, 2).

De fato, podemos localizar mais precisamente a raiz usando novamente o Teorema do

Valor Intermedidrio. Uma vez que
f(1,2) = —0,128 < 0e f(1,3) = 0,548 > 0
uma raiz deve estar entre 1,2 e 1,3. Uma calculadora fornece, por meio de tentativa e erro,
f(1,22) = —0,007008 < 0 e f(1,23) = 0,056068 > 0
assim, uma raiz estd no intervalo (1,22;1,23).
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Resumo. Este trabalho, originado do Programa de Iniciagao Cientifica — Junior (PIBIC — JR), de-
senvolvido pela Universidade Federal de Uberlandia (UFU), e apoiado pela Fundagdo de Amparo
a Pesquisa do Estado de Minas Gerais (FAPEMIG), tem como objetivo utilizar jogos didaticos
com foco na busca por uma melhora no ensino de Ciéncias e Matemdtica. A pesquisa investiga de
que maneira essas ferramentas educacionais podem aprimorar a formag@o dos professores, apoi-
ando o crescimento das habilidades cognitivas, sociais € emocionais, que sdo fundamentais para
um ensino de qualidade. Os jogos sdo apresentados como ferramentas valiosas que, se bem es-
colhidas e aplicadas, podem introduzir e aprofundar contetdos, além de ajudar na resolugdo de
problemas, permitindo que os alunos usem estratégias para superar desafios. O estudo destaca a
importancia do papel do professor como mediador, evitando que os jogos se tornem uma pratica
secunddria, e assegurando sua eficdcia no aprendizado; além disso, destaca o papel dos Laboraté-
rios de Ensino como ambientes ideais para a aplicacio desses jogos, promovendo uma abordagem
de ensino mais dindmica e inovadora. A pesquisa resulta na criagdo de quatro jogos didéticos,
dois voltados para a Quimica e dois para a Matemdtica, com uma inten¢do pedagdgica nas areas
de Ciéncias e Matemdtica, embasados em jogos tradicionais, tais como domind, ludo e memodria,
evidenciando a pratica dos conceitos abordados e o impacto positivo dos jogos na educagdo. E
importante acrescentar que os jogos possibilitam uma abordagem dindmica para o aprendizado,
buscando uma interatividade, experimentacdo e ludicidade; ajudam na resolu¢do de problemas,
promovendo compreensdo, pensamento critico e engajamento. Sua eficicia depende de planeja-
mento, pratica e adaptag@o de todos os atores envolvidos no processo de aprendizagem.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; Laboratério de Matematica; PIBIC.
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Introducao

Este trabalho é oriundo do Programa de Iniciacdo Cientifica — Junior (PIBIC — JR),
promovido e incentivado pela Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Minas Gerais
(FAPEMIG), e desenvolvido na Universidade Federal de Uberlandia (UFU), na Faculdade de
Educagao (FACED). Seu principal objetivo € constituir, refletir e apresentar construcdo de qua-
tro jogos didaticos para o ensino de Ciéncias e Matematica, embasados em jogos tradicionais,
tais como domind, ludo e memoria.

A utilizacdo dos jogos educacionais pode ser uma ferramenta de ensino, que, segundo

[KISHIMOTO (1994 apud MARIM, 2011)] beneficia os alunos, pois a interagdo entre 0s seus

pares desenvolve as capacidades cognitiva, afetiva e de insercdo social.

HUIZIN '/, p. apud SILVA, , P- afirma que jogo “é uma atividade

voluntdria exercida dentro de certos e determinados limites de tempo e espago, segundo regras

livremente consentidas”.

Ainda, de acordo com |Marim (2011),

Os jogos podem ser utilizados para introduzir, amadurecer contetidos e preparar o
aluno para aprofundar os itens ja trabalhados; além disso, devem ser escolhidos e
preparados com cuidado para levar o estudante a adquirir conceitos matematicos de
importancia e utilizados ndo como instrumentos recreativos na aprendizagem, mas
como facilitadores, colaborando para trabalhar os bloqueios que os alunos apresentam
em rela¢do a alguns contetidos mateméticos (Marim, 2011, p. 142).

[Xexeo (2009 apud Juul, 2009, s/p)| “considera que jogos possuem regras fixas, resultado

varidvel, resultado valorizado, consequéncias negocidveis, ligagdo do jogador com o resultado
e esforco do jogador”. Dessa forma, eles tém a flexibilidade de serem utilizados de varias

maneiras e podem proporcionar resultados e experiéncias diversas e abrangentes.

De acordo com [Lucchese e Ribeiro (2009, s/p), “os jogos podem ser classificados sobre

a perspectiva de diversos critérios”; sendo eles: Cooperatividade, Dindmica e Informacao. Os
autores também definem algumas das classificagdes dos jogos: Jogos Nao Digitais, Jogos de
Cartas, Jogos de Tabuleiro, Jogos Atléticos, Jogos Infantis e Educativos e Jogos Digitais.

Com isso, vemos que os jogos didaticos sdo bastante amplos e possuem uma grande

variedade; porém, todo jogo “é um sistema no qual os jogadores envolvem-se em um conflito

artificial, definido por regras, que determina um resultado quantificavel” (Salen; Zimmerman,|
0 p. 93)).

Compreende-se, entdo, que o jogo educativo, considerado como uma metodologia no

processo de aprendizagem, pode proporcionar um ensino de qualidade, e que, para isso, 0s pro-
fessores podem promover diferentes oportunidades no desenvolvimento do processo de ensino

e aprendizagem.

No decorrer da realizacdo dos jogos didéticos, podemos encontrar diversos desafios que
podem ser solucionados com a resolucao de problemas, permitindo que o aluno pense em estra-
tégias ou solugdes para conseguir resolver o problema apresentado Embasados nesta perspec-
tiva, a
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Resolucao de problemas se baseia na proposi¢do e enfrentamento do que chamamos
de situagcdo-problema. Isto €, ampliando o conceito de problema devemos considerar
que a resolug@o de problemas trata de situacdes que ndo possuem solugdo evidente e
que exigem que o resolvedor combine seus conhecimentos e se decida pela forma de
usd-los em busca da solugdo. A primeira caracteristica da perspectiva metodolégica
da resolucdo de problemas é considerar como problema toda situacdo que permita
alguma problematiza¢do (Smole; Diniz; Marim, 2008 apud Marim, 2011, p. 126).

A utilizacdo dos jogos na educacdo bésica para o ensino de Ciéncias e Matemdtica colabora no
processo ensino e aprendizagem. De acordo com [Murcia (2005 apud Miranda, 2019),

os jogos didaticos, podem viabilizar uma metodologia facilitadora na elaboracdo de
conceitos, no refor¢o de conteido, na sociabilidade entre os alunos, na criatividade e
no espirito de competicio e cooperagdo, tornando esse processo transparente, a0 ponto

que o dominio sobre os objetivos propostos na obra seja assegurado (Murcia, 2003, p.|
|16 apud Miranda, 2019, p. J).

No desenvolvimento de atividades envolvendo os jogos diddticos na sala de aula, o pro-
fessor deverd ser o mediador do processo de ensino e aprendizagem, incentivando o protago-

nismo do aluno e sua relagdo com os seus pares.

Segundo [Pereira e Bianco (2019, p. 40), “Um dos cuidados a serem tomados quando se

utiliza essa estratégia de ensino é que quando os jogos sao mal utilizados, existe o perigo de dar
a0 jogo um cardter puramente aleatério, tornando-se um “apéndice” em sala de aula”.
Esse método pode trazer muitos beneficios quando empregado de maneira avaliativa,

também servindo como uma introducao a um assunto e podendo ser explorado como ferramenta

de aprendizado, entre outras possibilidades. Segundo [Pereira e Bianco (2019)]

As atividades com jogos podem ser utilizadas para reforcar ou recuperar habilidades
que os alunos necessitem. Podemos dizer que as atividades com jogos permitem ao
professor identificar, diagnosticar alguns erros de aprendizagem, as atitudes e princi-
palmente as dificuldades dos alunos (Pereira; Bianco, 2019, p. 40).

Para além da sala de aula, os jogos poderao ser desenvolvidos em outros espacos formati-
vos, como por exemplo no Laboratério de Ensino de Ciéncias e Matematica. Este espagco é uma
possibilidade estratégica para o processo de ensino e aprendizagem, ja que possui um espago

coletivo onde o professor terd oportunidade de trabalhar de maneiras diversificadas. De acordo

com [Paiva, Cunha e Silva (2016, p. 10)l o “Laboratério de Matemdtica nio se restringe a um

espaco fisico para se dar uma aula diferente, mas que pode contribuir para estabelecer situacdes

pedagogicas desafiadoras e que podem auxiliar no processo de ensino da matemaética”.

Segundo [Paiva, Cunha e Silva (2006 apud Lorenzato, 2006, s/p.), o “Laboratério de

Ensino de Ciéncias e Matemdtica que pode ser um espaco especialmente dedicado a criagdo
de situacdes pedagdgicas desafiadoras, como também um espagco que serve para auxiliar no
equacionamento de situacgdes previstas pelo professor em seu planejamento”. Com isso, vemos
que o laboratério € um espago que ajuda o docente de diversas formas no planejamento de sua

aula.
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Embasados nas concepcdes de jogos, resoluciao de problemas e laboratério de ensino de
ciéncias e matematica, construimos quatro jogos diddticos ao longo desta pesquisa, incentivada
pela FAPEMIG, envolvendo a drea de ci€ncias e matemdtica, fundamentados em jogos tradicio-
nais, tais como domind, ludo e memoria. Dois desses jogos sdo concentrados na drea do ensino

de quimica, e os outros dois no ensino de matemaética.

1 Criacao dos jogos

Desenvolver jogos didaticos para o ensino de Ciéncias e Matemdtica tem o objetivo de
tornar o aprendizado mais envolvente a engajado, pois integra desafios e recompensas, buscando

promover a resolucao de problemas e o pensamento critico.

1.1 Ludo de Quimica

O Ludo de Quimica € classificado como um jogo de azar/sorte, pois as movimentagdes
dos marcadores sdo determinadas a partir do lancamento de um dado; tem como objetivo pe-
dagodgico consolidar os conceitos basicos da Quimica para estudantes do Ensino Médio. Foi
construido a partir de pesquisas sobre jogos didéticos, e elaborado na estrutura de um tabuleiro
de papel com quatro cores de linhas que sao ligadas ao centro dele.

Esse jogo pode ser jogado por dois, trés ou quatro jogadores; cada um deles com um
marcador que possui a mesma cor das linhas que estdo no tabuleiro, com objetivo de completar
o circuito, em primeiro lugar.

Ao comecar a partida, ddo-se as seguintes acdes: (1) cada jogador lanca o dado, e se tirar
“1” ou “6”, poderd movimentar o marcador; caso contrario, terd que passar a vez, até conseguir
sortear os nimeros “1" ou “6"; (2) apds tirar um “6” e colocar um marcador no tabuleiro, deve-
se jogar o dado novamente, para descobrir quantas casas vocé deve andar; (3) os pedes nao
podem retroceder, e s6 devem andar para frente, no sentido hordrio; (4) caso o marcador caia
numa casa com um ponto de interrogagao (casa de pergunta), o jogador deve pegar uma carta e
responder a pergunta proposta; (5) a resposta dada serd julgada pelos demais e, se estiver certa,
o jogador deverd pegar uma carta no monte "bonus"(cartas laranjas) e executar o comando da
carta, que lhe concederd uma vantagem no jogo; (6) caso a resposta esteja errada, o jogador
deverd pegar uma carta no monte "Onus"(cartas azuis) e executar o comando da carta que lhe
concederd uma desvantagem no jogo; (7) se um marcador cair no mesmo lugar que o oponente
Jé estd, o oponente terd sua peca capturada e devera voltar ao inicio do tabuleiro; isso porque o
jogo ndo permite que duas pecas ocupem a mesma casa, com exce¢ao das casas duplas (casas
rosas); (8) para levar as suas pecgas até a reta final, deve-se dar uma volta por todo o tabuleiro;
(9) ap6s fazer uma volta completa, coloca-se a pecga na trilha que leva ao centro do tabuleiro
correspondente a sua cor; para chegar até a tdo cobicada drea final, o dado deve chegar a um
nimero exatamente igual a distancia do marcador até a area; (10) se o resultado for maior

que a distancia determinada, o jogador nao poderd se movimentar; e (11) vence o jogador que
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completar a volta pelo tabuleiro e entrar na drea final (autor, ano).

Embasados em problematizac¢des, ao longo do percurso, os jogadores responderdo di-
versas questoes, € o professor mediard as situagdes durante e no final da partida, de forma
individual ou coletiva.

Como exemplo de problematizacdes, temos: (1) Com relagdo a estrutura do dtomo, po-
demos afirmar que: (a) Na sua eletrosfera, encontram-se os elétrons e os néutrons; (b) No seu
nucleo, encontram-se os protons e elétrons; (¢) No seu nucleo, encontram-se os prétons € 0s
néutrons; e (2) A ligacdo covalente ocorre entre: (a) Ametal e metal; (b) Metal e hidrogénio;
(c) Ametal e hidrogénio. Cada jogador deve estar preparado para pensar e responder a cada
pergunta corretamente, pois, se a sua resposta estiver incorreta, ele serd prejudicado com a carta

“dnus”, que dard ao jogador desvantagem no jogo.

1.2 Dominé com elementos quimicos

O Dominé com elementos quimicos tem como objetivo fazer com que o jogador se livre
de todas as suas pecas; seu objetivo pedagdgico € reconhecer e memorizar os simbolos € nomes
dos elementos quimicos. O jogo foi criado com pecas feitas de papel, que sdo divididas ao meio
por uma linha. Cada lado contém um elemento quimico, que deve ser ligado a outra peca que
contenha o elemento quimico na sua forma simbdlica.

As regras do jogo podem variar de acordo com a quantidade de jogadores. Com 2 joga-
dores: (1) A partida se inicia com o jogador que tiver o duplo C (a peca que tem o simbolo C em
seus dois lados); (2) ap6s a primeira peca ser jogada, o préximo jogador deve encaixar sua peca
nas pontas do caminho formado pelo domind, combinando o elemento quimico com a sua for-
mula; (3) quando o jogador consegue encaixar uma peca, ele passa a vez; caso ndo consiga, ele
deve "comprar'no monte; (4) se ndo houver pecas no monte, ele passard a vez; (5) o jogo acaba
quando as pecas de um jogador acabam ou quando nenhum jogador tiver as pecas necessarias
para encaixar nas pontas do caminho formado pelo dominé. Com 4 jogadores: (1) a partida se
inicia com o jogador que tiver o duplo C (a peca que tem o simbolo C em seus dois lados); (2)
0 jogo roda no sentido horario; (3) apds a primeira pega ser jogada, o proximo jogador deve en-
caixar sua peca nas pontas do caminho formado pelo domind, combinando o elemento quimico
com a sua férmula; (4) quando o jogador consegue encaixar uma peca, ele passa a vez; caso ele
nao consiga, ele deve "comprar"no monte; (5) se ndo houver pecas no monte, ele passard a vez;
(6) o0 jogo chega ao fim quando as pecas de um jogador acabam ou quando nenhum jogador
tiver as pecas necessarias para encaixar nas pontas do caminho formado pelo domind.

Como exemplo de problematizacdo, temos: (1) Montar estratégias para que o oponente
tenha menos chance de vencer o jogo. Um exemplo de problematizacdo € o jogador guardar
pecas que tenham o mesmo numero diversas vezes; por exemplo, se um jogador tiver 3 pecas
com o elemento quimico Carbono, quando as inicas pecas que tiverem no tabuleiro forem pecas
com a letra C, o jogador que tiver a maior quantidade de pecas escritas o elemento quimico

Carbono terd mais chance de vencer o jogo.

XV Semana de Matemaética do Pontal - 2024, p. 54.



OLIVEIRA, M. P.; MARIM, V.; SILVA, B. C. O; SILVA, R. C. A.

1.3 Jogo da Memoria.

O Jogo da Memoria € classificado como um jogo de estratégia € memoriza¢ao com pro-
posito de formar a maior quantidade de pares ao final do jogo, tendo como objetivo pedagégico
trabalhar a notacao cientifica, a qual € estudada no ensino de Matemadtica. O jogo foi construido
com pegas de papel 5x5 centimetros cada, e possui no total 40 pecas.

Para compreendermos como se joga, apresentamos as regras: (1) no inicio de cada par-
tida, todas as cartas deverdo ser embaralhadas; (2) o jogo pode conter até trés jogadores, sendo
que o objetivo € juntar pares; cada carta terd uma par; (3) a partida termina assim que todas
as cartas acabarem; (4) o jogador que tiver feito mais pares ganha o jogo; (5) a jogatina sera
dividida em dois niveis de dificuldade, que podem ser definidos com base em seu conhecimento
de notagdo cientifica.

No primeiro nivel, as cartas deverdo ficar com o verso para cima. Cada jogador terd 30
segundos para fazer o par (caso o jogador, ao final dos 30 segundos, tenha pegado uma carta,
ela ainda contard). Quando o tempo acabar, o proximo jogador devera jogar. No segundo nivel,
cartas estardo com seu verso virado para baixo. Neste nivel, o jogador que fizer um par ele
continuard a jogar; caso ele ndo tenha feito um par, ele deverd passar a vez para o proximo
competidor.

Como exemplo de problematizagdo, temos: (1) Um jogador tirou uma peca que tem 10
elevado a 2, quais sdo as cartas que podem ser encaixadas a ela? Qual carta o jogador poderia

criar para poder encaixar na pe¢a no qual ele retirou?

1.4 Responda se Puder

O jogo intitulado “Responda se Puder” é caracterizado de estratégias e sorte, cujo pro-
posito € responder a perguntas aleatdrias de maneira 4gil, tendo como objetivo pedagdgico con-
solidar o conteddo cientifico de Progressdao Geométrica (P.G) e Progressdo Aritmética (P.A).
O jogo foi criado com bases em pesquisas sobre os jogos didaticos, e possui dezoito cards de
perguntas, sendo construidas em tiras de papel.

O jogo para a sua melhor funcionalidade, possui algumas regras: (1) o jogo pode ser
dividido por duas equipes, possuindo entre dois e quatro participantes; (2) o desafio consiste em
responder a alguns cartdes, que estardo em um saco para que possa ser sorteados aleatoriamente
um nivel; hd trés niveis de dificuldade; (3) todos os niveis estdo dentro do saco para serem
sorteados de forma aleatéria; (4) O nivel da pergunta pode ser identificado por sua cor; o nivel
um € representado pela cor rosa, o nivel dois pela cor azul e o nivel trés é representado pela
cor amarela; (5) o desafio deve conter um mediador para poder ler e sortear as perguntas; (6)
apos o juiz ler, a equipe devera eleger um jogador para poder responder a pergunta; (7) caso o
jogador nao consiga compreender a pergunta, ele podera pedir para o regulador ler a pergunta
novamente; (8) caso a equipe tenha respondido certo, consegue trés pontos; (9) caso o grupo

responda errado, ird perder um ponto; (10) a equipe que chegar a quinze pontos ou mais ganha;
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(11) as equipes podem contar com o auxilio folha para responder; (12) caso ocorra de todos os
cartdes acabar e nenhuma equipe tiver 15 pontos, a equipe que estiver com mais pontos ganha.

Como exemplo de problematizacdo, temos: (1) Qual € o 20° termo da P.A (12, 15, 18,
...)7; ou, também: Qual o nimero que estd faltando na sequéncia (4, 22, 40, x, 76)? Com
a utilizacdo desses problemas, buscamos que o aluno entenda o processo de como chegar ao
resultado, fazendo com que ele pense nos possiveis caminhos para poder alcangar a resolugao

do problema.

2 Analise

A utilizacdo de jogos no ensino da matematica tem sido amplamente estudada e defen-
dida como uma metodologia eficaz para a promog¢do de um ambiente de aprendizagem dindmico
e significativo, de acordo com kishimoto (1994). do ponto de vista da definicdo, de acordo com
huizinga (2007), xexéo (2009) e marim (2011), os jogos educativos podem ser descritos como
atividades estruturadas que possuem regras, objetivos e resultados que engajam os alunos de
forma ludica, mas com a inten¢do de promover o desenvolvimento de competéncias matemati-
cas especificas.

As caracteristicas fundamentais dos jogos educativos incluem a interatividade, a possi-
bilidade de experimentagio, e a criacdo de um ambiente que promove a motivacao intrinseca. A
interatividade permite que os alunos sejam agentes ativos no seu processo de aprendizagem, en-
quanto a experimentacao oferece a oportunidade de testar hipdteses e aprender com os erros. A
motivacao é potenciada pela natureza lidica dos jogos, que torna a aprendizagem um processo
mais atraente.

Em termos de classificacdo, lucchese e ribeiro (2009) afirmam que os jogos educati-
vos podem ser categorizados de vérias formas, tais como jogos digitais, analégicos, ou jogos
competitivos e cooperativos. esta classificacdo € essencial para que o professor possa escolher
o tipo de jogo mais adequado as necessidades dos seus alunos e aos objetivos especificos de
aprendizagem que pretende alcancar.

No que diz respeito a concepcao, a criacao de jogos educativos requer um equilibrio entre
o conteido matemético e os elementos de jogo (Marim, 2011). Um bom jogo educativo deve
incorporar desafios matematicos auténticos que estejam alinhados com o curriculo, a0 mesmo
tempo que oferece uma experi€ncia de jogo envolvente e gratificante. Este equilibrio € crucial
para que o jogo ndo seja apenas divertido, mas também apresente-se como uma ferramenta
eficaz de aprendizagem.

A priética do uso de jogos educativos nas salas de aula pode ser abordada de diversas
maneiras. o professor pode utilizar os jogos como uma forma de introduzir novos conceitos,
para reforgar o conteido ja ensinado, ou como uma ferramenta de avaliacdo formativa (marim,
2011).

A implementacao do jogo nas praticas docentes, de forma bem-sucedida, requer que o
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professor esteja familiarizado com os jogos e com estratégias pedagdgicas associadas, incluindo
a facilitacdo do jogo, o apoio aos alunos durante o processo, e a ligacdo dos resultados do jogo
ao conteudo curricular.

As adaptacdes dos jogos educativos s@o necessdrias para atender a diversidade de perfis
dos alunos. Isso pode incluir modificagdes nas regras do jogo, ajustes no nivel de dificuldade,
ou a incorporacdo de elementos que atendam a necessidades educacionais especiais. A fle-
xibilidade na adaptacdo dos jogos garante que todos os alunos possam participar de maneira
significativa e que o jogo cumpra sua funcao pedagdgica.

Além disso, o laboratério de matemaética, quando utilizado como espago para a prética de
jogos educativos, pode se tornar um ambiente altamente eficaz para a aplicacdo da metodologia
de resolucdo de problemas. nesse contexto, os jogos atuam como ferramentas que promovem a
interacao ativa dos alunos, desafiando-os a aplicar conceitos matemdticos em situagdes praticas
e dindmicas (smole; diniz; marim, 2008).

A prética de jogos no laboratério de matematica (lorenzato, 2006) permite que os alu-
nos enfrentem problemas em um ambiente controlado, onde podem testar estratégias, fazer
hipdteses e experimentar diferentes solucdes sem o medo do erro. Esse ambiente favorece o
desenvolvimento de habilidades de pensamento critico e criativo, essenciais para a resolucao de
problemas.

Além disso, o laboratdrio oferece a possibilidade de adaptar os jogos as necessidades e
niveis de habilidade dos alunos, garantindo que todos possam participar de forma significativa.
Dessa forma, o Laboratério de Matematica se consolida como um espaco onde a teoria e a

pratica se encontram, promovendo uma aprendizagem mais profunda e envolvente.

3 Conclusao

Os jogos educativos, quando integrados de forma adequada no espago escolar, represen-
tam uma poderosa metodologia para a resolucao de problemas na educacdo matemdtica. Eles
nao apenas facilitam a compreensdo de conceitos matematicos complexos, mas também pro-
movem habilidades de pensamento critico, colaboragado e resolucdo de problemas. Contudo, a
eficicia dos jogos depende de uma concepg¢io cuidadosa, da prética pedagégica e das adapta-
cOes necessdrias para incluir todos os alunos.

Portanto, é imperativo que os professores tenham formacdo adequada e recursos para
implementar esta metodologia de forma eficaz. Ao fazer isso, 0s jogos podem se tornar uma
ferramenta central na transformacdao do ensino da Matemadtica, tornando-o mais envolvente,

inclusivo e eficaz.
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Resumo. Os nidmeros transcendentes sdo nimeros complexos que nio sio raizes de polindmios
com coeficientes inteiros. Mostrar que um nimero dado é transcendente é uma tarefa ndo trivial.
Entretanto, construir uma familia explicita de tais nimeros nio é algo tdo complicado. Nesse
trabalho vemos as duas situacdes. Primeiro mostramos os nimeros de Liouville: uma familia de
nimeros transcendentes que Liouville construiu em 1851. Essa foi a primeira demonstracdo da
transcendéncia de um nimero na matemaética e também uma prova da existéncia de nimeros nao
algébricos. Em seguida, apresentamos uma versdo da demonstragdo de Hermite, originalmente
apresentada em 1873 e depois simplificada por Hilbert e Hurwitz, de que o nimero de Euler é
transcendente. Essa foi a primeira vez em que a transcendéncia de um nimero ja familiar aos
matematicos é demonstrada. Veremos que esses resultados seguem de técnicas elementares de
célculo, como propriedades bésicas de derivadas e o teorema do valor médio para polindmios.

Palavras-chave: Numeros transcendentes; Numeros de Liouville; Nimero de Euler.

Introducao
Um nimero complexo é chamado de algébrico, se existir um polindmio com coeficientes
inteiros tal que uma de suas raizes € esse nimero complexo. Dizemos que um nimero complexo
¢ transcendente se ele nao for algébrico.
Exemplo 1. Exemplos de niimeros algébricos
(e 7 . . , . 2 . . ~ . .
* 1 é algébrico pois é raiz de v* + 1, cujos coeficientes sdo inteiros.

/2 é algébrico, pois é raiz de x*> — 2, cujos coeficientes sdo inteiros.

* Qualquer racional § € algébrico pois é raiz de qr — p, cujos coeficientes q, p sdo inteiros.
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Segundo Erdos| (1983), a defini¢do apresentada de niimeros transcendentes € devida a
Euler. No entanto, Euler nunca provou a existéncia desses nimeros, talvez por considerar sua
existéncia 6bvia, o que ndo € o caso para os padrdes atuais.

Determinar a transcendéncia de um nimero ndo € algo trivial, pois devemos mostrar
a auséncia de um polindmio com coeficientes inteiros cuja raiz é esse nimero. Entretanto,
veremos que com técnicas elementares € possivel provar resultados interessantissimos.

Nesse trabalho veremos como Liouville, pela primeira vez na matemadtica, construiu
infinitos ndmeros transcendentes e que o nimero de Euler também é transcendente.

Na demonstracio de Liouville publicada em 1851 € utilizado apenas o teorema do valor
médio para polindmios e na demonstracio de que e € transcendente utiliza-se outras técnicas de
célculo. Estamos seguindo as referéncias: Figueiredo| (2002) e |[Herstein| (1975)).

1 Numeros de Liouville

Para demonstrar que os nimeros que Liouville construiu sdo transcendentes precisamos
demonstrar uma desigualdade satisfeita por todos os algébricos e depois ver que os nimeros de
Liouville ndo a satisfazem.

Teorema 1. Seja o uma raiz de um polinémio de grau n com coeficientes inteiros. Existe uma
1

o — > —,
Alq|"

constante A > 0 tal que para todo racional E, diferente de o, temos

q
Demonstracdo. Seja f(z) = a,z™ + ... + ag tal que a; € Z para todo i, a,, # 0 e f(a) = 0.

Como existem apenas n raizes para f(z), existe d > 0 tal que « é a tnica raiz de f(x)
no intervalo [o — d, a + d.

A derivada f'(z) também é um polindmio e, portanto, continua em [« — d, .+ d]. Assim
existe M > 0 tal que |f'(x)| < M paratodo z € [o — d, o + d.

Para qualquer racional Pe [a — d,a + d] \ {a}, aplicando o teorema do valor médio,
q

obtemos um € entre « e P e, portanto, dentro de [« — d, o + d] tal que
q

1)

Como € € [o — d, a + d] temos que |f'(€)| < M. Como f(«) = 0 temos pela igualdade
anterior que

Pl
o q‘|f()!

@<=l )
Agora
n n—1 n—2 .2 n
‘f (15)‘ _ | @np" £ anap q+qcin_zp ¢+ .. aog @)

p ~ ~ ~ 2 p p .
Como f (— # ( entdo o numerador da fragdo 2{ndo é zero, mas é um ndmero inteiro.
q

p L
’f <Q)‘ = g™
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Pela equagdo|[I] obtemos
1

> —
M|q|"

a__’
q

para qualquer racional be @ —d,a+d]\ {a}.
q

Agora se o racional b ¢ [ —d,a + d], isto é, P _ 4] > dentio
q q
d
'p —al > ——, pois |g|" > 1.
q lq"
1 ) 1 . p
Escolhendo 7= ming o d ¢, obtemos para qualquer racional — # « que
q
P 1
- — Q| > .
’q Alg

Definicao 1. Um niimero o« € R é chamado de niimero de Liouville, se existir uma sequéncia
1
< —.
|91

de niimeros racionais distintos (&) tal que
qj JEN

L P
q;j

Teorema 2. Todo niimero de Liouville é transcendente.

Demonstragcdo. Seja o um ndmero de Liouville. Por defini¢do existe uma sequéncia de nime-

ros racionais distintos (&) tal que |a — bi
JEN

1 o
< —. Podemos supor que p; € inteiro € g;
£

|q;17

45
€ natural para todo j.

Suponha por contradicdo que « seja algébrico, entdo ele € raiz de um polindmio com

coeficientes inteiros de grau n. Pelo teorema|l} existe uma constante A > 0 tal que |a — b >
45
1
Aq}
As duas desigualdades acima juntas dao

1 ; 1
" > o — & > ot
4q; 45 qu

Portanto, |¢;]’~™ < A. Se existir uma subsequéncia (g;, ); de (¢;); tal que g;, > 1, entdo
Jt—n Jt—"n
A>qp " >200

Isso € absurdo, porque j; — oo. Isso significa que existe /V tal que g; = 1 para todo
j > N.
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Assim para j > N,

1

|q;/7

W Pi

o —pj| =
o = pj "

Mas s6 existe uma quantidade finita de inteiros p; que satisfazem essa desigualdade.

Entdo para j > N, a quantidade de nimeros distintos na sequéncia (%) ¢ finita.
i/ jeN

p;

Portanto, a quantidade de nimeros distintos na sequéncia (
qj

) € finita. Mas, pela defini¢do
jEN

, . . . . Dj o g . .~
dos numeros de Liouville, todos os racionais (—] sdo distintos, o que € uma contradi¢ao.
jEN

q;
[

(e 9]

Exemplo 2. Seja o = Z Ak

o onde ay, € {1,2,...,9} para todo k.

Defina p; = Z o e ¢; = 107" para todo j. Note que p; é inteiro e

J
Py a
. 10+
4 k=1 0
. Py . A . . o e
Assim | — € uma sequéncia crescente de racionais, portanto todos sdo distintos.
45 jEN

Agora

o0

R S o _ 9 [, 1 1
- Z 10+ — Z 10%! - 10G+1)! + 10G+D)!=(G+1)! + 10G+3)=(G+1)! .
k=j+1 k=j+1

9 (1, 1 9 19 10
< — +E+1—02+ _1O(j+1)!1 1 —1O(j+1)!§.

10

Portanto,

WP
4dj

< w10 10 - r 1
10G+D (104")7 (104)7 104 (1044)J qg

Isso mostra que « é um numero de Liouville e, portanto, transcendente pelo iiltimo
teorema.

Agora veremos a demonstracao que o nimero de Euler € transcendente.

2 Transcendéncia do e

A demonstracdo da transcendéncia do e que veremos a seguir € devida a Hurwitz que
simplifica a prova de Hilbert, que ja havia simplificado a de Hermite, que foi a original. Esta-
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mos seguindo o livro: |[Herstein| (1975)).

Precisaremos do seguinte lema.
Lema 1. Sejan € Nex € [0,n]. Temos que |(1 —x)(2 —z)...(n —z)| < n!

Demonstracdo. Sejak € {1,... ,n}talquek —1 <z <k.
k—1 n—k

Note que [ [ — ) = [J(k—j —2). [k + i — =)

Como |k —j—za|<|k—z|+j<j+1,

k-1 k—1
[[ik—i-ai<]JG+n=2.k

Agoracomo |k+j—z| < |k —z|+j<j+1<k+j],

n—k n—k

[Tik+5—a) <[k +5) < (k+1)...n.

1

<.
Il

j=1

Portanto, H(] —z) <nl O

=1
Teorema 3. O niumero e é transcendente.

Demonstragdo. Primeiro comecemos com uma observacdo que vale para um polindmio com
coeficientes reais qualquer. Seja f(x) um polindmio com coeficientes reais de grau r. Depois
usaremos um f(x) especifico.

Defina F(v) = f(z) + fM(x) + ...+ f7)(z), onde ¥ (z) é a i—ésima derivada de f.

Note que d(e_d—w — _B*JUF(I.) + e~ (1) (ZE)
Xz

Como fU*V(x) = 0, ja que f(z) é um polindmio de grau r, entdo
FO(z) = fO(z) + ...+ fO(2) = F(z) - f().

assim QL) o p(a) 4 o2 (@) = f(0) = —e (@)

Como e *F'(z) é uma fungdo continuamente diferencidvel no intervalo [0, k], para qual-
quer k € N, entdo existe 0, € |0, 1] tal que

e *F(k) — ("F(0)) d(e®F(x))

) _
k—0 dx ok
Portanto, e *F (k) — F(0) = —e %% f(0,.k)k, ou de forma equivalente,

F(k) — " F(0) = —eU=%)k £(0, k) k.
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Variando esse k = 1, ..., n obtemos

F(l) - eF(O) == —61_01f<(91) = €
F(2) — e2F(0) = —2e(1792)2 £(0,2) = €,

F(n) — e"F(0) = —ne@=0m f(0,m) = e,

Agora suponha que exista um polindmio p(z) = ¢,x" + ... + c1x + ¢o com coeficientes
inteiros tal que p(e) = 0. Note que se ¢, = 0 entdo p(x)/x € outro polindmio cuja raiz € e.
Sem perda de generalidade podemos supor que ¢y # 0. Multiplicando por —1 se necessario
podemos supor que ¢y > 0.

Se multiplicarmos a primeira equagao da férmula acima por ¢y, a segunda por ¢, e assim
sucessivamente e depois somarmos obteremos

aF(1)+cF((2) +...+c,F(n) — F(0)(cie’ + cae® + ...+ cne™) = cre1 + ... + cuén.
Lembre- se cie! + coe? + ... + ¢ e = —cp. Assim
coF(0)+ 1 F(1) 4+ coF(2) + ...+ cpF(n) = c1e1 + ... + Cpén.

Finalmente definiremos

flx) = (p_l)!xp_ (I—2x)P(2—2x)...(n—1x)P, 3)

onde p € qualquer primo maior do que n € c.

Quando expandido, f(z) fica com o seguinte formato:

(n!)P 1 apx? N a;rPtl
(p—1)! =1t (p— 1!
ok

(p—1)!

fz) =

+...,ondeos a; € Z.

Se derivarmos um nimero de vezes maior ou igual a p vezes obtemos algo

parecido com

(k+p)k+p—1)...(k+1).m ,  (k+p)

1) x® = k!(p_l)!mxs,commEZ.
k k !
Sabemos de combinatéria que < * p> = ( ];lr 2'9) eN.
p -p:

k+p\  (k+p)!
Portanto( P )p—meN

k !
(k +p) € N e é divisivel por p.

Concluimos que m

Portanto, para i > p, f*)(z) é um polindmio com coeficientes inteiros e miltiplos de p.
Consequentemente, f()(j) € Z e é mdiltiplo de p para qualquer j € Z.
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Pela equagdo (3)), sabemos que 1,2, ..., n séo raizes de multiplicidade p de f(x). Por-
tanto, para j = 1,...,n temos
FG) =00 =120 =... =G =0.
Assim

— 0 multiplo de p multiplo de p

0 = =0
F(§) =f() + fY0) ++ P0G + [P0 ++ FO0)
Entdo para j = 1,...,n, F(j) é miltiplo de p.

Pela equac@o (3)), 0 também é raiz de f(x), mas com multiplicidade p — 1, entdo f(0) =

fO0) = fA0)=...= fP2(0) =0e fPH(0) = (n!)? (veja a expansido de f(x) acima).
Novamente para i > p temos f(*)(0) é inteiro miltiplo de p.
=0 = (n!)P miltiplo de p

- ~ —— -
Assim F(0) =f(0) + ...+ f®2(0) + f®D(0) + fP(0) + ...+ f(0) .

Lembre-se que p > n, o que implica que (n!)? ndo é miltiplo de p. Assim F'(0) € Z,
mas nao é multiplo de p.
Pela defini¢do dos ¢; e pela equagdo (3)), temos que

g (1 = j0,)P(2 = jO,)P . (n — 56;)P(j6,)P
e (»—1)! ’

onde §; €10,1[ej e {1,...,n}.
Agora note que
< (0PNl < jP <nPe

* paratodo z € [0,j],onde j € {1,...,n}, temos que |(1 —2)(2—z)...(n —z)| < nl,
pelo lemalT}

Portanto, |(1 — j#;)(2 — jb;) ... (n — j#;)| < n!e consequentemente
(1 —76,)(2—76,)...(n—76,)|" < (n!)P.

e"(nh)PnP pooo

Logo, |¢;| < W — 0. Entdo podemos escolher um p primo grande, maior que
P — .

co € n tal que
’0161 —+ Ccoeg + ... + Cn€n| <1

Como ci€; + coes + ... + cpe, = F(0) + 1 F(1) + ... + ¢, F(n) € Z, a tnica
possibilidade é ¢o F'(0)+c; F/(1)+. . .4+c¢,F'(n) = 0. Entretanto, ¢o F'(0)+c1 F(1)+. . .4+¢, F(n)
ndo pode ser 0, pois 0 é miltiplo de p. Absurdo.

Conclusdo e ndo pode ser algébrico. O
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3 Conclusao

Nesse trabalho vimos como técnicas elementares de calculo foram utilizadas na demons-
tracdo da transcendéncia de e e dos numeros de Liouville. Esses resultados sdo exemplos de
como calculo € uma ferramenta util também no estudo de ndmeros.
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Resumo. Neste trabalho, exploramos o Teorema de Hahn-Banach e suas aplicacdes na Andlise
Funcional. Origindrio do trabalho de Helly, Hahn e Banach no inicio do século XX, o teorema
desempenha um papel fundamental na extensdo de funcionais lineares continuos definidos em su-
bespacos para todo o espago, sem perder a continuidade ou a norma. Entre as diversas aplica¢des
discutidas, destacamos a extensdo de funcionais lineares continuos, a relacdo entre a separabili-
dade de um espaco normado e seu dual, e a representagdo de espagos normados separaveis como
subespagos de .. Essas aplicagOes ressaltam a versatilidade e a importancia do teorema na teoria
dos espacos normados e na Anéalise Funcional em geral. Além disso, discutimos como a extensio
de funcionais auxilia na caracteriza¢do da norma de vetores em termos de funcionais lineares e
como a separacdo de pontos em subespacos fechados ¢ facilitada pelo teorema. As contribui¢des
tedricas apresentadas sdo cruciais para uma compreensdo mais profunda das propriedades estrutu-
rais dos espagos normados e seus duais, evidenciando o papel central do Teorema de Hahn-Banach
na Anélise Funcional contemporanea.

Palavras-chave: Andlise Funcional. Funcionais Lineares Continuos. Espacos Normados. Espa-
¢os Separaveis.

Introducao

O Teorema de Hahn-Banach € um dos pilares da Analise Funcional cujas origens remon-
tam a trabalhos de Helly e Hahn no inicio do século XX. Helly provou formas menos gerais do
teorema em 1912, e Hahn expandiu esses resultados em 1922. A forma mais conhecida, envol-
vendo funcionais definidos em espagos de Banach, foi publicada por Hahn em 1927. Banach
completou o desenvolvimento do teorema em 1929, formulando-o para funcionais definidos
em espacos normados. As primeiras provas desses resultados frequentemente usavam indugao
transfinita, sendo que o Lema de Zorn, uma ferramenta moderna mais comum, s6 foi introdu-
zido em 1935 (Pietsch, 2007).
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Neste trabalho, exploramos o Teorema de Hahn-Banach e suas aplicacdes em varias
areas da Anélise Funcional. Entre as aplicacdes discutidas, destacamos a extensao de funcionais
lineares continuos, a relagdo entre a separabilidade de um espaco normado e de seu dual, e
a representacdo de espagos normados separdveis como subespagos de /... Essas aplicagdes
ilustram a versatilidade e a importancia do Teorema de Hahn-Banach na teoria dos espacos

normados e na Analise Funcional como um todo.

1 Definicoes e resultados preliminares

Ao longo deste trabalho, utilizaremos o simbolo K para denotar o corpo dos nimeros
reais (R) ou complexos (K), o simbolo L(F, F') para indicar o espago dos operadores lineares
continuos entre espagos normados E e F', e £’ para denotar £(E,K). Suporemos que o leitor
esteja familiarizado com os conceitos de espaco de Banach, operador linear continuo e algu-
mas definicoes de Topologia Geral. Sugerimos (Botelho; Pellegrino; Teixeiral 2015)) para mais

detalhes. Vejamos algumas definicdes e resultados preliminares.

Definicao 1. Sejam E um espagco normado, xo € E e A C E. A distancia do ponto xy ao

conjunto A é dada por

dist(xg, A) = inf{||xg — y|| : y € A}.

Proposicao 1. Sejam E um espaco normado, v € E e A C E. Entdo, dist(z, A) = 0 se, e

somente se, x € A, onde A é o fecho de A.

Demonstragdo. Sabemos que z € A se, e somente se, existe uma sequéncia (z,)>, C A tal
que x,, — x. Ento, basta mostrar que dist(x, A) = 0 se, e somente se, existe uma sequéncia
()22, C Atal que x,, — .

(=) Por hipétese, temos que inf{||z —y|| : y € A} = dist(z, A) = 0. Dado ¢ > 0, existe
r. € Atalque ||z — z.|| < e. Dai,

parac =1 > 0, existe z; € A tal que ||z — 21| < 1;

parae = 3 > 0, existe 2, € A tal que ||z — 25| < 3;

parae = 1 > 0, existe z,, € A tal que ||z — z,,| < L.

Assim, obtemos uma sequéncia (z,,)°; C A tal que
1

0<||lzr—xz,] <= —0.
n

Portanto, x,, — x.
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(<=) Seja e > 0. Como existe uma sequéncia (z,)>>, C A tal que z,, — x, entdo existe

no € N de modo que 0 < ||z — 2, || < €. Assim,
dist(z, A) = inf{||z —y|| : y € A} = 0. O

Definicao 2. Um espaco normado E é dito separdvel se contém um subconjunto enumerdvel
e denso em E. Mais geralmente, um espaco métrico M é dito separdvel quando contém um

subconjunto enumerdvel e denso em M.
Proposicao 2. Todo subespaco de um espaco métrico separdvel é separdvel.
Demonstracdo. (Botelhol 2024])), Corolario 10.8. O]

Na proposig¢do a seguir denotamos por [A] o subespago gerado por um subconjunto A de
um espago vetorial F.

Proposicao 3. Um espaco normado E é separdvel se, e somente se, existe um subconjunto

enumerdvel A C E tal que [A] é denso em E.
Demonstragdo. Veja (Botelho; Pellegrino; Teixeira, 2015), Lema 1.6.3. OJ
Proposicao 4. Sejam E e F' espagcos normados sobre K.

(a) Dado T : E — F linear, T ¢é continuo se, e somente se, existe C' > 0 tal que
|T(x)|| < C||x| para todo x € E.

(b) A expressdo
1T = sup{||T(2)|| : w € E'e ||| < 1}

define uma norma no espaco L(E, F).
(c) |T(z)|| < ||T| - ||x|| para todos T € L(E,F)ex € E.

Demonstragdo. Veja (Botelho; Pellegrino; Teixeira, 2015)), Teorema 2.1.1 e Proposicao 2.1.4.
]

Definicao 3. Dizemos que dois espacos normados E e F' sdo topologicamente isomorfos, ou
simplesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo bijetor T' : E — F' cujo
operador inverso T~ : ' — E, que é sempre linear, é também continuo. Esse operador T é

chamado isomorfismo topologico, ou simplesmente isomorfismo.

Definicao 4. Sejam E, F' espacos normados e f : E — F uma funcdo. Dizemos que f é
uma isometria se ||f(x)|| = ||z|| para todo x € E. Um operador linear que é uma isometria
¢ chamado isometria linear. Um isomorfismo que é uma isometria é chamado de isomorfismo

isométrico e, nesse caso, dizemos que os espagos sdo isomorfos isometricamente.
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Observacao 1. Toda isometria linear é continua e injetora. De fato, sejam E, F' espacos

normados e T : EE — F uma isometria linear. Note que
€ Nuc(T) <= T(z) =0« ||z|]| = ||T(z)]| =0 <= =z = 0.
Logo, T ¢ injetor. Além disso, observe que
1T ()|l = |l=l| < |[«]l, para todo x € E.
Pela Proposicao 4(a), T é continuo.

Observacao 2. Toda isometria linear sobrejetora é um isomorfismo. Com efeito, sejam E,
F' espacos normados e T' : E© — F uma isometria linear sobrejetora. Como vimos na
observagdo anterior, 'I' é injetora e continua, logo 'I' é bijetora e continua. Por " ser linear,
sabemos que T~ é linear. Sejay € F. Como T é bijetora, existe um tinico v € E tal que
T(x) =y. Assim,

1T W) = llzll = 1T (@)]| = llyl.

Dai, T~ é uma isometria linear e, portanto, continua. Desse modo, T é isomorfismo.

2 O Teorema da Extensao de Hahn-Banach

A ideia central do Teorema de Hahn-Banach na sua forma aplicavel a espacos normados
consiste na capacidade de estender funcionais lineares continuos que sao inicialmente definidos
em um subespaco GG de um espaco normado E. Essa extensdo pode ser feita de maneira que
ndo apenas a linearidade e a continuidade sejam mantidas, mas também o valor da norma seja

preservado.

Teorema 1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espaco vetorial sobre o corpo K e p :

E — R uma funcdo que satisfaz

plax) = |a| - p(z), paratodos a € Kex € E,
p(x +y) < p(z) + p(y) para todos x,y € E.

Se G C E é um subespaco vetorial de F e p : G — K um funcional linear tal que
lo(z)| < p(x) para todo x € G, entdo existe um funcional linear ¢ : E — K que estende ¢ a
E e que satisfaz |p(x)| < p(x) para todo x € E.

Demonstracdo. Veja (Botelho; Pellegrino; Teixeira, 2015), Teorema 3.1.2. O]

Vejamos algumas consequéncias do Teorema de Hahn-Banach.
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Corolario 1 (Teorema de Hahn-Banach). Seja G um subespaco de um espaco normado sobre
K = R ou C e seja ¢ : G — K um funcional linear continuo. Entdo existe um funcional

linear continuo ¢ : E — K cuja restri¢do a G coincide com ¢ e ||| = |||

Demonstra¢do. Tome p : E — R dada por p(z) = ||¢| - ||z]|. Dados z,y € E e a € K, note
que

plaz) = @l - [laz|| = [al - o]l - 2] = [al - p(x)

plx+y) = lloll - lz + yll < llell -zl +llell - llyll = pl2) + py).

Como ¢ é continuo, pela Proposicao (c) segue que
o(@)] < llell - ll#]| = p(x), paratodox € G.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear ¢ : £ — K cuja restri¢do a GG

coincide com ¢ e que satisfaz |p(z)| < p(z) para todo x € E. Observe que
{le(x)] sz e Gelz| <1} ={[p(2)] : x € Gellzf| <1} S {[@(2)] - v € Eellaf] < 1}.
Assim,
lell = sup{lp(x)] : 2 € Gelz]| <1} <sup{[p(z)]: z € Eez]| <1} = [lgl. (1)

Por outro lado,

|P(x)] < p(z) = llell - [|=[l, paratodoz € E.

Dai, [|¢ < ||¢|l, e @ é continuo, pela Proposicao ffa). Disso e de (T)), resulta que ||]| = |||
]

Corolario 2. Seja E um espaco normado. Para todo xq € E, com xy # 0, existe um funcional

linear p € E' tal que ||¢|| = 1 e p(xy) = ||z0]|-

Demonstragdo. Considere G = [zo] e defina ¢ : G — K por ¢(axy) = «f|zg||. Dados
axg, Brg € Ge X\ € K, temos que

P(Mazo) + Bro) = o((Aa + B)xo) = (Aa + B)|lzol| = A - af|zo|| + B0
= Ap(axo) + o(Bo).

Logo, ¢ € linear. Além disso,
[p(azo)| = |af - [lzo| = [lazo < [lazol|, para todo a € K.

Da Proposi¢do [f(a) ¢ € continuo. Pelo Coroldrio [I} existe um funcional linear continuo ¢ :
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E — Ktal que p(z) = p(x) paratodo z € G e ||¢|| = ||@||. Assim,
lell = 1@l = sup{l@()] : 2 € Gellz]| <1} = sup{[laxol| : @ € Kee [Jawo|| <1} = 1.

Como zy € G, entdo p(zg) = @(zo) = ||xo]|- O

Corolario 3. Sejam E um espaco normado, E # {0} e x € E. Entdo,
2]l = supf{le(x)] : ¢ € E"e [lof| <1} = max{|p(z) : ¢ € E e [o]| = 1}.
Demonstracdo. Para cada ¢ € E' com ||¢|| < 1, temos que
lo(@)| < lell - [l < l]]-

Assim, ||z|| € uma cota superior dos conjuntos {|p(z)| : ¢ € E'e||¢] = 1} e {|e(x)] : ¢ €
E'e o]l < 1}. Sex # 0, pelo Coroldrio 2] existe ¢ € E tal que ||¢|| = 1 e |¢(z)| = ||z]|, ou
seja, [lz]| € {[o(z) 1 p € Ee o] = 1} e [z]| € {lp(2)| - ¢ € E"e ||| < 1}. Entdo,

max{|p(z)] : ¢ € E"e [lp]| = 1} = ||z]| = sup{|e(z)] : o € E'e [[o]| < 1}. H

3 Aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach para espacos separaveis

Nesta secdo, exploramos algumas aplicacdes praticas do Teorema de Hahn-Banach em
espacgos normados separdveis. Em particular, veremos como esse teorema nos permite estabele-
cer a existéncia de funcionais lineares com propriedades especificas, investigar a relagdo entre
a separabilidade de um espaco e seu dual, e demonstrar que todo espaco normado separdvel
pode ser isomorficamente embutido em um espago muito conhecido, o /... Essa tltima apli-
ca¢do nao so ilustra a utilidade do Teorema de Hahn-Banach, mas também sublinha a riqueza
estrutural dos espagos normados separdveis, possibilitando uma visdo mais abrangente de sua

funcionalidade.

Teorema 2. Sejam E um espaco normado, M um subespaco fechado de E, yo € E — M e
d = dist(yo, M ). Entdo, existe um funcional linear ¢ € FE' tal que ||¢|| = 1, p(yo) = d e
o(z) = 0 para todo © € M.

Demonstracdo. Seja N = M @ [yo]. Entdo, para z € N, existem dnicos a € Ke xz € M tais

que z = x + ayo. Defina

wo: N — K, oz +ay) = ad.
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Dados x1 + a1yg, v2 + asyp € N e A € K, temos que

o(AM@1 + a1yo) + (2 + azyo)) = wo((Az1 + x2) + (Aa1 + a2)yo) = (Aay + az)d
= X-ard + asd = Apo(1 + ar1yo) + @o(xe + asyp).

Logo, ¢q € linear. Note que
po(M) = {po(x +0-y) : x € M} = {0},

Além disso, vo(yo) = wo(0+1-y) = d.
Provemos que ||¢g|| = 1. Seja z =z + ayy € N. Paraa # 0,

= [lz + agoll = [I]I,

x
o =lol - d < |al- | £~

e para a = 0 a desigualdade |po(z)| < ||z|| € 6bvia. Assim, ||¢o|| < 1 e, pela Proposigdo [(a),

©o € continuo.
Yo — &

Dado e > 0, existe z. € M talque d < |lyo — z.|| < d+¢. Sejaz. = To = xi” Entdo,
zz € N,||ze||=1¢e
. d d
o) = o=l ~ de
Dai,
Jioll = sup{len(a)]: = € Be ] < 1} 2 n(z0)] > 7 @

para todo ¢ > 0. Por M ser fechado e da Proposi¢éo [T} segue que
dist(yo, M) = 0 <=y, € M.

Pela hipétese, yo ¢ M. Logo, d = dist(yy, M) > 0. Fazendo ¢ — 0 em (2), obtemos
loll = 1.

Portanto, ||| = 1. Pelo Teorema de Hahn-Banach (Coroldrio [I)), existe ¢ € E’ que
estende g a E tal que ||¢|| = ||¢o|| = 1. Por fim, como M C N eyy € N, temos p(M) =

po(M) = {0} e ©(yo) = wo(yo) = d. O
Teorema 3. Seja E um espago normado. Se E' é separdvel, entdo E também é separdvel.

Demonstragdo. Seja S a esfera unitdria de E’, ou seja, Sp = {¢ € E' : ||¢|| = 1}. Pela
Proposigéo Sgr € separdvel. Seja {¢, : n € N} um subconjunto enumerével e denso de Sg.
Para cada n € N, podemos tomar ,, € Sg, tal que |, (z,)| > 3. Chamemos M = [x1,20,...]
e provemos que A/ = E. Suponha que M # E. Entdo existe yo € E — M. Pelo Teorema 2]
existe ¢ € E’ com ||¢]| = 1 de modo que ¢(yo) = d = dist(yo, M) e ¢(x) = 0 para todo
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x € M. Dai,

| —

I = @nll = sup [ = @n)(W)] = [(© = n)(za)| = lon(zn)| =

yEBE

para todo n € N, o que contradiz o fato de {¢,, : n € N} ser denso em Sg. Portanto, M = FE.
Pela Proposi¢do 3] E é separdvel. 0

Teorema 4. Todo espaco normado separdvel é isomorfo isometricamente a um subespaco de
loo.

Demonstracdo. Se E = {0}, basta considerar ' : £ — {(0,0,...)} dada por T'(z) =
(0,0,...). E ficil ver que T é isometria linear e sobrejetora, logo é isomorfismo isométrico.
Suponha E # {0} um espago normado separdvel e D = {x, : n € N} um subconjunto
enumerdvel denso em E. Podemos supor que 0 ¢ D. Pelo Coroldrio [2} para cada n € N existe

um funcional linear ¢,, € E’ tal que ||¢,| = 1 e pn(z,) = ||z,]||. Considere o operador

T:E = b, T(x) = (n(2))52

n=1-
Para cada z € E e pela continuidade de cada ¢,,, temos
[on(@)| < llpnll - lz]l = =[], para todo n € N,

ou seja,

sup o (z)] < |z||. 3)
neN

Portanto, 7" estd bem definido no sentido de que 7'(x) € (. Além disso, dados =,y € F e
A € K, obtemos

T(Az +y) = (eu(Ar +9))oZs = A@n(®) + @0 (y))als (0n(T))nZs + (Pn(Y))ns
= \T'(z) + T (y).

Logo, 7" é linear. Note que pela desigualdade (3]) temos
I (@)oo = l[(on(x))nilloe = sp fion(x)] < [|z]l, paratodo z € E. ©)

Entdo, T' ¢ continuo pela Proposi¢do[dfa). Observe que
T (el = sup |on(xi)| = |n(xx)| = |2k, paratodo k € N. %)

De @) e (3) segue que ||T(xk)|lo = ||x|| para todo k € N. Como D é denso em F, dado

o0

y € F, existe uma sequéncia (y,)5; C D tal que y, — y. Disso e da continuidade de
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|T(+)]|, resulta que
Iyl = tim g = tim |7 ()] = [ 7()]-

Pela unicidade do limite, obtemos ||T'(y)|| = ||y|| para todo y € E. Pela Observagdo2} 7' é um

isomorfismo isométrico entre F e T'(E) C (. O
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Resumo. Este trabalho explora o conceito de topologia generalizada, inspirado nos estudos de
[Csaszar (2002)| e [Csaszar (2004)] Inicialmente, definimos topologia e apresentamos exemplos,
discutindo conjuntos abertos e fechados, além de definir fecho e interior de conjuntos. Em se-
guida, apresentamos proposicdes e demonstracdes sobre as propriedades de fecho e interior com
respeito a uma topologia. Na segunda parte do trabalho, introduzimos a no¢ao de fun¢do monoto-
nica -y definida sobre o conjunto das partes de um conjunto X qualquer e apresentamos exemplos
como a fung¢do fecho e a fungdo interior. Definimos conjuntos v-abertos e introduzimos a topo-
logia generalizada. Finalmente, apresentamos resultados que demonstram como gerar topologias
generalizadas a partir de funcdes monotdnicas. Este estudo contribui para a compreensao e aplica-
¢ao de topologias generalizadas, ampliando o escopo das topologias cldssicas e oferecendo novas
perspectivas para o estudo de topologias.

Palavras-chave: topologia generalizada; fungdo monotdnica; y-aberto.

Introducao

A teoria das topologias generalizadas surge como uma extensdo natural da topologia
cldssica, permitindo uma maior flexibilidade na defini¢do de conceitos fundamentais como aber-
tos, fechados, fecho e interior. Este trabalho € inspirado nas contribui¢des significativas de[Csds-]
que exploraram propriedades topoldgicas em espacos generalizados. Inicialmente,
revisamos 0s conceitos basicos de topologia, incluindo exemplos ilustrativos de topologias, e
discutimos as defini¢cdes de conjuntos abertos e fechados. Em seguida, aprofundamos na defini-
¢ao de fecho e interior de conjuntos a partir de uma topologia, apresentando proposicdes e suas
respectivas demonstragdes sobre as propriedades desses operadores.

Na segunda parte do trabalho, focamos em fun¢gdes monotonicas definidas sobre o con-
junto das partes de um conjunto X qualquer, destacando exemplos importantes como a fungao
fecho e a funcdo interior. Introduzimos a no¢@o de conjuntos ~y-abertos apartir de uma fungao

~ definida sobre o conjunto das partes de um conjunto X qualquer e formalizamos a defini¢dao
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de topologia generalizada. Finalmente, apresentamos resultados que demonstram como topo-
logias generalizadas podem ser geradas a partir de fun¢des monotonicas, oferecendo uma nova

perspectiva para o estudo de topologias e ampliando o escopo das topologias tradicionais.

1 Nocoes basicas de Topologia

Nesta secdo serdo apresentadas definicdes e resultados sobre Topologia considerados

pré-requisitos para a compreensao de objetos e resultados abordados na préxima sec¢ao.

Definicdo 1. Sejam (M, d) um espagco métrico e U C M. Dizemos que U é aberto em M (com

respeito a métrica d) se, e somente se, U = int(U).

Em outras palavras, dizemos que U € aberto em um espago métrico M se, e somente se,
para todo a € U, existe r, > 0 tal que Bys(a;r,) C U.
Ou ainda, dizemos que U € aberto em um espaco métrico M se, e somente se, todos os

pontos de U sdo pontos interiores (com respeito a métrica de M).

Proposicio 1. Sejam M um espaco métrico e T = {U € P(M) : U é aberto em M}. As

seguintes afirmagoes sdo vdlidas:
a) DeTeMeT.
b) SeneNeU,,...,U,eT,entaoUyN...NU, €T.

c) Se I é um conjunto qualquer de indices e U; € T, para todo i € I, entdgo | JU; € T.
i€l
Demonstracdo. a) Dado a € M, como By(a;r) C M para todo r > 0, segue que a é ponto
interior de M. Portanto, M é aberto em M e M € T. Agora, () é aberto em M por vacuidade,
isto é, () é aberto em M, pois ele ndo contém pontos que ndo sdo pontos interiores de M.
Portanto () € T.

b) Sejaa € () Uj, entdo a € U;, paratodo j = 1,...,n. Como cada U, é aberto em M,

j=1
existem r; > 0 tais que By(a;7;) C Uj, paratodo j = 1,...,n. Tome r = min{ry,...,r,}.
Note que 7 > 0. Temos que By(a;r) C By(a;rj) C UJ, para todo j = 1,...,n, logo

By(a;r) C ﬂ U, e a é ponto interior de ﬂ U,. Portanto, ﬂ U, é aberto em M e ﬂ U,eT.
Jj= Jj=1 Jj=1 j=1

¢) Seja a € |J U, entdo existe U;, tal que a € U;,. Como U;, é aberto em M, existe r > 0

i€l
tal que Bys(a;r) C Uy,. Assim, By(a;r) C Uy, C |J U; e a é um ponto interior de |J U;.
i€l iel
Portanto, | J U; é abertoem M e |JU; € T. O
iel i€l

Em resumo, a proposi¢do anterior garante que num espago métrico M tem-se que:

a) () e M sdo abertos em M
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b) intersecc¢des finitas de abertos de M sdo abertos de M,

¢) unides arbitrarias de abertos de M sao abertos de M.

Exemplo 1. Seja X = {a,b} tal que a # b. A colecdo T = {0,{a}, X} é um topologia em
X denominada topologia de Sierpinski. O conjunto X = {a,b} munido com a topologia de

Sierpinski é denominado espago de Sierpinski.

Verifiquemos que a colegdo 7 = {0, {a}, X} é uma topologia em X = {a,b}, com
a # b.

i) Nitidamente, temosque ) € T e X € 7.

i) Temosque ) N{a} =0T, 0NX=0eT,{a}NnX={a}eT
ednN{a}NnX=0eT.

iii) Temosque ) U{a} ={a} e T, 0 UX =X e T, {a}UX=X€T
el Ufa}UX=X€eT.

Logo, T satisfaz a trés condi¢des exigidas na defini¢do de topologia. Portanto, 7 = {0}, {a}, X'}

é uma topologia em X = {a, b}.

Observacao 1. Seja X = R™. A topologia T, em R" induzida pela métrica euclidiana é

chamada topologia usual.

Definicao 2. Seja (X, T) um espaco topolégico. Dizemos que U é um aberto em X com respeito

a topologia T se, e somente se, U € T.

Em outras palavras, os elementos de uma topologia 7 num conjunto X sao chamados
de abertos.

O nome aberto para os elementos de uma topologia qualquer estd relacionado com o
fato de que nas topologias metrizdveis, os elementos destas sao subconjuntos abertos do espagco
métrico no sentido da Definigéo [T}

Uma consideracdo relevante a ser feita é que ndo é verdade que interseccdo arbitrdria de
abertos de uma topologia resulta em um aberto da topologia. De fato, considere R munido com

a topologia 7 induzida pela métrica usual. Temos que U,, = (0,1 + %) sdo abertos em R com

respeito 7 para todo n € N. Entretanto, () U, = (1 (0,1 + +) = (0, 1] nfio é um aberto em R
n=1 n=1

com respeito 7.

Definicdo 3. Seja (X, T) um espaco topoldgico. Dizemos que um subconjunto F de X é

fechado em X com respeito a topologia T se, e somente se, F’ C e T, onde F® denota X — F.

Dado um espacgo topolégico (X, T'), denotamos a colegdo de todos subconjuntos fecha-

dos de X com respeito a topologia 7 por F7. Dito de outra forma,

FT={FePX): FFeT}. (1)
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Proposicio 2. Sejam (X, T) um espago topoldgico e F' a colegdo de fechados em X com

respeito a T. As seguintes afirmacdes sdo vdlidas.
a) Ve FTeX € F7.

b) Se I é um conjunto qualquer de indices e F; € F', paratodoi € I, entdo (\F; € F'.
el

c) SenecNeF,....,.F, e F, entio , U...UF, € F7.

Demonstracao. Basta usar o fato que 7 € um topologia e usar as relagdes de De Morgan, a

B n n
saber, (mF) = UFEte (UFJ> = N FL. O
j=1 j=1

icl iel
Proposicao 3. Sejam X um conjunto e F C P(X) uma colecdo com as seguintes propriedades:

i)leFeXcF;

ii) dados I um conjunto qualquer de indices e F; € F, para todo i € I, tem-se [\ F; € F;

iel
iii) dadosn € Ne Fy, ..., F, € F, tem-se que Fy U ... UF, € F.
Se T é uma colegcdo de subconjuntos de X dada por
T={UePX):U'eF}, 2)
entdo T é uma topologia em X e FT = F.
Demonstracao. Basta usar as propriedades de F e usar as relagdes de De Morgan. O

Defini¢ao 4. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Dizemos que A é a aderéncia ou o

fecho de A com respeito a topologia T se, e somente se,

A= N F. 3)

FeF]

Dados (X, 7T) um espago topolégico e A C X, segue da Proposicdo [2} item b), que o
fecho A é um conjunto fechado em X.

Em outras palavras, a Defini¢do M diz o fecho de um subconjunto A de um espago topo-
16gico X € a interseccao de todos fechados em X (com respeito a topologia de X') que contém
A.

Equivalentemente, o fecho de um subconjunto A de um espago topolégico X € o menor

fechado em X (com respeito a topologia de X)) que contém A.

Proposicio 4. Sejam (X, T) um espago topolégico e A C X. Tem-se que A = ad(A).
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Demonstraciio. Seja x € A e suponha que = ¢ ad(A). Se z ¢ ad(A), entdo existe Uy € T tal
que x € Uye UyN A = (). Tomando F, = X — Uy, temos que Fy é fechadoem X e A C Fy,

ou seja, Fy € FJ. Assim, A = ( (| F) C Fy e como x ¢ Fy resulta que x ¢ A, o que é um
FeF}

absurdo. Logo, 7 € A resultaem z € ad(A), isto é, A C ad(A).

Agora, considere # € ad(A) e suponhaque v ¢ A. Sex ¢ A= () F,entdoz ¢ Fy, para
FeF}

algum Fj € .7-"[. Tomando Uy = X — Fy, temos que Uy € T,z € Uye UN A = (). Isto implica
que = ¢ ad(A), o que é um absurdo. Logo, = € ad(A) resultaem = € A, isto é, ad(A) C A.

Portanto, A = ad(A) O
Dado um espaco topolégico X e A C X, como o fecho A é fechado em X e ad(A) = A,

segue que o conjunto de todos os pontos aderentes a A (com respeito a topologia de X)) é um

conjunto fechado em X.

Proposicao 5. Seja (X,7T) um espago topolégico e A, B C X. Se B ¢é fechado em X com
respeito a topologia T e A C B, entdo A C B.

Demonstracio. Como B é fechado em X e A C B entdo B € F}. Logo, pela Definigio E|

tem-se que A = ( () F) C B. Portanto, A C B O
FeFr}

Proposi¢io 6. Seja (X, T) um espago topolégicoe A, B C X. Se A C B, entdo A C B.

Demonstraciio. Segue imediatamente da defini¢ciio de fecho de um conjunto que B C B. As-
sim, A C B C B. Como B é fechado em X e A C B, segue da Proposicio[jque A ¢ B. [

Proposicao 7. Sejam (X, T ) um espago topolégico e A, B C X. As seguintes afirmacdes sdo

vdlidas:

C A.

s

a)

S
o
N

)

=|
I

0.

o

)

UB=AUB.

AN

d)

Demonstracao. a) Segue imediatamente da definicao de fecho de um conjunto.

b) Segue do item a) que A C A. Por outro lado, tomando U = Ae V = A, temos que V é
fechadoem X e U C V. Assim, segue da Proposigﬁoque U C V,ouseja, A C A. Portanto,
A=A

¢) Segue do item a) que () C (. Por outro lado, tomando U = P e V = (), temos que V' é fechado
em X e U C V. Assim, segue da Proposigﬁoque U C V,ouseja, § C (). Portanto, (§ = 0.
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d) Como A € AUBe B C AU B, resulta da Proposicio[6|que A ¢ AUBe B C AUB.
Consequentemente, temos que A U B C A U B. Por outro lado, temos que A U B é fechado
em X e AUB C AU B. Logo, segue da Proposicio |S|que AUB C AU B. Portanto,
AUB=AUB,. O

Proposicao 8. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Tem-se que A é fechado em X

com respeito a topologia T se, e somente se, A = A.

Demonstracio. Temos que A C A, conforme item a) da Proposicdo [7. Por outro lado, to-
mando U = Ae V = A, temos que V' € fechado em X por hipétese e U C V. Assim, segue da
Proposicio[5|que U7 € V, ou seja, A C A. Portanto, A = A. O

Proposicao 9. Se (X, T) é um espago topolégico e A C X, entdo o conjunto int(A) é aberto
em X com respeito a topologia T, isto é, int(A) € T.

Demonstracao. Decorre da definicdo de ponto interior de A, com respeito a topologia 7, que
para cada = € int(A), existe U, € T tal que = € U, C A. Considere a unido destes abertos U,
citados, isto é, |J U,.
z€int(A)
Sejay € |J U,. Segue que y € U,,, para algum z, € int(A). Visto que U,, € T
z€int(A)
e U,, C A, segue por definicdo que y € um ponto interior de A com respeito a 7, isto &,

y € int(A). Logo, |J U, Cint(A). Ainclusdo int(A) C |J U, é bbvia.

z€int(A) z€int(A)
Portanto,
int(A) = | U,. @)
z€int(A)
e como int(A) é uma unido de membros de 7, conclui-se que int(A) € T. O

Definicio 5. Sejam (X, T) um espaco topolégico e A C X. Dizemos que A° é o interior de A

com respeito a topologia T se, e somente se,

A° = U U, 5)
UeT4

onde TA={U e P(X): UeTelUC A}

Em outras palavras, a Defini¢do [5] diz o interior de um subconjunto A de um espago
topolégico X € a unido de todos abertos em X (com respeito a topologia de X) que estdo
contidos em A.

Equivalentemente, o interior de um subconjunto A de um espaco topoldgico X é o maior

aberto em X (com respeito a topologia de X)) que esta contido em A.

Proposicao 10. Se (X, T) é um espago topoldgico e A C X, entdo A° = int(A).
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Demonstragio. Dado v € A° = |J U, tem-se que x € Uy, para algum Uy € T*. Desta
UeT4
forma, temos que Uy € T e x € Uy C A, o que implica por defini¢do que = € ponto interior de

A, ou seja, x € int(A). Logo, A° C int(A).
Por outro lado, dado = € int(A), segue que existe Uy € T tal que a € Uy C A. Assim,

UyeTrexclUyC( U U)=A4° Logo, int(A) C A°.
UeT4
Portanto, A° = int(A). O

Proposicao 11. Seja (X, T) um espago topolégico e A,B C X. Se B é aberto em X com
respeito a topologia T e B C A, entdo B C A°.

Demonstracido. Como B ¢ aberto em X e B C A entdo B € T4. Logo, pela Defini¢do [3]

tem-se que B C ( |J U) = A°. Portanto, B C A°. O
UeT4

Proposicao 12. Seja (X, T) um espago topolégico e A, B C X. Se A C B, entdo A° C B°.
Demonstracao. Segue imediatamente da defini¢do de interior de um conjunto que A° C A.

Assim, A° C A C B. Como A° é aberto em X e A° C B, segue da Proposicdo [IT] que
A° C B°. O]

Proposicao 13. Sejam (X, T ) um espago topologico e A, B C X. As seguintes afirma¢des sdo
vdlidas:

a) A° C A.

b) (A°)° = A°.

c) X°=X.

d) (AN B)° = A°nN B".
Demonstracao. a) Segue imediatamente da definicao de interior de um conjunto.

b) Segue do item a) que (A°)° C A°. Por outro lado, tomando U = A° e V = A°, temos que
U é abertoem X e U C V. Assim, segue da Proposigéoque U C V°, ouseja, A° C (A°)°.
Portanto, (A°)° = A°.

¢) Segue do item a) que X° C X. Por outro lado, tomando U = X e V = X, temos que U
¢ aberto em X e U C V. Assim, segue da Proposi¢do [IT]que U C V°, ou seja, X C X°.
Portanto, X° = X.

d) Como ANB C Ae ANB C B, resulta da Proposi¢o[12]que (ANB)° C A°e (ANB)° C B°.
Consequentemente, temos que (AN B)° C A°N B°. Por outro lado, temos que A°N B° é aberto
em X e A° N B° C AN B. Logo, segue da Proposi¢do[I1]que A° N B° C (AN B)°. Portanto,
(AN B)° = A° N B°. 0
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Proposicao 14. Sejam (X,T) um espago topolégico e A C X. Tem-se que A é aberto em X

com respeito a topologia T se, e somente se, A = A°.

Demonstracdao. Temos que A° C A, conforme item a) da Proposi¢do Por outro lado,
tomando U = Ae V = A, temos que U ¢ aberto em X por hipétese e U C V. Assim, segue da
Proposicao[IT|que U C V°, ou seja, A C A°. Portanto, A = A°. ]

Assim como ocorre em espagos métricos, um subconjunto A de um espago topoldgico
(X, T) é aberto em X se, e somente se, todos os seus pontos sdo pontos interiores com respeito
a topologia de 7. De fato, segue da Proposi¢do [I0]e da Proposicdo [14] que

AeT <= A=A =int(A). (6)
Deixaremos as demonstra¢des das duas proposicdes a seguir a cargo do leitor.
Proposicao 15. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Tem-se que

X —A=(X—-Ay (7

X—-A=(X-A4). (®)

Proposicao 16. Sejam X um conjunto e g: P(X) — P(X) uma aplicagdo com as seguintes

propriedades:
i) g(A) C A, paratodo A € P(X);
ii) g(g(A)) = g(A), para todo A € P(X);
ii) g(X) =X,
v) g(AN B) = g(A)Ng(B), para todos A, B € P(X).
Se T é uma colecdo de subconjuntos de X dada por

T={AeP(X): A=g(A)}, 9)

entdo T € uma topologia em X.

2 Topologia Generalizada

Nesta se¢do, abordaremos o conceito de Topologia Generalizada e conceitos relaciona-
dos a este, bem como nocdes de continuidade quando se adota Topologias Generalizadas para

os dominios e contradominios das fungdes.
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Definicdo 6. Seja X um conjunto. A fungdo v: P(X) — P(X) € dita monotodnica se, e somente
se, para todos A, B € P(X) com A C B, tem-se que v(A) C v(B).

Denotamos por I'(X) a colecé@o de todas as fungdes monotdnicas v: P(X) — P(X).

Exemplo 2. Seja T C P(X) uma topologia em X. Segue da Proposigdo que a fungdo que
associa a cada subconjunto A de X ao seu interior com respeito a topologia T, é monoténica.

Em outras palavras, a fungdo ir: P(X) — P(X) dada por
iT(A) = A°, (10)
€ monotonica.

Exemplo 3. Seja T C P(X) uma topologia em X. Segue da Proposi¢do |§| que a funcdo que
associa a cada subconjunto A de X ao seu fecho com respeito a topologia T, é monoténica.

Em outras palavras, a fungdo cy: P(X) — P(X) dada por

cr(A)=A (11)
é monotonica.
Proposicio 17. Seja X um conjunto. Se v,0 € I'(X) entdo o oy € T'(X).

Demonstragdo. Sejam A, B € P(X) tais que A C B. Como 7 é fungdo monotdnica, tem-se
que A C B implica que 7(A) C v(B). Da mesma forma, como o é fungdo monotdnica, tem-se
que 7(A)

(007)(A)

C ~(B) imlica que o(v(A)) C o(v(B)). Assim, tem-se que A C B implica que
C (o o7)(B). Portanto, o o v é fun¢do monotdnica, isto é, o oy € I'(X). O

Segue da Proposi¢ao (17) que 77 o ¢ € monotdnica.

Definicdo 7. Sejam X um conjunto e ~v: P(X) — P(X) uma fungcdo. Um subconjunto A de
X é dito y-aberto se, e somente se, A C y(A).

Visto que vazio € subconjunto de qualquer conjunto, € claro que () é y-aberto, ou seja,

0 c (D).

Proposiciao 18. Sejam X um conjunto, I um conjunto ndo-vazio de indices e v: P(X) —

P(X) uma fungdo. Se y € monoténica e A; é y-aberto, para todo i € I, entdo | J A; é y-aberto.
iel

Demonstragdo. Por hipétese, como cada A; é y-aberto, segue por definicdo que A; C v(A;),

U4 c U (12)

el el

donde resulta que
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Como v é monotonica, para cada j € [ segue por defini¢do que
iel iel
€, consequentemente,

) cvy (UA> (13)

i€l 1€l

Segue de (12)) e (13) que
Jaicy (U Ai> .

icl iel
Portanto, | J A; é y-aberto. O
iel

Definicao 8. Sejam X um conjunto, I um conjunto ndo-vazio de indices e G C P(X) uma
colegdo de subconjuntos de X. A cole¢cdo G é uma topologia generalizada de X se, e somente

se, as seguintes condigcoes sdo satisfeitas:
(i) D €G.
(i) Se A; € G, para todo i € 1, entdo | J,c; Ai € G.
E claro que toda topologia em X é uma topologia generalizada em X.

Proposicao 19. Seja X um conjunto e v € T'(X) uma fungcdo monoténica. A colegdo de

subconjuntos de X dada por
G, ={A e P(X)|Aé~-aberto} (14)
€ uma topologia generalizada de X.

Demonstracdo. De fato, isto decorre imediatamente do fato que vazio € sempre y-aberto e da
Proposicao 18] O

Como corolario da proposi¢cdo anterior segue que as seguintes proposi¢cdes sdo casos

particulares de topologias generalizadas.

Corolario 1. Sejam (X, T) um espaco topolégico e i a funcdo interior associada a T. A

colec¢do de subconjuntos de X dada por
Ti={AecP(X)|Aéi-aberto} ={AcP(X)|AcC A%} (15)

€ uma topologia generalizada em X e, além disso, T, = T.
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Demonstragdo. Como i é uma fun¢do monotonica, segue da Proposi¢do [I19que 7; € uma topo-
logia generalizada em X. Além disso,

Ti={A € P(X)|Aéiaberto} = {A € P(X)|AC A°}
={AeP(X)|A=A}=T.

]

Corolario 2. Sejam (X, T ) um espago topoldgico e ¢ a fungdo fecho associada a T. A colegdo
de subconjuntos de X dada por

T.={A € P(X)|Aéc-aberto} = {AcP(X)|AcC A} (16)

é uma topologia generalizada em X e, além disso, T, = P(X).

Demonstracdo. Como ¢ ¢ uma fun¢do monotdnica, segue da Proposi¢ao[I9que 7; é uma topo-

logia generalizada em X. Além disso,
T.={A € P(X)|Aécaberto} = {A € P(X)|AC A} =P(X).

O

Corolario 3. Seja (X, T) um espaco topoldgico. As seguintes colecdes de subconjuntos de X

sdo topologias generalizadas:

(i) Ta ={A € P(X)|Aé (coi)-aberto} = {A € P(X)|AC (A°)}.

(ii) T = {A € P(X)|Aé (ioc)-aberto} = {A € P(X)|AcC (A)°}.

(iii) Tae = {A € P(X)| A ¢ (coioc)-aberio} = {A € P(X)| A ((4)°)}.

(iv) T = {A € P(X)| Aé (iocoi)aberto) = {A e P(X)|AC (W)H.

Demonstragdo. Visto i e ¢ sdo fungdes monotonicas, segue diretamente da Proposicdo [I9] que

as composig¢oes relativas a tais fungdes geram topologias generalizadas em X. 0

Observacao 2. As topologias generalizadas geradas pelas composicoes entre as funcoes i e ¢
também sdo chamadas de semi-abertos (v = ci), pré-abertos (v = ic), B-abertos (v = cic) e

a-abertos (v = ici).

3 Conclusao

Neste trabalho, exploramos a extensao dos conceitos cldssicos de topologia através da
introducao de topologias generalizadas. A partir das defini¢des fundamentais de topologia, con-

juntos abertos e fechados, fecho e interior, avangcamos para a andlise de funcdes monotonicas
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e sua aplicacdo na geracdo de topologias generalizadas. As proposicdes e demonstracdes apre-
sentadas ao longo do estudo refor¢cam a robustez tedrica dessas novas estruturas, evidenciando
sua capacidade de ampliar o escopo das topologias tradicionais e oferecer novas ferramentas
para o estudo de estruturas da drea de Topologia.

Os resultados obtidos demonstram que as topologias generalizadas introduzem novas
perspectivas e possibilidades de aplicacdo. A definicdo de conjuntos ~y-abertos e a formaliza-
cdo de topologias generalizadas a partir de fungdes monotdnicas abrem caminho para futuras
pesquisas e aplicagdes na drea da Topologia. Este estudo, portanto, contribui para o avango do
conhecimento em Topologia, oferecendo uma base sdlida para investigagdes futuras e potenci-

alizando o desenvolvimento de novos estudos.
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Resumo. Neste trabalho, foi relizada uma andlise comparativa entre as empresas listadas na bolsa
de valores brasileira (B3): Itatisa e Weg em relacdo a renda fixa nos resultados nos tltimos 9
anos a fim de observar qual seria mais rentdvel ao final deste periodo para um perfil de investidor
conhecido como Buy & Holder. Os resultados indicaram favoravelmente manter Itatisa como
empresa de investimento a longo prazo para investidor no perfil Buy and Holder. Enquanto a Weg
foi boa escolha para investidores de longo prazo mas com o objetivo de ganho de capital, ou seja,
comprando as agdes e vendendo depois de um tempo na carteira. Para ambos perfis, manter o
dinheiro na renda fixa no apresentou vantagens.

Palavras-chave: investimentos; renda fixa; renda variavel;

Introducao

Escolhemos as agdes das Itatisa(ITSA4) e Weg(WEG3) com base no perfil de inves-
timento: Buy & Holder (mantém as acdes para receber proventos ao invés de simplesmente
vendé-las por conta do preco de mercado). E para a renda fixa, usamos a taxa SELIC como
referéncia. Levando em consideracdo as taxas e valores no primeiro dia (de mercado) de cada
ano, desde 2015 a 2023. As comparagdes foram feitas com diferentes métricas, ora utilizando

aportes unicos no inicio do periodo, ora com aportes adicionais ao decorrer do tempo.



Comparativo entre renda fixa e varidvel para investimentos de longo prazo.

1 Metodologia

Afim de diversificar os cendrios de investimento, quatro critérios foram tomados: (1)
Rendimento bruto por ano; (2) Rendimento bruto com aportes anuais para ambas (R$1000,00);
(3) Rendimento bruto com reinvestimento dos dividendos e bonificacio em ITSA4; (4) Ren-
dimento bruto com reinvestimento dos dividendos e bonificacdo em ITSA4 e, juntamente com
aportes anuais em ambas.

Através dessa andlise, podemos decidir qual o investimento que trouxe mais retorno no

mesmo periodo de tempo.

2 Analise das acoes

Através dos dados coletados e das péaginas da relacdo do investidor, faremos a compa-
ragdo do ganho de capital obtido ao se investir R$1000 a cada ano, e reinvestindo todos os

proventos pagos pelas empresas.

2.0.1 Analise da Itaasa

A Itausa € uma holding que foi fundada em 1966 com o nome "Banco Itat de Inves-
timento S.A". Em 1991 mudou seu nome para "[tatsa - Investimentos Itai S.A".Tem valor
de mercado de cerca de 115 bilhdes de reais. E a principal controladora do banco Itad, tendo
51% de suas agOes, além disso, opera investindo em diversos setores da economia, por exem-
plo:Elekeiroz, era detentora dessa empresa que atua no setor quimico até vender sua partici-
pacdo em 2018; Dexco (anteriormente Duratex), controla 40% de suas a¢des, uma empresa
que fabrica produtos de madeira, louga sanitéria, etc, que sdo usados tanto na construgdo civil
como na industria de méveis; Copagaz, empresa que se especializa na venda de gés de cozinha.
Ademais, tem um hitérico de pagamento de dividendos e pouca volatilidade no faturamento e

preco de suas agdes, além de alta liquidez.

1. Analise de aporte tinico no inicio do periodo

Reparamos pela figura [I| que entre os anos de 2017 e 2018 os rendimentos brutos (des-
considerando reinvestimentos) da Itatisa comegaram a superar a SELIC. Essa diferenca
continua se acentuando até o comego do ano de 2020, onde comeca a sofrer uma queda
devido a pandemia, chegando mesmo a ter um rendimento inferior a SELIC, porém logo

retoma em ritmo de crescimento no final de 2022.

A tabela[T]apresenta os resultados da analise para itausa condizente ao provento por agio,

preco da acdo e a taxa selic ao final de cada ano em estudo.
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Tabela 1: Dados Itausa

Ano Proventos Preco Bonificacio Taxa Selic

2023 0.64 7.32 0.05 0.1375
2022 0.50 6.96 0.10 0.1075
2021 0.49 8.21 0.05 0.0200
2020 0.22 9.73 0.00 0.0425
2019 0.87 7.85 0.00 0.0650
2018 1.05 5.74 0.00 0.0675
2017 0.98 4.08 0.10 0.1300
2016 0.58 2.83 0.10 0.1425
2015 0.45 3.38 0.10 0.1225

Fonte: O autor
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Figura 1: Rendimento bruto com R$1000,00 anuais
Fonte: O autor.

2. Anadlise com aportes anuais sem proventos

Notamos pela figura 2 que caso além dos R$1000,00 anuais investidos, reinvestissemos
0s proventos, obteriamos um resultuado bem mais expressivo. Depois da metade de 2016
os resultados superam significativamente os da SELIC e a queda em 2020 € atenuada

dessa maneira. Em nenhum momento ha um rendimento inferior ao da SELIC.

XV Semana de Matemaética do Pontal - 2024, p. 90.



Comparativo entre renda fixa e varidvel para investimentos de longo prazo.
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Figura 2: Investimentos anuais de R$1000 e reinvestindo proventos
Fonte: O autor.

3. Anadlise com aportes anuais e reinvestimento de proventos

De acordo com a figura 3] se o investidor fez um tnico aporte de R$1000,00, somente
ap6s 2018 havera um rendimento que venha a superar o da SELIC no mesmo periodo.
No entanto, a partir desse momento o rendimento cresce a um ritmo mais acelerado em
compragdo com a SELIC. Porém, assim como no primeiro caso, houve uma forte queda

em 2020, que s6 se reverteu apds 2022.

— ltausa
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Figura 3: Aporte tnico de R$1000,00 no inicio do periodo
Fonte: O autor.

2.0.2 Analise da WEG

A tabela [2] apresenta os resultados da analise para itausa condizente ao provento por
acdo, preco da acdo e a taxa selic ao final de cada ano em estudo.
A WEG ¢ uma empresa multinacional que foi fundada em Santa Catarina no ano de

1961. Sua especialidade € na fabricacdo de produtos para o setor elétrico e industrial. Atual-
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Tabela 2: Dados WEG

Ano Proventos Preco Bonificacio Taxa Selic

2023 0.58 38.50 0.00 0.1375
2022 0.49 32.72 0.00 0.1075
2021 0.60 37.92 0.00 0.0200
2020 0.41 17.45 0.00 0.0425
2019 0.32 8.81 0.00 0.0650
2018 0.32 9.37 0.30 0.0675
2017 0.32 5.92 0.00 0.1300
2016 0.34 5.72 0.00 0.1425
2015 0.50 5.92 0.00 0.1225

Fonte: O autor

mente € uma das maiores empresas do mundo nesse setor econdmico. Tem fabricas em mais
de 10 paises, 14 apenas no Brasil, concentradas na regido Sudeste e Sul, além de uma fabrica
em Manaus no Amazonas. Suas instalacdes de distribui¢do e comercializagdo de produtos estao
espalhadas em mais de 100 paises. Com seu valor de mercado de cerca de 222 bilhdes de reais,
¢ uma das maiores empresas da B3. Apesar de ndo ter um Dividend Yield como o da Itatsa,
a WEG ainda € uma 6tima opcdo para o investidor que deseja ter uma carteira centrada em

estratégias de Buy & Hold.

1. Analise de aporte tnico no inicio do periodo

E importante ressaltar que, quando analisamos um tnico aporte no inicio do periodo,
esse aporte serd capaz de comprar um certo nimero de acdes, € essas se mantém até o
fim do periodo, seu patrimdnio nessa andlise € igual a quantidade de agdes possuidas
multiplicado pelo preco da a¢ao naquele periodo. Enquanto isso, a SELIC fica rendendo
e aumentando o capital sobre o qual ela rende continuamente. Analisando o periodo entre
2015 e 2018 com a figura] fica claro que o rendimento bruto de R$1000,00 foi superior
na SELIC, e a WEG perde, chegando um momento onde seu valor € menor do que o inicial
por volta de 2017. Porém, com o elevado aumento do preco das a¢des sofridas pela WEG
por volta de 2020, hd um aumento de 500% em relagdo ao inicial de R$1000,00
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Figura 4: Aporte Unico de R$1000,00 no inicio do periodo
Fonte: O autor.

2. Andlise com aportes anuais sem proventos

Pela ﬁgura onde sao feitos aportes iguais anualmente de R$1000,00, ao final de 9 anos,
seu patrimdnio com a WEG sera de cerca de R$30000,00. enquanto apenas utilizando a
SELIC ele chega a cerca de R$15000,00. Ou seja, mesmo sem utilizarmos os proventos
para "turbinar"os rendimentos obtidos reinvestindo na empresa, a WEG ainda se mostrou
uma op¢ao mais vantajosa em relagdo a SELIC no longo prazo. No curo prazo, entre 2015
e 2017 por exemplo, o ndo reinvestimento dos proventos acarretou numa rentabilidade
inferior a da SELIC, porém, em quase todos os outros intervalos de tempo, seu resultado

foi superior.

— Weg

selic
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15000 4
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Figura 5: Aportes anuais de R$1000,00 sem reinvestimento de proventos
Fonte: O autor.
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3. Analise com aportes anuais e reinvestimento de proventos

Podemos ver pela figura [f] que entre os anos de 2015 e 2017, os rendimentos obtidos da
WEG investindo R$1000,00 por ano e reinvestindo os proventos foram semelhantes ao
da SELIC. Porém, a partir de 2017, ha um crescimento no preco da a¢do dessa empresa,
chegando a apresentar um aumento de cerca de 50% entre 2017 e 2018, 98% entre 2019 e
2020 e 117% entre 2020 e 2021. Esses aumentos constantes foram responsaveis por esse

rendimento tdo elevado em relacdo a SELIC

60000 — Weg
selic
50000 1
40000 1
30000 4

20000+

10000 4

—

T T T T T T T T T
2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023

Figura 6: Aportes anuais de R$1000,00 com reinvestimento de proventos
Fonte: O autor.

3 Conclusoes

Um investidor com um perfil de longo prazo que utiliza de estratégias como Buy & Hold
(mantém as acOes para receber proventos ao invés de simplesmente vendé-las por conta do preco
de mercado) pode auferir lucros maiores investindo seu dinheiro em boas empresas (renda va-
ridvel) do que investindo no tesouro SELIC (renda fixa). As empresas escolhidas por tal in-
vestidor devem ser aquelas que nao aptesentem muita volatilidade de rendimentos A Itausa foi
escolhida para andlise por ter um historico de pagamento de dividendos, ter um alto Dividend
Yield (7,25%) e um rendimento cerca de 166% maior em relacdo a SELIC nesses 9 anos. To-
das essas caracteristicas fazem dessa empresa uma 6tima opg¢do para o investidor com o perfil
anteriormente meniconado. Ja a Weg, apesar de ter um Dividend Yield menor que o da Itausa
(1,38%), teve um aumento no preco em de sua acdo comparando o preco entre 2023 e 2015, é
possivel notar um aumento de cerca de 550%, o que resultou num grande ganho de capital, para
o investidor que teve oportunidade de investir na empresa quando seu preco era menor. Hoje,
seu elevado preco traz empecilhos a quem deseja comprar suas acdes. Como pudemos ver pe-
los gréficos anteriores, usando estratégias de reinvestimento de proventos, ambas as empresas

tiveram rendimentos significativamente maiores comparado com a SELIC no mesmo periodo.
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Resumo. O presente trabalho utiliza ferramentas do Célculo Diferencial, como a derivada, para
determinar o volume maximo de uma caixa, dada sua forma de construgao especifica e respeitando
sua geometria. Nele apresentamos os conceitos relativos ao estudo de valores extremos locais
e absolutos para funcdes reais de uma varidvel real, enunciamos o Teorema de Weierstrass, que
fornece condicdes para a existéncia dos valores extremos de uma fungao continua em um intervalo
fechado e exibimos um método para obten¢do destes valores. A udltima parte do trabalho é dedicada
a resolucao do problema proposto utilizando as técnicas matematicas anteriormente apresentadas.

Palavras-chave: célculo diferencial; otimizagao; caixa.

Introducao

Um dos ramos mais explorados nas aplicacdes do Célculo Diferencial € a Otimizagdo, que
consiste basicamente em modelar um problema do cotidiano através de alguma funcdo e buscar
resultados “6timos", do ponto de vista pratico. Por exemplo, realizar um trabalho em menor
tempo possivel, fabricar determinado produto com o minimo de desperdicio de material, obter
recipientes com dreas minimas e/ou volumes maximos, etc.

Note que em todos os exemplos citados utilizamos os termos “maximo" ou “minimo".
Em geral, as solucdes que buscaremos para os problemas em Otimizagdo requerem a busca por
valores maximos e/ou minimos para determinadas fungdes que os modelam.

Neste trabalho introduziremos os conceitos matemdticos de extremos absolutos de uma

funcdo (valores mdximo e minimo absolutos) e daremos condi¢des minimas para a existéncia de
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extremos absolutos para determinadas funcdes. Por fim, utilizando um método para determinar
tais extremos, baseado na aplica¢do do conceito de derivada, resolveremos um problema prético.

O problema pratico resolvido consiste na obten¢do da melhor forma geométrica possi-
vel para que uma determinada caixa tenha um volume maximo, partindo do principio que sua
construgdo requer um determinado padrao.

Toda a ideia do trabalho € baseada nos conceitos presentes nas referéncias [EZZI (2013)
e STEWART] (2006).

Maximos e Minimos e o Teorema do Valor Extremo
Seja f : X — R uma funcio real definida num dominio X C R.

Definicao 1. Dizemos que f tem um valor maximo absoluto (respectivamente valor minimo

absoluto) em um ponto c € X se
f(z) < flo),

para todo v € X (respectivamente, f(x) > f(c) para todo x € X). Tais valores (no caso, a

imagem f(c)), quando existem, sd@o denominados valores extremos de f.

A figura 1 mostra o grafico de uma fun¢do f com valor mdximo absoluto em b e valor

minimo absoluto em c.

Figura 1: (b, f(b)) é o ponto mais alto no gréfico, e (¢, f(c)) o mais baixo.

Fonte: Os autores
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Observacao 1. Uma funcdo pode assumir apenas um de seus valores extremos, como é o caso,
por exemplo, da fungdo f : R — R da da por f(x) = x*. Tal fungdo assume seu valor minimo

absoluto em x = 0, porém ndo assume um valor mdximo absoluto.

Observacao 2. Uma funcdo também pode ndo assumir seus valores extremos, como ocorre

com a fungdo identidade f(x) = x, nos niimeros reais.

Observacao 3. Existem outras fungoes (descontinuas, por exemplo) que, mesmo tendo imagem

limitada, ndo possuem extremos absolutos. (Ver STEWART| (2000), pdgina 281)

O teorema a seguir fornece condic¢des suficientes para que uma determinada funcdo real

assuma seus valores extremos em seu dominio de defini¢ao.

Teorema 1 (Teorema do Valor Extremo, Weierstrass). Toda funcdo continua definida em um
intervalo fechado assume seus valores extremos nesse intervalo. Ou seja, se f é uma funcdo

continua definida num intervalo fechado |a, b, existem c e d em |a, b] tais que

fle) < f(z) < f(d) (1)
para todo x € [a,b].

Demonstracao. Ver PAPA NETO (2011)), paginas 110 e 111. ]

Observacao 4. “Assumir”, no texto, é no sentido de “tomar para si.” Isto significa que a funcdo

toma para si seus valores extremos.

Definicao 2. Dizemos que f tem um valor maximo local (respectivamente valor minimo local)

em um ponto c € X se
fx) < flo),

para todo x € X numa vizinhanga de c. (respectivamente, f(x) > f(c) para todo x € X numa

vizinhanga de c). Tais valores, quando existem, sdo denominados valores extremos locais de

f.

Observacao 5. Ndo entraremos em detalhes aqui sobre o conceito topoldgico de “vizinhanga"
de um ponto. Aqui, considere que vizinhanca de um ponto é simplesmente um intervalo aberto

contendo o ponto em questao.

Note que na Figura 1 os pontos b,d e m sdo pontos onde a funcdo apresenta valores
maximos locais, enquanto os pontos a, c € e sdo pontos onde a fun¢do apresenta valores minimos
locais.

Uma andlise grafica nos permite avaliar que no exemplo da Figura 1 a decisdo sobre
os extremos absolutos da funcao se deu considerando o menor e o maior dos valores extremos
locais para, respectivamente, valor minimo absoluto (f(c¢)) e valor maximo absoluto de f (f(b)).

Outras observacdes pertinentes dizem respeito as caracteristicas da fungdo f:
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f € continua em [a, b|;

f é derivavel em (a, b), exceto em ¢ (onde o grafico apresenta uma “cuspide");

nos pontos do intervalo (a,b) onde f possui um extremo local, ou f’(z) = 0 (caso de
b,d e e) ou f'(x) ndo existe (no caso de ¢). Chamamos de ponto critico um ponto do
dominio de f onde a derivada se anula ou ndo existe. Assim, os pontos b, c,d e e sdo

pontos criticos de f.

Observacao 6. Convém observar aqui que estamos analisando a derivada segundo sua inter-
pretagcdo geométrica: inclinagdo de retas tangentes ao grdfico da curva y = f(x), conforme
Secdo 2.7, pagina 151, da referéncia STEWART)(2000).

Método do Intervalo Fechado

Para encontrar os valores extremos absolutos de uma funcio continua f em um intervalo fe-
chado [a, b] (garantidos pelo Teorema do Valor Extremo) devemos encontrar todos os valores
extremos locais e compard-los. O maior deles serd o valor maximo absoluto e o menor deles

serd o valor minimo absoluto de f em [a, b]. Basta entdo proceder da seguinte forma:

1) Encontre os pontos criticos de f em (a,b) e os valores de f nestes.
2) Encontre f(a)e f(b).
3) O maior valor das etapas 1 e 2 € o valor maximo absoluto, e 0 menor dentre esses valores

€ o valor minimo absoluto.

Problema da Caixa

Usando um pedago quadrado de papeldo com 30 cm de lado construiremos uma caixa sem tampa
no formato de prisma retangular. Para fabricar esta caixa serdo cortados quadrados iguais dos
quatro cantos e os lados que sobram serdo dobrados para cima (Veja figuras 2 e 3).

O objetivo aqui € encontrar o valor do comprimento x a ser cortado de forma a obter
uma caixa com o maior volume possivel. Em termos mateméticos entdo, estudaremos a fungao
volume V' = V(x), em fun¢@o do valor x, comprimento do lado do quadrado a ser cortado.

Observando as figuras 2 e 3 podemos concluir que:
e A caixa tem altura x cm;
* A base da caixa € quadrada de lado 30 — 2z.

Logo, a fungdo que descreve o volume da caixa em fun¢do de = é dada por:

V=V(z)= (30 - 22)* . (2)
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Figura 2: Caixa Planificada.

30

Fonte: Os autores

Note que a fungdo V, dada em (2)), é um polindmio de grau 3, portanto, derivavel (logo,
continua) em R. Porém, como trata-se de um problema pratico, o dominio real a ser considerado
deve ser menor, visto que ndo faz sentido z < 0 jd que = é o comprimento do lado do quadrado
a ser cortado, e também nao faz sentido x > 15 ja que o comprimento do lado do pedaco de

papelao € 30 cm.

Assim, chegamos ao dominio inicial (0, 15), que é um intervalo aberto. Entretanto, a fim
de utilizar o Teorema do Valor Extremo e o Método do Intervalo Fechado, nao hé prejuizo em
considerar o dominio de V' como o intervalo fechado [0, 15], uma vez que V' (0) = V(15) = 0.
Ou seja, tanto em z = 0 quanto em x = 15 teremos um valor minimo absoluto para a fungdo V'

€ nao 0 maximo, cCoOmo queremos.

O problema tem solucdo garantida pelo Teorema do Valor Extremo, ja que V' € continua
no intervalo fechado [0,15]. Assim, existe o valor de ¢ em [0, 15] tal que V' (¢) é maximo
absoluto. Como volumes sdo sempre positivos e V' (0) = V(15) = 0, temos, pelo Método do

Intervalo Fechado, que ¢ deve estar no intervalo aberto (0, 15).
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Figura 3: Caixa em perspectiva.

30 - 2x
30 - 2x

Fonte: O autores

Vamos aos cédlculos para encontrar os pontos criticos de V' no intervalo (0, 15):

Viz) =(30—-22)* x
= 900x — 12022 + 4a3.

Logo,
V'(z) =900 — 240z + 1222
= 12(2* — 20x + 75),
ou seja,
V'(x) = 12(2® — 202 + 75).
Dai V'(z) =0sex = 5oux = 15.

Desde que em = = 15 ja vimos que V' tem um minimo absoluto, a solu¢do procurada é

z = 5. O volume maximo da caixa € entio:
V(5) = (30 —2-5)?-5 = 2000.

Isto €, a caixa terd o volume maximo de 2000 centimetros cibicos (ou 2 litros), bastando para
isso cortar pedacos quadrados de 5 cm de lado nos quatro cantos do pedaco maior de papeldao
de 30 cm de lado.
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Conclusao

Neste trabalho abordamos as derivadas, bem como o Método do Intervalo Fechado e o Teo-
rema do Valor Extremo e concluimos o volume médximo de uma caixa. Ao aprofundar nesta
area, este trabalho contribuiu e foi muito importante para o nosso aprendizado, visto que nos
permitiu conhecer e compreender melhor certas dreas da Matematica. Além de ter nos permi-
tido desenvolver habilidades em outras dreas, como por exemplo o sistema LaTeX, abrangendo

assim nosso conhecimento e nos preparando para o Ensino Superior.
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Resumo. O presente trabalho utiliza a teoria de semigrupos lineares aplicada a solugdes de equa-
¢oes diferenciais parciais (EDP) lineares e semilineares, mais especificamente, estudamos a exis-
téncia e unicidade de solugdes da equacio de onda através da teoria de semigrupos lineares.
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Introducao

Neste trabalho estudamos dois problemas de valor inicial, o primeiro, do tipo linear:

Ut — Au + U = 0 (t,x)E]R+><R” (1)
w(0) = wo, wo € HY(R?), e u(0)= w, u € L2(R")
e o segundo problema semilinear, dado pelas equagdes:
uy — Au +uy = |ul? (t,x) € Ry x R™
2)

u(0) = uy, u(0) = wi, wo€ H'(R") e wuy €L*R")

Sendo p € R satisfazendo, 1 < p < 5 se,n > 3,1 < p < oosen = 1,2. Nossa estratégia €

reescrever o problema linear, fazendo uma mudanca de varidavel, na forma

U+ AU =0, sendo A: D(A) C H — H, um operador linear ilimitado, e
(3)
U(0) =U, H um espago de Banach.

Podemos observar que a equagdo dos problema (IJ) se trata de uma EDP, ja (3) ¢ uma equagdo

diferencial ordinaria (EDO) de primeira ordem.
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1 Definicoes e resultados preliminares

Definicdo 1. Seja X um espago de Banach. Uma familia {S(¢) };>0, a um pardmetro {S(¢) :
t > 0} C L(X), de operadores lineares limitados é um semigrupo de operadores lineares e

limitados de X se:
(i) S(0) = I, onde I é o operador identidade em X;
(i) S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s € RT. Se, além disso, tivermos

(iii) lim |[S(t) — I]z|| = 0, Vz € X, diremos que o semigrupo é de classe C, ou fortemente
t—0

continuo.

Como veremos a solu¢do do problema (3) serd dada por U(t) = S(t)Up, onde S(t) é um

semigrupo de classe Cy gerado por A.

Definicdo 2. Seja X um espago de Banach e {S(¢) };>¢ um semigrupo de classe . Seu gerador
infinitesimal é o operador linear definido por A : D(A) C X — X, onde

. (S (h) —1 ) . }
lim { —— | x existe ;,
h—0+t h

Az = lim (%) v, Vae D(A).

D(A) = {xeX

e definimos

Observacio 1. Para um semigrupo {S(t)}:>o de Classe Cy:

(a) Se existe uma constante M > 1 tal que ||S(t)||zx)y < M Vt > 0, entdo {S(t)}i>o € dito

uniformemente limitado.

(b) Se M =1, isto é,

S|l zex) < 1,Vt >0, entdo diz-se que {S(t)}i>0 € de contragdo.

(c¢) Faremos uso da notagdo A € G(M,w), para indicar que o operador A é gerador infini-

tesimal de {S(t) }+>0, em que o semigrupo satisfaz a condi¢do

1S()]lex) < Me™, t > 0.

(d) Quando w =0, A € G(M,0) em que {S(t)}+>0 satisfaz (a).
(e) Quando M =1ew =0, A € G(1,0) em que {S(t)}+>0 satisfaz (b).
Proposicao 1. Seja A o gerador de um semigrupo {S(t)}i>o de classe Cy. Temos que:
1. Sex € D(A) et >0, entdo S(t)x € D(A) e a fungdo RT — X dada port — S(t) é

d
ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

diferencidvel e,
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t ¢
2. Parau € D(A), S(t)x — S(s)x = / S(1)Axdr = / AS(T)xdr.
1 t+h
3. Parax € X et €Rcomt >0, lim—/ S(r)xdr = S(t)x.
h—0 h n

t t
4. Parax € X, tem-se/ S(s)xds € D(A) ealém disso, A = </ S(s)xds) =S(t)r — x.
0 0

Demonstracao. A demonstracdo pode ser verificada em RIVERA|(2007). [

Teorema 1 (Lumer-Phillips). Seja A : D(A) C X — X um operador linear com dominio

denso em um espago de Banach X.

(i) Se A é dissipativo e existe \g > 0 tal que R(A\ol — A) = X, entdo A € G(1,0).

(ii)) Se A € G(1,0) sobre X, entdo R(N — A) = X paratodo A > 0 e A é dissipativo.

Demonstracao. Para demonstracio veja a referéncia| GOMES] (1985). [

1.1 O problema de Cauchy abstrato (PCA)

Para estudar a existéncia e unicidade de solu¢do da equagdao da onda ndo homogénea conside-

raremos o seguinte problema de valor inicial:

du
E(zf) + Au(t) = f(u(t)), t>0

u(0) = ug, ug € D(A)

: “)

onde A : D(A) C X — X é um operador linear num espaco de Banach X que gera um
semigrupo {S(t)}:>o de classe Cp e f : R — X uma fung¢io continua. Também dizemos que

() é um PCA ndo homogéneo para A com valor inicial em .

Defini¢do 3. Uma fungdo u : R™ — X é uma solug@o forte de @) se u € continua, continua-
mente diferencidvel em (0, 00), com u(t) € D(A) Vt > 0, e u satisfaz ().

Definicao 4. Um PCA para o qual valem existéncia, unidade e dependéncia continua nos dados

iniciais e/ou de contorno é um problema bem posto no sentido de Hadamard.

Seja u = u(t) comt > 0 uma solugdo forte de (@) e {S(t)},>0 0 semigrupo de classe Cy
gerado por A, considerando a fungio w(s) = S(t — s)u(s) diferencidvel para 0 < s < ¢ e por

(), encontramos
dw

o) = S(t=9)1(s) ®
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td t
como f € continua, podemos integrar (5 de 0 a ¢, assim / d—w(s)ds = / S(t—s)f(s)ds,e,
o as 0

usando a defini¢do de w(s), concluimos que

u(t) = S(t)ug + /Ot S(t—s)f(s)ds. (6)

Essa é uma condi¢@o necessdria para que u seja solugio forte do problema de valor inicial ().
Deste modo uma solugio cléssica do problema (), com f continua, tem a forma dada em (6] e

consequentemente € Unica.

2 Aplicacio da Teoria de Semigrupos

Como vimos no inicio, estudamos a boa colocac@o do problema linear abaixo:

uy —Autu, = 0, (t,z) e Ry xR" 7
w(0) = wug, w(0) =1 (8)

sendo
ug € H'(R™) e u; € L*(R™). 9)

Formulacao abstrata do problema - Defina v = ;. Assim, temos u;—v = 0 e vy = uy
e substituindo em (7)-(9) obtemos

vp—Au+v=0emR,; xR"

(10)
U — U :OemR_,_XR”
U Up -1
denotando U = , Uy = e A= , podemos reescrever o pro-
v Uy -A 1
blema (7)-(), no seguinte PCA,
d
—U+AU =0,t>0 . ) )
dt , definindo os espagos fases como H = H*(R") x L*(R"). (11)

U(0) = U,

O operador diferencial A em é definido por A : D(A) ¢ H — H, com dominio
D(A) = H*(R") x H'(R").
Existéncia - O pr6ximo passo para provarmos a existéncia da solu¢cdo é mostrar que o

operador A gera um semigrupo de classe Cj. Para isso € necessdria a proposi¢do abaixo:

Proposicio 2. Sejam A € G(1,0) e B € B(X). Entdo A+ B € G(1, || B]|).

Demonstracao. Para demonstracio veja a referéncia RIVERA!(2007)). O
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Agora mostremos que A é gerador de um semigrupo de classe Cp, observamos que,

0 -I 0 -1 0 O
= = + , entdo podemos escrever A = A’ + B
A T -A+1 I -1 0
com A" = 0 - ,e B= 00 .
-A+1 1 -1 0

Como D(A) = D(A’), resta provar que A’ € G(1,0) e B € B, e usar a Proposi¢do
para concluir que A € G(1,||B]|). A prova de que A" € G(1,0), segue dos Teorema de
Lax-Milgram (Ver BREZIS| (1985)) e o Teorema da regularidade eliptica (Ver BREZIS| (1983))).

Para isso, deve-se mostrar que:

1. A’ é dissipativo, isto é (A'U, V) >0 VU € D(A');

2. A’ é maximal, ou seja, dado F' = / € H,existe U = u] € D(A), tal que
g v
(A + 1)U =F, (12)

e concluimos pelo Teorema de Lumer- Phillips que A’ € G(1,0).

E para mostrar que B € B(H), isto é, o operador B é uniformemente limitado. verificamos que

o = | %ol <112

< Nl < flellar + vl = U=

= [lulle2
H

Assim, pela Proposicao 2} A = A’ + B € G(1,||B||). Logo o problema (TT) com dado inicial
Uy € D(A) tem como solugdo U(t) = S(t)Up, sendo S(t) o semigrupo de classe Cyy gerado por
A.

Afirmamos que para Uy = 0l e D(A), U(t) = S(t)Uy, é solugdo do problema de
Uy
valor inicial (TI). De fato, aplicando a proposi¢ao [I] concluimos que
(@) U(t) = S(t)Uy € D(—A) = D(A);

& Yy - %(S(t)UO) — _AS()Us = —AU(1), ¢ > 0;

(c) U(0) =S5(0)Uy = Uy, pois S(0) = 1.

De b) e ¢) resulta que a fungdo U € diferencidvel em ¢ > 0 e satisfaz o problema de valor
inicial (11). Uma vez que para Uy € D(A), temos que

U(t) = S(t)Uy € D(A),
e do fato que S(¢) é continua resulta que U € C([0,00); D(A)). Além disso,

U'(t) = —AU(t) = —AS()Uy = —S(t) AU, € H.
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Como U'(t) = S(t) AU, é fungdo continua, concluimos que U € C'([0, 00); H), logo

U e CY[0,00); H) N C([0,00); D(A)). (13)

u
] € solucdo de se obtém em particular que v = .
v

e ! ([o, o0); H(R") x L2(R”)> N c([o, o0); HA(R™) x Hl(R")).

Analisando (T3): Do fato que U =

Assim

U:

Uy
Isso mostra que,

1. Comou € C*([0,00); H'(R™)) e uy € C*([0, 00); L*(R™)), obtemos, u € C?([0, oc); L2(R™));

2. Comou € C([0,00); H*(R™)) e uy € C ([0, 00); H'(R™)), obtemos, u € C([0, c0); H'(R™)).

Se os dados iniciais (ug, u1) € H*(R") x H*(R"), a solugdo u = u(x,t) do Problema (7)-(9),

segue da Proposicao[I|tem a seguinte regularidade:
u € C([0,00); H*(R™)) N C'([0,00); H'(R™)) N C*([0, 00); L*(R™)).

Além disso, da Proposic¢do [1| segue que, se os dados iniciais (ug,u;) € H! x L%, o

problema (7)-(9) possui uma solugéo fraca na classe
u € C([0,00); L*(R™)) N ([0, 00); H' (R™)).

Unicidade - Provaremos a unicidade da solu¢do utilizando a proposi¢do dada abaixo:

Proposicio 3. Sejam {S1(t)}i>0 € {S2(t) }i>0 semigrupos de classe Cy que possuem o mesmo

gerador infinitesimal A. Entdo

{S1() }ezo = {52(t) b0
Demonstracao. Para demonstracio veja a referéncia |PAZY|(1983)). [

Suponhamos agora que V' = V() seja outra solug¢do do problema de valor inicial .
Entdo devemos ter J
%V(t) = AV(t) e V(0) =U(0),
logo nossa solucao é da forma

V(t) = T(t)Uo,

sendo {7'(t)};>0 um semigrupo gerado por A. Portanto segue da proposicdo [3| acima, que
{S(t)}t>0 = {T'(t) }+>0, ou seja, U = V.
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Concluimos que existe uma unica solu¢do v = u(z,t) que satisfaz o problema de valor
inicial (7)-(9). Além disso, para dados iniciais (ug,u;) € H*(R") x H'(R") a solugdo do

problema linear, estd na classe
u € C([0,00); HX(R™) N ([0, 00); H'(R")) N1 ([0, 00); LA(R™)).

2.1 Existéncia e unicidade de solucio local para o problema semilinear

Consideremos o seguinte problema semilinear abstrato:

d

U+ AU =F

gl TAr=r (14)
U(0) = U,

em que F' € uma aplicagdo de X em X, X € um espaco normado, U, € X € o valor inicial dado
e A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes.

Os dois resultados a seguir sdo usados para mostrar existéncia e unicidade de solugdes
para o problema (T4).

Teorema 2. Seja um X espaco de Banach, A gerador de um semigrupo de contragoes, F

globalmente Lipschitz continua sobre X e uy € X. Entdo, existe uma unica solugdo global

fraca u = u(t) de no sentido que u € C([0,00), X) e

u(t) = S(t)ug + /Ot S(t — s)F(u(s))ds, (15)

para todo t > 0, sendo {S(t)}+>0 0 semigrupo de contragées gerado pelo operador A. Além

disso, existe a dependéncia continua de u em relagdo a uy, isto é,
[o(t) = w(t)]| < e"[lvg — uoll

para todo t > 0, com v a solugdo da equagdo (I5) com valor inicial v.
Demonstracao. para demonstracdo veja a referéncia [PAZY| (1983)). [l

Definicao 5. Seja X espagco normado. Uma aplicagdo F' : X — X ¢é dita Lipschitz continua
sobre conjuntos limitados se, para cada constante positiva M, existir uma constante positiva L,
de modo que || F'(v) — F(u)|| < La|lv — ul|, Y u,v € X tal que

[ull < M e |v]| < M.

Para um aplicacdo [’ Lipschitz como definida acima, € vélido o seguinte resultado:

Teorema 3. Para cada uy € X, existe 0 < T < 0o e uma tnica solugdo fraca u de (I4)
definida em [0, T). Isto é, uw € C([0,T],X) e é vdlida para todo t € [0, T).
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Demonstracao. para demonstracdo veja a referéncia PAZY|(1983)) [

Recordemos que o problema semilinear associado com (7)-(9)) estudado é:

uy — Au+u, = |ul’, (t,x) e Ry xR" (16)
u(0) = wug, u(0) =1y (17)

comug,u; € H'(R") x L (R") epeR,1<p<Lsse,n>3;1<p<oosen=1,2.
Do mesmo modo feito para o caso linear, reescrevemos o problema semilinear (]E[)-(]’lj[)
em um problema abstrato do tipo (T4).

au
— )+ AU =FU
oty w .
U(0) = Uy
emque U € D(A') = H*(R") x H'(R") C H = H(R") x L*(R"), sendo
0 —I
U=|"|eH A= . F:H—H,
v -A+1 T
0
Us F(U) =
lul? + u
F" estd bem definida para o expoente p com 1 < p < LQ De fato, seja
n _
v=|"]¢ H, devemos mostrar que |ul? + v € L*(R"). Tomando u € H'(R"),

v
provamos que |u[? € L?*(R™). Dividimos em dois casos: n > 2 e n = 1,2, utilizando os

teorema das imersdes de Sobolev temos que,
u € H'(R") < |ulf € L*(R™).
Assim, concluimos que, F aplica H em H, com H = H'(R") x L*(R").

Observacio 2. Seja F'(s) = |s|P + s,s € R. Entdo F(s) — F(r) = |s|P — |r|P + s — 7.

Agora, se g(s) = |s|?, entdo ¢'(s) = p|s|P~?s. Portanto, pelo teorema do valor médio

g(s) — g(r) = pl&|P~2&(|s| — |r|), para algum £ entre 7 € s. Assim,

l9(s) =gl < plel (s =) < p(Is|+ [r])"" s =7
Collsl”™" + [P H)lr — sl

A\

com (), uma constante positiva que depende de p. Logo,

[F(s) = F(r)| < |CpIsI”™ ! + [r[P) + 1| |r — s].
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Agora sejam U = " e V= 2 ] € H, entdo, pela observagéotemos
(% (%)
I1EWU) = FW)lla = lllwl? + w1 = |usl” — |2 @)

< ” [C(‘uﬂlkl + |u2|p*1) + 11| (u1 — UQ)H]LQ(Rn),

sendo C' > 0 uma constante. Assim, para U,V € B(0, R), temos que

I1EU) = F(V)l[a < C/ (Juaf"™" + JualP ™) fur — up|*dz

< C (|u1|2(p71) + \uz|2(”71))]u1 — ug|*dx
RTL

p—1

< [/ (|u1|2(p—1)+|u2‘2(p—1))’7p1] [ A ‘U1—uQ|2pdx] 7

com a ultima desigualdade devido a desigualdade de Holder e o fato que p > 1. Logo,

IF(U) = F(V)I[3H < C / (Jua[* + IUzIQ”)dl‘] lur = w2l Ean gy (19)
Usando (I9) do teorema das imersdes de Sobolev resulta
p—1
IFW) = FOV) I3 < C 3+ uall 2] ™ Nl = wall 20)
Assim, se ||U|| g, ||V ||z < R tem-se de
|FW) = PV < 2R 7 U - VI3, @1

e concluimos que || F(U) — F(V)||lg < Lg||U — V||g, com Ly = C'%[QRQP]%I. Portanto, £ é
localmente Lipschitz continua sobre conjuntos limitados com M = R. Como H é um espago
de Hilbert, e ja foi provado que A € G(1,0), estamos nas hip6teses do Teorema Assim, para

algum 7" > 0 apropriado, existe uma tnica fungao
U=U()eC(0,T), H=H"(R") x L*(R")), (22)

solugdo local fraca de (L6)-(I7) com dado inicial Uy € H.

Lembrando que U = u] e que v = uy, sendo U solugdo de , temos a partir de lh
v
u

que U = e C([0,T); H'(R™) x L?(R™)). Isto mostra que

Uy

1. we C(0,T); HY(R"™); 2. u; € C([0,T);L*(R"), ou seja, uy € C1([0,T); L*(R™)).
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Logo, concluimos que
u € C([0,T); H'(R") N CH{0, T); L*(R"), (23)

é solugdo local fraca de (16)-(17) com dados iniciais (ug, u1) € H*(R™) x L*(R").
Constatamos, pois, que o problema de valor inicial (I6)-(T7) possui uma tnica solugdo
local fraca u = wu(x,t) com u satisfazendo (23), ou seja, existe tnica fun¢do u solug¢do do

problema de valor inicial

Ut — Au —+ Uy = |U|p7 (t, l’) € R+ X Rn (24)
w(0) = wug, u(0) =1y (25)

com dados iniciais em H'(R") x L?(R") e p um ntmero real que satisfaz 1 < p < -5 sen >
3,el<p<oosen=1,2.
Isto €, existe uma tnica fungdo u = u(z, t) definida, para algum 7" > 0, em [0,7) e que

satisfaz (23) e é solugdo do do problema acima.

3 Analise

Nesse trabalho estudamos problemas envolvendo equacdo da onda e uma de suas vari-
antes, € sabido da literatura de equacOes diferencias parciais que esses problemas podem ser
estudados através do método Galerkin. A teoria de semigrupos possibilitou ferramentar, nos
casos dos problemas auténomos, a otimizacao das operagdes envolvidas na obtencdo das es-
timativas do método de Galerkin. Isso pode ser observado no processo de transformacdo do
problema de EDP em um PAC, aqui observamos que a varidvel temporal € associada ao se-
migrupo e a varidvel espacial com o operador A. E finalmente os Teoremas de Hille-Yosida
(Ver PAZY| (1983)) e Lummer-Phillips caraterizam os operadores lineares A ilimitados para

que sejam geradores de Semigrupo de classe Cj.
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