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Condição Necessária e Suficiente para uma Função ser Analı́tica . . . . . . . . . . . . . . 111
João Otávio Mazetti de Araújo, Catiana Casonatto
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Grupos Solúveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
Rodrigo Carneiro, Victor Gonzalo Lopez Neumann

Explorando o desenvolvimento do conceito de Volume em uma perspectiva Lógico-Histórica164
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Resumo

A difusão de graves doenças vem afetando a humanidade de diferentes ma-
neiras ao longo de sua História. Neste começo de século, a pandemia da
Covid-19 foi marcada por atitudes de negligência social fruto da desinforma-
ção anticientífica ou de necessidades extremas de trabalhar. Protocolos de
segurança não foram seguidos à risca, colocando em perigo a saúde coletiva.
Devido isso, a vacinação tornou-se urgente, sendo o meio mais eficiente
para controlar o vírus da Covid-19. Este artigo procurou identificar e expor
o perfil vacinal da região do triangulo mineiro, utilizando a base de dados
da Secretaria Estatudal de Saúde, utilizando a estatística descritiva com o
auxilio do Software livre R. Concluímos que a maioria dos vacinados foram
mulheres, brancas, na faixa dos 40 a 50 anos e sendo o maior índice de
vacinação na primeira dose.

6 Anais da XIII Mostra IC



XIII Mostra de Iniciação Científica da FAMAT PET Matemática Uberlândia

1 Introdução

Ao longo de toda a história da sociedade fomos assolados por epidemias ao redor do globo, como
a gripe espanhola, que foi por longos anos considerada a pior pandemia dos tempos antes de 31
de dezembro de 2019 quando a Organização Mundial de Saúde (OMS) foi alertada sobre casos de
SARS-COV em Wuhan na China, que desencadeou no decorrer de cinco anos cerca de 20 milhões de
mortos segundo a OMS [4].

O período de quarentena exigiu uma colaboração de todo o corpo social, governos, cidadãos e pro-
fissionais da saúde para que a doença não se proliferasse, mas devido a necessidade de buscar sustento
para a família, ou negligência para com a saúde coletiva, presenciamos uma grande disseminação do
vírus mesmo com as medidas tomadas. Segundo [3] “Foram notificados 623.310 casos de internação
derivados a Covid-19, no Brasil em 2020, no ano seguinte, esses casos tiveram um aumento de 16,7%
e 73,6% das hospitalizações de Síndrome Respiratória aguda foram devidas a Covid-19.”

Assim que foi decretado a pandemia mundial, já era de urgência o desenvolvimento da vacina, inici-
ando uma corrida contra o tempo, diversos laboratórios ao redor do mundo começaram a desenvolve-la,
visto que a vacina é o único meio de prevenir as contaminações, como nos mostra o Instituto Butantan
[6]. "Apesar de nenhuma vacina ser 100% eficaz, hoje a imunização é essencial para prevenir óbitos,
casos graves da Covid-19 e para conter a pandemia". No Brasil as primeiras vacinas autorizadas pelo
Programa Nacional de Vacinação foram a CoronaVac, AstraZeneca e Pfizer, a vacinação foi dividida
por grupos, selecionados por prioridades que englobavam mais de 77,2 milhões de brasileiros segundo
o Governo Federal [5].

Portanto, temos como objetivo identificar e expor o perfil vacinal da população local de Uberlândia,
através das variáveis cor/raça, gênero, vacinas, idade e dose da vacina.

2 Metodologia

Foram analisados os dados sobre vacinação obtidos através do banco de dados da Secretaria do
Estado de Saúde de Minas Gerais [7], por meio da estatística descritiva, elaborando gráficos, tabelas,
obtendo as medidas de tendência central como média, mediana e as medidas de variação como variância
e desvio padrão. Para essa análise foi utilizado o Software R [8].

Este estudo tem como base a abordagem de pesquisa descritiva, que, de acordo com [2], tem como
finalidade analisar aspectos mais profundos em relação a determinado fato ou objeto, gerando análises
mais específicas sobre certas atitudes, investigações e tendências de comportamento.

O conjunto de dados contém 34359 observações de 32 variáveis, destas foram consideradas 5,
desprezando as que traziam mesmo sentido ou que não agregaria ao presente artigo. Analisando assim,
as variáveis idade, gênero, raça/cor, vacinados e doses da vacina tomada. Foi feito também um estudo
e comparação do material obtido com outros artigos, visto que esse artigo é uma amostra da população
brasileira e sua situação na vacinação.
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3 Resultados e Discussão

Após a analise descritiva dos dados obtidos através do site do Governo de Minas sobre o Coronaví-
rus [7], tendo como objetivo expor os dados vacinais da região do triângulo mineiro, próximo a cidade
de Uberlândia, considerando uma amostra de 34359 indivíduos, observou-se que a idade média das
pessoas vacinada foi de 44,44 anos, com desvio padrão 18,86 e ainda, cerca de 54% dos vacinados são
do sexo feminino e 46% masculino, resultado semelhante encontrado por DAGA, 2022 [1]. A dose
mais vacinada foi a primeira dose, já a vacina mais tomada foi a Pfizer 45,19%, seguida da Astrazeneca
29,27%.

No Gráfico 1 é apresentado a relação de pessoas vacinadas de acordo com a sua raça.

Figura 1: Pessoas vacinadas de acordo com a raça

Para a variável raça apresentada na Figura 1, observa-se que raça branca corresponde a 38% do
total de pessoas vacinadas de ambas os gênero, pessoas que não fizeram declaração de raça/cor foi de
26%, já os indígenas foram apenas 0,01% das pessoas vacinadas.

Na figura 2 abaixo apresenta a relação entre o gênero e a raça/cor das pessoas vacinadas.
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Figura 2: Grafico em barras empilhadas para apresentar a Raça/Cor das pessoas vacinadas em relação
o gênero.

Quanto as variáveis gênero e raça/cor (figura 2) é notório que houve maior vacinação entre as
mulheres do que entre os homens, observando em relação de raça/cor fica evidente a discrepância entre
os números, sendo branca aproximadamente 37, 89% dos vacinados, parda 24, 30%, amarela 6, 56%,
preta 5, 41%, indígena 0, 01% e 25, 83% não tendo se identificado a nenhuma raça/cor.

Figura 3: Histograma das idades das pessoas vacinadas.

No quesito idade da população vacinada, pode-se observar na figura 3 que houve um maior índice
de vacinação entre 30 e 50 anos, com aproximadamente 32%, sendo seguido pelos 60 anos com
aproximadamente 20%, que foi um dos grupos prioritários da vacinação, os jovens entre 18 e 25 anos
sendo 18% e tendo uma baixa nas crianças menores de 6 anos sendo apenas 7% que também eram
parte do grupo preferencial de vacinação.

Com relação a faixa etária e ao gênero dos vacinados, apresentados na figura 4, observa-se que não
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Figura 4: Boxplot das idades com relação ao gênero das pessoas vacinadas.

houve uma diferença significativa entre as idades comparadas ao gênero dos vacinados, sendo a idade
média de 44 anos, a maioria dos vacinados com idade entre 30 e 60 anos, sendo a menor idade de 0
anos e a máxima de 105 anos.

Figura 5: Boxplot das idades com relação Raça/Cor das pessoas vacinadas.

Na figura 5 é apresentada a relação raça/cor e idade, sendo percebido que branca foi mais vacinada
em todas as idades correspondendo a 38% dos vacinados, sendo seguida da parda, amarela, preta e
indígena respectivamente, enquanto temos um alto valor de pessoas que não se declararam de nenhuma
raça/cor.

4 Considerações finais

Este estudo mostrou maior primazia feminina na vacinação da região de Uberlândia sendo 54%,
entre as idades 30 e 60 anos, sendo seguido pelos jovens, adultos e idosos. Analisando o artigo
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[1] e comparando a outros de mesmo caráter realizados em outras regiões do Brasil, foi observado
compatibilidade entre os resultados, mostrando que este estudo, não diverge da realidade das demais
regiões.
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 Resumo 

 

Palavras-chave 

Educação Matemática. 

Educação Especial. 

Síndrome de Down . 

 

O presente trabalho faz jus a um breve relato de experiência 

que tem como objetivo apresentar a elaboração e o desenvolvimento 

de uma proposta de ensino em uma aula de Matemática para uma 

aluna com Síndrome de Down. Tal proposta é uma das ações de uma 

pesquisa de Iniciação Científica que se faz necessária para entender 

quais são as práticas adotadas pelos professores em sala, como vem 

sendo o aprendizado de alunos com a Síndrome e como estes se 

estabelecem no meio escolar. Ao final desta ação empreendida em sala 

de aula e apresentada neste texto, tivemos como resultado um meio 

para se fazer conexões entre a Matemática e o mundo real para o 

estudante.  
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Uberlândia 

 

 

 

1 Introdução 

Em virtude das dificuldades que professores (de Matemática) retratam em relação ao 

desenvolvimento de suas aulas para alunos, em especial, com necessidades educacionais 

especializada, a primeira autora, com a orientação da segunda, decidiram por realizar uma 

pesquisa de Iniciação Científica por meio do Programa de Educação Tutorial (PET).  

Tal projeto de Iniciação Científica tem como um de seus objetivos entender como as 

aulas de Matemática têm sido ministradas para alunos com Síndrome de Down e, 

posteriormente, desenvolver uma sequência didática que visa, de fato, a inclusão. Para que tal 

meta seja atingida, vem sendo necessária algumas ações em sala de aula, sendo que, uma delas, 

será apresentada neste breve relato de experiência, o qual, assim, tem por objetivo apresentar 

a elaboração e o desenvolvimento de uma proposta de ensino em uma aula de Matemática para 

uma aluna com Síndrome de Down. 

2 Contextualização 

De acordo com Barbosa (2020), as questões relacionadas as interações afetivas entre 

professor e alunos são de extrema importância para que se obtenha o êxito na escola. Nessa 

direção, em um primeiro momento, objetivamos conhecer a aluna que acompanharíamos 

durante algumas aulas e, com isso, entender seus gostos, reconhecer momentos de agitação e 

incômodo, identificar sinais físicos etc. Tais observações, além do acompanhamento em sala 

de aula, puderam ser pontuadas e dialogadas graças à parceria estabelecida com a profissional 

de Atendimento de Educação Especializado (AEE)1 que a acompanhava na escola. 

A profissional que realizava o atendimento relatou alguns hábitos da estudante e o que 

eles indicavam, tais como, ao se deparar com comandos poucos concisos que a causasse algum 

nível de ansiedade, ela mordia o dedo mínimo direito ou, quando a fala do professor estava 

embaraçosa, ela tentava mudar rapidamente de assunto. Esse nível de conhecimento do aluno 

foi importante para que, durante a execução da proposta, conseguíssemos ter indícios de que a 

aluna estava compreendendo as questões que lhe fossem colocadas ou não. 

                                                   

1 Visando o acesso, a participação e o aprendizado de alunos com deficiências e transtornos globais do 

desenvolvimento, é garantido, por lei, um profissional que os acompanhem em suas rotinas escolares (Secretaria 

de Educação do Estado de Minas Gerais, s.d). 
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Assim, após o acompanhamento de algumas aulas e da familiarização da aluna, 

começamos a pesquisar quais assuntos poderíamos trabalhar. Foi decidido que trabalharíamos 

com ações envolvendo uma introdução do sistema monetário, uma vez que a aluna não 

conhecia e era algo que estava no planejamento da profissional do AEE. 

3 Elaboração e Execução da Proposta Didática 

Ao prezar por propostas que chamassem à atenção da aluna, e atentas ao que Domingos 

e Gobbi (2007) defendem ao dizer que existem três aspectos que embasam o uso de jogos em 

sala de aula, isto é, o caráter lúdico, o desenvolvimento de técnicas intelectuais e as relações 

sociais, optamos por elaborar um jogo de tabuleiro cujo objetivo ia ao encontro de ações que 

fazem parte do cotidiano da aluna, no caso, o balé.  

Aqui, esclarecemos que a atividade foi realizada separadamente tendo em vista que 

ainda estávamos em um processo de aproximação com a estudante, mas que defendemos uma 

Educação Matemática na perspectiva inclusiva. De acordo com Uchôa et al., (2022), tal 

educação visa a valorização das potêncialidades de todos os indivíduos, trabalhando, ainda, em 

conjunto.  

Assim, nos acompanhamentos semanais, a aluna relatava o gosto pela dança e suas 

apresentações de balé e, por isso, em nossa “Trilha Financeira”, na medida em que a aluna 

avançava no tabuleiro, ao cair em uma casa de atividades, ela se sentia mais interessada em as 

realizar para que pudesse receber o dinheiro e, com ele, comprar peças de roupa para sua 

bailarina em uma lojinha fictícia que criamos. 

3.1 Apresentando o Tabuleiro 

O tabuleiro foi construído em um papel cartão, de tamanho semelhante ao de uma 

cartolina e foi todo desenhado à mão, contendo casas vermelhas, que significava a “perda” de 

R$1,00; casas verdes, onde o jogador ganhava R$1,00; e casas laranjas, onde se escolhia uma 

ficha de exercícios para resolver e ganhar uma quantia de dinheiro determinada na própria 

ficha. Utilizamos também moedas verdadeiras de R$1,00 e notas de brinquedo de R$2,00, 

R$5,00, R$10,00 e R$20,00. O dinheiro conquistado foi usado para comprar roupas de balé 

para a bailarina que a aluna colaria no caderno após o término do jogo. 

3.2 Objetivos Pedagógicos 
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Dentre nossos objetivos pedagógicos para o uso do jogo, podemos afirmar que 

queríamos que ela conhecesse as cédulas e entendesse a finalidade das mesmas: 

adquirir/comprar itens. Como um objetivo secundário, gostaríamos ainda que ela fizesse 

composições com essas cédulas, isto é, se uma meia-calça que ela desejasse comprar custava 

R$7,00, então ela poderia utilizar uma nota de R$5,00 e outra de R$2,00.  

Também era de nosso desejo que a aluna entendesse o conceito de troco e que pudesse, por 

conta própria, calcular os valores a serem recebidos ou repassados.  

3.3 Desenvolvimento da Proposta 

Em razão da elaboração de um plano de aula exclusivo para a aluna, pedimos a 

autorização do professor regente para que pudéssemos realizar a proposta na biblioteca, para 

que fosse possível manter um diálogo sem interromper ou sermos interrompidos.  

Antes de iniciarmos do jogo, pedimos para que a aluna reconhecesse a necessidade de 

adquirir produtos, por exemplo, ao desejar comer uma pizza ou tomar refrigerante, precisamos 

fazer um pedido à loja e que nos é servido logo após o pagamento. Com uma breve introdução, 

percebemos que, embora ela não conhecesse o nosso sistema monetário, sabia um pouco sobre 

a ação de comprar. 

Após tal reflexão por parte da aluna, mostramos as cédulas e moedas, e indicamos que 

usaríamos notas de brinquedo e moedas verdadeiras. Foi apresentado, como  curiosidade, uma 

nota verdadeira para que ela pudesse comparar e diferenciar as notas. Em seguida, foi 

apresentado o jogo, suas regras e objetivos.  

Com o desenvolvimento do jogo, percebemos que a aluna passou a compreender a 

relação de compra, isto é, sempre que ela desejava certo item, realizava composições com as 

cédulas, como por exemplo, para comprar uma peça de roupa de R$7,00, ela conseguia 

perceber que poderia usar uma nota de R$5,00 e uma de R$2,00. 

4 Considerações finais 

Como mencionado anteriormente, as ações desenvolvidas no jogo só foram possíveis 

por conhecer a aluna, já que foi possível reconhecer quando a aluna não compreendia ações do 
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jogo ou como manipular  dinheiro apenas com suas respostas corporais, podendo intervir 

imediatamente.    

Além disso, consideramos que foi fundamental entender quais eram os limites em 

termos de conteúdos matemáticos e quais questões poderíamos desenvolver melhor. Uma 

situação que esclarece bem tal afirmação é que a aluna possuía dificuldades com números 

maiores do que 20 e não conhecia ainda números decimais, então nossos valores na “lojinha” 

eram todos inteiros e menores que vinte. Pudemos ainda trabalhar melhor o significado de 

soma e subtração, que antes estava sendo realizado por mecanização. 

Por fim, podemos observar que a aluna mostrava certa naturalidade com o tratamento 

de dinheiro, e que nosso objetivo de que ela obtivesse consciência do uso do mesmo e que 

poderia formar diferentes quantias através da combinação de cédulas e moedas foi alcançado. 

Ainda, podemos concluir que a aluna relacionou a operação de subtração à uma 

necessidade real: o troco. Ao cair numa casa que ganhava R$1,00, a aluna, ao ouvir a frase 

“não consigo te pagar um real, pois só tenho uma nota e R$2,00 e não posso te dar a mais”, ela 

propôs devolver R$1,00.  
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Resumo

A Teoria Fuzzy é uma teoria recente na matemática que subverteu a lógica
tradicional ao abandonar a ideia rígida de verdadeiro ou falso e admitir
graus de pertinência dos elementos de um universo aos conjuntos imagem de
funções de pertinência. Nela, amplia-se o conjunto contradomínio clássico
da matemática {0, 1} para o intervalo [0, 1]. Dessa forma, há uma mudança
na operacionalização de problemas que envolvem variáveis heterogêneas
e, para ser eficaz no tratamento de tais problemas, valendo-se de sua nova
lógica, a Teoria Fuzzy traz novos conceitos para formar sua base. Dentre
eles, estão os objetos tema deste trabalho: os conceitos de Alfa Nível
(α-nível), que diz respeito ao grau de pertencimento de um elemento do
universo analisado ao conjunto contradomínio, e de Número Fuzzy, que é
uma extensão do número real tradicional, não se tratando de um único valor,
mas, sim, de um conjunto conectado de valores possíveis que variam entre 0
e 1.
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1 Introdução

A Teoria Fuzzy, desenvolvida por Lotfi A. Zadeh, introduz uma abordagem flexível da lógica que é
capaz de lidar com imprecisões, contrastando com a lógica clássica que é estritamente binária. Em
vez de apenas verdadeiro ou falso, a lógica fuzzy permite graus variáveis de pertinência entre 0 e 1,
oferecendo uma representação mais precisa das incertezas presentes em muitos problemas do mundo
real.

Nas modelagens matemáticas tradicionais, as funções clássicas têm uma lógica binária, enquanto
na Teoria Fuzzy as funções de pertinência atribuem graus variáveis de pertinência. Isso permite uma
representação mais detalhada das variáveis e acomoda a incerteza de maneira mais precisa.

Por exemplo, ao modelar o risco de deslizamento de uma encosta, a Teoria Fuzzy considera não
apenas a presença ou ausência de chuva, mas também sua intensidade, bem como outros fatores como
qualidade do solo e quantidade de vegetação. Cada variável é tratada com conjuntos fuzzy, e seus
resultados são combinados para fornecer uma avaliação do risco de deslizamento.

Essa abordagem flexível e precisa torna a Teoria Fuzzy uma ferramenta poderosa na modelagem
de problemas do mundo real. Dominar conceitos fundamentais, como conjuntos fuzzy, α-níveis e
números fuzzy, é essencial para compreender profundamente essa teoria. Este resumo tem como
objetivo introduzir e discutir esses conceitos, mas para uma compreensão mais detalhada, recomenda-se
a consulta a fontes adicionais, como a referência [1].

2 Noções preliminares em Teoria Fuzzy

2.1 Conjuntos Fuzzy

Definição 2.1. Um conjunto fuzzy A de um universo U é definido em termos de uma função de

pertinência uA que a cada elemento x de U associa um número uA(x) entre zero e um, o qual

denomina-se grau de pertinência de x a A, ou seja, uA : U → [0, 1].

Os valores uA(x) = 1 e uA(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertinência plena e a não
pertinência do elemento x ao conjunto A. Além disso, um conjunto fuzzy pode ser identificado por
um conjunto clássico de pares ordenados G = {(x, uA(x)) | x ∈ U}, o qual representa o gráfico da
função de pertinência.

Do ponto de vista formal, a definição de conjunto fuzzy foi obtida ao simplesmente ampliar o
contradomínio da função característica, que é o conjunto {0, 1}, para o intervalo [0, 1].

2.2 Níveis de um Conjunto Fuzzy

Os níveis de um conjunto fuzzy referem-se ao grau de pertencimento dos elementos do domínio da
função ao intervalo [0, 1] do contradomínio, sendo formalmente denominados α-nível.
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Definição 2.2. Sejam A um conjunto fuzzy e α ∈ (0, 1]. Define-se como α-nível de A o conjunto

[A]α = {x ∈ U | uA(x) ≥ α}.

Definição 2.3. Suporte de um conjunto fuzzyA são todos os elementos deU que têm grau de pertinência

diferente de zero em A, denotado por supp(A), ou seja, supp(A) = {x ∈ U | uA(x) > 0}.

Assim, o nível zero de um conjunto fuzzy A é definido como o fecho topológico do suporte de A,
isto é, [A]0 = supp(A).

Exemplo 2.4. ConsidereU = [0, 10] e o conjunto fuzzyA, cuja função de pertinência é uA(x) =
x

x+ 1
,

que é um ramo de hipérbole (veja Figura 1).

Neste caso, os limites inferior e superior de x são, respectivamente, 0 e 10. Igualando-se x
x+1

a α

e isolando x, obtemos uma equação geral em função de α que fornece o intervalo em x associado a

um α escolhido:
x

x+ 1
= α ⇒ x =

α

1− α
.

Considerando que os limites para x são 0 e 10, podemos transformar a equação em inequação

para obter os limites de α, substituindo x pelos seus valores limites. Assim:

0 ≤ α

1− α
⇒ α ≥ 0 e

α

1− α
≤ 10 ⇒ α ≤ 10

11
.

Portanto, 0 ≤ α ≤ 10

11
.

Com isso, temos que

• os α-níveis do conjunto fuzzy são:

[A]α =

[
α

1− α
, 10

]
, para 0 ≤ α ≤ 10

11
;

[A]α = ∅, para para
10

11
< α ≤ 1;

• o suporte do conjunto fuzzy A é supp(A) = [0, 10] = U ;

• o nível zero do conjunto fuzzy A é [A]0 = supp(A) = supp(A) = U.

3 Números Fuzzy

Os números Fuzzy são uma extensão dos números tradicionais que lidam com incerteza e impreci-
são. Eles são úteis em situações onde a precisão exata não é possível ou prática. Existem diversos tipos
de números fuzzy, cada um com suas características específicas. A seguir, são apresentadas definições
de número fuzzy e dos três principais tipos utilizados na literatura, acompanhados de breves exemplos
de aplicação para cada um.
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Figura 1: Em vermelho, um α escolhido aleatoriamente entre 0 e 1.Em verde, temos uma representação
de um α-nível: [A]α. Em azul, temos o gráfico da função de pertinência do conjunto fuzzy A.

Definição 3.1. Um conjunto fuzzy N é chamado número fuzzy quando o conjunto universo, em que N

está definido, é o conjunto dos números reais R e a função de pertinência uN : R → [0, 1] é tal que:

1. uN(x) = 1 para pelo menos um valor x do supp(N);

2. [N ]α é um intervalo fechado, ∀α ∈ (0, 1];

3. o suporte de N é limitado.

Observa-se que, com a definição anterior, todo número real r é um caso particular de número fuzzy,
cuja função de pertinência é sua função característica.

Os números fuzzy frequentemente utilizados na modelagem matemática possuem funções de
pertinência que assumem formatos triangulares, trapezoidais ou em sino. As imagens utilizadas nas
subseções a seguir foram extraídas de [1], páginas 17, 18 e 19.

3.1 Números Fuzzy Triangulares

Os números fuzzy triangulares são caracterizados por uma função de pertinência triangular, onde a
incerteza é distribuída de forma uniforme entre um valor mínimo, um valor máximo e um valor modal.

Exemplo de aplicação: Suponha que estejamos controlando a velocidade de um motor em uma
linha de produção. Se a velocidade desejada for 1000 RPM (Rotações por minuto), podemos usar um
número fuzzy triangular para representar a incerteza na velocidade real do motor devido a flutuações
na carga, eficiência do motor, etc. Por exemplo, podemos definir um conjunto fuzzy triangular com
valores entre 950 RPM e 1050 RPM para representar a incerteza na velocidade real do motor.

Definição 3.2. Um número fuzzy A é dito triangular se sua função de pertinência é da forma

uA(x) =





x− a

b− a
, se a ≤ x < b

−x+ c

c− b
, se b ≤ x < c

0, caso contrário

.
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Observa-se que um número fuzzy triangular não necessariamente é simétrico.

Figura 2: Número fuzzy triangular.

3.2 Números Fuzzy Trapezoidais

Os números fuzzy trapezoidais são semelhantes aos números fuzzy triangulares, mas com uma
base mais ampla onde mais de uma variável de entrada possui grau 1 de pertinência. São usados em
situações onde a imprecisão é mais significativa.

Exemplo de aplicação: Em um processo de têmpera, suponha que precisamos controlar a tempe-
ratura de um forno para garantir que as peças sejam adequadamente tratadas termicamente. Podemos
usar um número fuzzy trapezoidal para representar a incerteza na temperatura real do forno. Por
exemplo, podemos definir um conjunto fuzzy trapezoidal com valores entre 800°C e 1000°C, onde a
temperatura ideal é de 900°C, mas há alguma margem de incerteza devido a variações no sistema de
controle de temperatura.

Definição 3.3. Um número fuzzy A é dito trapezoidal se o gráfico de sua função de pertinência tem a

forma de um trapézio (veja Figura 3), sendo dada por

uA(x) =





x− a

b− a
, se a ≤ x < b

1, se b ≤ x < c
d− x

d− c
, se c ≤ x < d

0, caso contrário

.

Figura 3: Número fuzzy trapezoidal.
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3.3 Números Fuzzy Gaussianos (forma de sino)

Os números fuzzy gaussianos seguem uma distribuição gaussiana, onde a pertinência diminui
gradualmente a partir de um valor modal. Eles são aplicados em modelagem estatística e previsão.

Exemplo de aplicação: Ao modelar a vibração em um sistema de suspensão de um veículo,
podemos usar números fuzzy gaussianos para representar a distribuição da vibração em diferentes
frequências. Por exemplo, podemos considerar uma distribuição gaussiana para a vibração em torno
de uma frequência central, como 50 Hz (Hertz), com desvio padrão para representar a dispersão das
vibrações em torno dessa frequência central.

Definição 3.4. Um número fuzzy tem forma de sino se a função de pertinência for suave e simétrica

em relação a um número real. A seguinte função de pertinência tem estas propriedades para u, a e δ

(veja Figura 4).

uA(x) =




e−(x−u

a
)2 , se u− δ ≤ x ≤ u+ δ

0, caso contrário
.

Figura 4: Número fuzzy em forma de sino.

4 Considerações finais

Diante do que foi exposto ao longo deste resumo, é notável que a Teoria Fuzzy oferece recursos para
tratar com mais precisão aqueles problemas que possuem elementos imprecisos e, dessa forma, torna-se
uma ferramenta poderosa para resolver problemas com variáveis heterogêneas. Sua compreensão
abre possibilidades de aplicação em diversas áreas da ciência, contribuindo para o desenvolvimento
científico e tecnológico.
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Resumo

Nesse trabalho serão apresentados conceitos de álgebra linear utilizados
na computação gráfica. Foi utilizado o software gráfico GeoGebra para
demonstrar duas aplicações práticas que possibilitam aos usuários intera-
ções dinâmicas para aprender conceitos de transformações lineares, como
cisalhamento, contração, dilatação e reflexões.
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1 Introdução

A Álgebra Linear desempenha um papel muito importante em várias situações do dia a dia,
destacando-se, por exemplo, na computação gráfica. O simples fato de usar um editor de texto e clicar
no botão para formatar a fonte em itálico possui uma influência direta da álgebra linear por meio de
transformações lineares. Em questão de segundos, são calculadas as novas posições que os vértices
dos caracteres devem assumir para atender a essa solicitação. Este trabalho visa apresentar aplicações
práticas do uso de matrizes e transformações lineares, com foco na área da computação gráfica [4].

2 Conceitos Importantes

2.1 Matrizes

Uma matriz é uma estrutura matemática que possui elementos organizados em linhas e colunas,
onde cada elemento pode ser identificado pelos índices i, j correspondentes à linha e coluna, respectiva-
mente [8]. Esse tipo de estrutura também é amplamente utilizada na computação para armazenamento
em bancos de dados, manipulação de imagens e redes neurais, por exemplo. Em geral, uma matriz
pode ser expressa na forma:

Am,n =




a1,1 . . . a1,n
... . . . ...

am,1 . . . am,n


 ,

onde m é o número de linhas e n representa o número de colunas.
Neste trabalho, estudamos as transformações lineares que, embora sejam funções, podem ser

representadas por matrizes.

2.2 Transformações Lineares

Transformação Linear é uma função matemática que trabalha com dois espaços vetoriais, caracteri-
zada pelas propriedades da adição e da homogeneidade [5]. A definição é dada por:

i) T(u + v) = T(u) + T(v) ∀u, v ∈ Rn

ii) T(α · v) = α · T(v) ∀α ∈ R, ∀v ∈ Rn.

A propriedade i) se refere à aditividade. Ao aplicar a transformação em dois elementos quaisquer
e somá-las, deve-se obter o mesmo resultado que ao somar os dois elementos e depois aplicar a
transformação.

Já a propriedade ii) se refere à homogeneidade. Ao multiplicar um elemento por um escalar (α) e
aplicar a transformação, deve-se obter o mesmo valor que multiplicar o escalar (α) pelo resultado da
transformação.
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Em nossos estudos, consideramos vetores em duas dimensões, ou seja, u, v ∈ R2. Assim, conside-
rando u = (x, y) utilizaremos a notação T(u) = T(x, y).

2.2.1 Reflexão:

A reflexão é uma operação que permite inverter os pontos de um objeto em relação a um eixo.
Para isso, é necessário fixar um dos eixos e projetar os reflexos em relação a esse eixo por meio de
transformações lineares.

No caso de uma reflexão em relação ao eixo x, este será fixado e a transformação linear irá alterar
a coordenada em y: T1(x, y) = (x,−y).

Ao fixar o eixo y, a transformação linear será aplicada para alterar a coordenada em x: T2(x, y) = (−x, y).
De forma semelhante, para fazer a reflexão em torno dos dois eixos basta não fixar nenhum deles:

T3(x, y) = (−x,−y)

As matrizes são:

T1 =

[
1 0

0 −1

]
, T2 =

[
−1 0

0 1

]
e T3 =

[
−1 0

0 −1

]
.

2.2.2 Contração e Dilatação:

Resumidamente, esses dois termos correspondem a transformações lineares que podem alterar o
tamanho e as dimensões de objetos, vetores e espaços vetoriais. Para que isso aconteça, os componentes
precisam ser multiplicados por um escalar k, considerando que:

i) Se k < 1, contração. ii) Se k > 1, dilatação. iii) Se k = 1, identidade.

Será utilizada essa matriz base para aplicar as transformações: A =

[
k 0

0 k

]
.

Note que T(u) = T(x, y) = A ·
[
x

y

]
=

[
kx

ky

]
.

2.2.3 Cisalhamento

O cisalhamento é um tipo de transformação linear que permite distorcer a forma de um objeto por
meio de deslocamentos sem alterar sua área ou volume [4]. Para isso, é utilizada uma matriz do tipo:

[
1 k

0 1

]
para cisalhamento horizontal,

[
1 0

k 1

]
para cisalhamento vertical,

onde k é o fator do deslocamento.
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É muito importante conhecer esses conceitos matemáticos para começar a compreender como a
computação gráfica funciona.

3 GeoGebra [3]

O GeoGebra é um software gráfico que é muito utilizado por possibilitar a execução de várias
funcionalidades relacionadas à matemática em um único ambiente, como álgebra, geometria e plano
cartesiano. Por ter uma interface de fácil compreensão, é uma ferramenta muito utilizada na educação
para ajudar a difundir o conhecimento matemático utilizando exemplos mais concretos e práticos.

Além disso, é possível se aprofundar e utilizar recursos avançados dentro desse ambiente, como
programar funções sofisticadas para solucionar um problema complexo, criar animações e interações
dinâmicas com o usuário. Isso cria oportunidades para realizar muitas atividades que vão além do
básico.

4 Desenvolvimento

Para mostrar uma aplicação prática de todos esses conceitos mencionados anteriormente, foram
criadas algumas situações utilizado o software GeoGebra.

4.1 Cisalhamento [6]

Considerando o exemplo do editor de texto, inicialmente, utilizamos o software gráfico GeoGebra
para representar uma letra de forma, identificando e conectando os pontos que formam a letra de
maneira sequencial. Essa disposição visual permitiu uma representação precisa da sigla "UFU",
conforme a Figura 1.

A partir disso, o conjunto das coordenadas dos pontos que representam cada letra foram representa-
das em uma matriz, o que irá proporcionar uma representação eficaz para as transformações lineares
subsequentes:

U1 =

[
1 1 2 2 3 3 4 4

0 5 5 1 1 5 5 0

]

F =

[
5 5 8 8 6 6 8 8 6 6

0 5 5 4 4 3 3 2 2 0

]

U2 =

[
9 9 10 10 11 11 12 12

0 5 5 1 1 5 5 0

]

Para criar o efeito de itálico foi utilizado o cisalhamento horizontal, com o objetivo de inclinar os
caracteres em 15 graus usando a matriz:
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Figura 1: Vértices originais plotados no software Geogebra.

C =

[
1 tan(15◦)

0 1

]

Realizando os cálculos do cisalhamento, obtém-se o resultado indicado na Figura 2:

Figura 2: Vértices e segmentos após o cisalhamento de 15° na horizontal.

4.2 Contração, Dilatação e Rotação nos eixos [7]

De maneira semelhante, foi criada uma situação na qual um objeto inicial é definido e submetido a
diversas transformações lineares. As coordenadas desse objeto inicial são representadas pela matriz O,
apresentada na Figura 3.

Os usuários podem interagir com a interface de forma dinâmica. Ao alterar o estado de variáveis
booleanas, diferentes tipos de transformações lineares podem ser exibidos ou ocultados. Além disso,
eles podem ajustar os valores das matrizes correspondentes às transformações usando controles
deslizantes. É possível também arrastar o objeto inicial e distorcê-lo para ver como todos os outros
objetos visíveis são afetados em resposta.
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Figura 3: Interface interativa para realizar transformações lineares.

5 Considerações finais

Esse trabalho explorou a aplicação prática de transformações lineares na computação gráfica,
destacando o uso de matrizes para representar coordenadas e realizar cisalhamento, contração, dilatação
e rotação. Para isso, utilizamos o GeoGebra que se mostrou eficiente e de fácil manipulação na
elaboração destas construções matemáticas. A compreensão desses conceitos é essencial para a
manipulação eficaz de elementos gráficos. A representação visual dos caracteres "UFU" após as
transformações lineares ilustra como esses conceitos podem ser aplicados de maneira significativa. A
álgebra linear, portanto, desempenha um papel fundamental na criação e manipulação de elementos
gráficos, enriquecendo as possibilidades na área da computação gráfica.
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Resumo

Nesse trabalho é apresentado a solução numérica do problema auto-adjunto
geral: [p′(x)u′(x)]′ − q(x)u(x) = f(x), que possui aplicações em vários
problemas físicos, assim como no problema de auto-valores de Sturm-
Lioville. A solução da equação é feita pelo Método das Diferenças Finitas
centradas de segunda ordem, e a solução do sistema linear tri-diagonal
associado é feita pelo algoritmo de Thomas. Os resultados da solução
numérica da equação na forma conservativa ou não conservativa mostram a
aplicabilidade da metodologia. Além disso, as aproximações para a equação
na forma conservativa são melhores, como reportado na literatura.
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1 Introdução

O método de diferenças finitas consiste em discretizar o domínio do nosso problema e substituir as
derivadas da nossa equação por diferenças finitas, obtendo assim um sistema de equações, que quando
resolvido, nos dará uma solução aproximada do problema no nosso domínio discretizado.

No presente trabalho iremos resolver o problema auto-ajunto geral sujeito as condições de contorno
de Dirichlet, que é um problema de valor de contorno definido por:





[p(x)u′(x)]′ − q(x)u(x) = f(x),

a < x < b, e u(a) = ua, u(b) = ub.

onde p(x), q(x) e f(x) são funções reais contínuas dadas, com p(x) > 0, q(x) ≥ 0 e p(x) possuí
derivada contínua. Mais detalhes sobre o método de diferenças finitas aplicado ao problema auto-
adjunto geral podem ser encontrado em [5, 4].

1.1 Discretização do domínio

Seja [a, b] o domínio do nosso problema, consideremos n + 1 pontos de domínio igualmente
espaçados, incluindo os pontos extremos a e b.

Neste caso o espaçamento será dado por h = b−a
n

, assim nosso primeiro ponto será x0 = a, seguido
por x1 = a+ h, x2 = a+ 2h até xn = b. Assim podemos definir os pontos da malha como:

xi = a+ ih, com i = 0, 1, 2, . . . , n.

1.2 Diferença Finitas

Uma vez definida a malha, deve-se aproximar as derivadas da equação diferencial por diferenças
finitas em cada ponto da malha. Usaremos as diferenças finitas centradas de segunda ordem para a
derivada primeira e para a derivada segunda de nossa função. Para mais detalhes sobre as fórmulas de
diferenças finitas pode ser consultado a referência [5].

u′(x) =
u(x+ h)− u(x− h)

2h
+O(h2),

u′′(x) =
u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
+O(h2).

2 Metodologia

Podemos aplicar o método das diferenças finitas para a equação diferencial dada na forma conser-
vativa ([1]), ou expandir a derivada do produto e encontrar uma equação diferencial equivalente (forma
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não conservativa). Isto é:

• Forma conservativa:
[p(x)u′(x)]′ − q(x)u(x) = f(x).

• Forma não conservativa

p(x)u′′(x) + p′(x)u′(x)− q(x)u(x) = f(x).

2.1 Discretização da forma não conservativa

Seja Ui ≈ u(xi) a solução aproximada de u(xi), podemos substituir a derivada segunda u′′(x) pela
diferença centrada de segunda ordem, e substituir a derivada primeira u′(x) pela diferença centrada de
segunda ordem. Dessa forma teremos para cada ponto interno da malha:

pi
Ui−1 − 2Ui + Ui+1

h2
+ p′i

Ui+1 − Ui−1

2h
− qiUi = fi,

colocando em evidência os termos Ui−1, Ui e Ui+1 obtemos:

(
pi
h2

− p′i
2h

)
Ui−1 +

(
−2pi
h2

− qi

)
Ui +

(
pi
h2

+
p′i
2h

)
Ui+1 = fi,

para i = 1, 2, 3, . . . , n− 1.
Podemos aplicar as condições de contorno do nosso problema, substituímos o termo U0 por ua na

primeira equação do sistema, quando i = 1, obtemos assim:

(
−2p1
h2

− q1

)
U1 +

(
p1
h2

+
p′1
2h

)
U2 = f1 −

(
p1
h2

− p′1
2h

)
ua,

ao substituir Un por ub na última equação, quando i = n− 1 obtemos:

(
pn−1

h2
− p′n−1

2h

)
Un−2 +

(
−2pn−1

h2
− qn−1

)
Un−1 = fn−1 −

(
pn−1

h2
+
p′n−1

2h

)
ub.

Dessa forma, temos em um sistema de n − 1 equações e n − 1 incógnitas. Podemos colocar o
sistema na forma matricial AU = F:




−2p1
h2 − q1

p1
h2 +

p′1
2h

p2
h2 − p′2

2h
−2p2

h2 − q2
p2
h2 +

p′2
2h

. . . . . . . . .
pn−1

h2 − p′n−1

2h
−2pn−1

h2 − qn−1







U1

U2

U3

...
Un−1



=




f1 −
(

p1
h2 − p′1

2h

)
ua

f2

f3
...

fn−1 −
(

pn−1

h2 +
p′n−1

2h

)
ub




.
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Obtemos assim um sistema tri-diagonal, onde a solução do sistema é a solução aproximada do
problema de valor de contorno auto-adjunto nos pontos da malha.

2.2 Discretização da forma conservativa

Para aplicarmos a diferença finita na forma conservativa devemos inicialmente definir novos pontos
da forma:

xi+ 1
2
= xi +

h

2
, para i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Podemos assim aplicar diferença finita centrada usando espaçamento h
2
:

[p(x)u′(x)]′ =
pi+ 1

2
u′
i+ 1

2

− pi− 1
2
u′
i− 1

2

h
+O(h2),

aplicando novamente a diferença finita centrada usando espaçamento h
2
, obtemos:

[p(x)u′(x)]′ =
pi+ 1

2

ui+1−ui

h
− pi− 1

2

ui−ui−1

h

h
+O(h2)

=
pi+ 1

2
ui+1 −

(
pi+ 1

2
+ pi− 1

2

)
ui + pi− 1

2
ui−1

h2
+O(h2).

Assim chegamos na seguinte discretização da equação:

pi+ 1
2
Ui+1 −

(
pi+ 1

2
+ pi− 1

2

)
Ui + pi− 1

2
Ui−1

h2
− qiUi = fi,

para i = 1, 2, . . . , n− 1

Reordenando os termos Ui−1, Ui e Ui+1 obtemos:

(
pi+ 1

2

h2

)
Ui+1 +

(
−
pi+ 1

2
+ pi− 1

2

h2
− qi

)
Ui +

(
pi− 1

2

h2

)
Ui−1 = fi.

Ao aplicarmos a condição de contorno em U0 na equação para i = 1, obtemos a seguinte o equação:

(
p 3

2

h2

)
U2 +

(
−
p 3

2
+ p 1

2

h2
− q1

)
U1 = f1 −

p 1
2

h2
ua,

aplicando a condição de contorno em Un na equação para i = n− 1, obtemos:

(
−
pn− 1

2
+ pn− 3

2

h2
− qn−1

)
Un−1 +

(
pn− 3

2

h2

)
Un−2 = fn−1 −

pn− 1
2

h2
ub.
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Colocando o sistema na forma matricial AU = F, teremos então:




−p1/2+p3/2
h2 − q1

p3/2
h2

p3/2
h2 −p3/2+p5/2

h2 − q2
p5/2
h2

. . . . . . . . .
pn−3/2

h2 −pn−3/2+pn−1/2

h2 − qn−1







U1

U2

U3

...
Un−1



=




f1 − p1/2
h2 ua

f2

f3
...

fn−1 − pn−1/2

h2 ub



.

Quando feita a discretização da equação no forma conservativa, além de não precisarmos saber
quem é o termo p′(x), temos ainda a vantagem de conseguir obter uma matriz tri-diagonal simétrica.

3 Resultados numéricos

Para resolvermos os sistemas lineares obtidos nas secções 2.1 e 2.2, usaremos o Algoritmo de
Thomas [2], que consiste em decompor a matriz dos coeficientes A em produto entre uma matriz de
banda inferior L com diagonal unitária, e uma matriz de banda superior U . Assim dado um sistema
linear Ax = b, temos que:

Ax = b⇔ LUx = b⇔ Ux = y e Ly = b,

dessa forma devemos resolver os dois sistemas Ux = y e Ly = b.
Dado ei = Ui − u(xi), para poder medir o erro da solução do nosso problema nos pontos da malha,

definimos as seguintes normas, de acordo com [3].

∥e∥1 = h
n−1∑

i=1

|ei|, ∥e∥2 =
(
h

n−1∑

i=1

|ei|2
)1/2

, ∥e∥∞ = max
1≤i≤n−1

|ei|.

Consideremos o problema de valor de contorno do tipo Dirichlet.





[
1
x2u

′(x)
]′ − x2u(x) = ex

(
1
x2 − 2

x3 − x2
)
,

1 < x < 3, e u(1) = e, u(3) = e3.

A solução analítica desse problema é dada pela função u(x) = ex.
Após encontrar a solução numérica da equação, na forma conservativa e não conservativa, obtemos

os seguintes resultados apresentados nas tabelas que seguem:
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n h erro1 erro2 erro∞
4 0.5 0.01423102 0.02012570 0.01413572
8 0.25 0.00382156 0.00764312 0.00348961

16 0.125 0.00097144 0.00274764 0.00087905
32 0.0625 0.00024390 0.00097561 0.00022029
64 0.03125 0.00006104 0.00034531 0.00005510

Tabela 1: Erro do sistema na forma não conservativa.

n h erro1 erro2 erro∞
4 0.5 0.00655366 0.00926828 0.00944567
8 0.25 0.00211652 0.00423304 0.00264180

16 0.125 0.00056492 0.00159784 0.00068887
32 0.0625 0.00014361 0.00057444 0.00017507
64 0.03125 0.00003605 0.00020395 0.00004385

Tabela 2: Erro do sistema na forma conservativa.

Podemos ver que no geral o quociente entre os erros sucessivos das soluções se aproxima de 4 = 22,
o que nos diz que o método é de ordem 2. Além disso, vemos também que quando aplicado o método
de diferenças finitas à forma conservativa obtemos um resultado no geral melhor, se comparado à
forma não conservativa do problema.
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Resumo

Um diagnóstico rápido possibilita que pacientes busquem assistência ade-
quada, visando uma condição de vida melhor. O presente trabalho tem por
objetivo apresentar um estudo sobre técnicas de aprendizado de máquinas e
técnicas estatísticas no âmbito da identificação de doenças cardiovasculares.
Inicialmente, foi realizado o pré-processamento dos dados onde inconsis-
tências (Ruidos, Outliers e Valores missing) foram devidamente tratadas,
permitindo uma maior compreensão sobre informações vigentes desses da-
dos. O modelo mais eficiente foi o XGBOOST (Extreme Gradient Boosting),
obtendo acurácia de 87,32% e f1-score de 87,00%.
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1 Introdução

Doenças cardiovasculares estão no topo do ranking de causas de mortes no Brasil e o desenvolvi-
mento de técnicas capazes de detectar precocemente essas doenças seria de grande valia. [1] Segundo
Nikola Tesla, “O futuro vai mostrar os resultados e julgar a cada segundo suas realizações.”[2], nessa
frase é possível interpretar a atuação da inteligência artificial(IA) em muitos aspectos da vida moderna,
principalmente, no auxílio direto ou indireto na área da saúde. No contexto da medicina preventiva, a
detecção precoce de problemas cardíacos ajuda a tomar medidas profilácticas para melhorar a qualidade
de vida das pessoas.

Utilizando técnicas de aprendizado de máquina e mineração de dados, Kavitha [3], desenvolveu
uma solução para detecção de doenças cardíacas a partir conjunto de dados de doenças cardíacas de
Cleveland onde foram utilizadas técnicas de mineração de dados. No estudo do pesquisador Jindal [4]
foi utilizado a inteligência artificial (IA) com aprendizado de máquina, o qual mostrou ser eficaz no
diagnóstico de problemas cardíacos, onde a potencial contribuição disso poderia levar à substituição,
ou mesmo servir de indicador, da angiografia coronariana com base no algoritmo KNN(K-Vizinhos
Mais Próximos).

Portanto, o presente trabalho tem por objetivo apresentar um estudo sobre técnicas de aprendizado
de máquinas e técnicas estatísticas no âmbito de detecção de doenças cardiovasculares de maneira
eficiente e eficaz, empregando métodos diversificados com o intuito de alcançar a otimização dos
resultados.

2 Materiais e Métodos

Dentro da inteligência(IA), há a linha de estudos em Aprendizado de Máquinas que emprega
algorítimos capazes de auxiliar na classificação de uma base de dados. Neste trabalho, os classificadores
utilizados foram Máquina de Vetores de Suporte Random Forest, XGBoost e CatBoost.Para este estudo
de classificação foi utilizada à base de dados “heart failure prediction dataset” extraída da plataforma
Kaggle [5] com as variáveis idade, sexo, tipo de dor no peito, pressão sanguínea em repouso, colesterol
sérico, açúcar no sangue em jejum, eletrocardiograma em repouso, frequência cardíaca máxima, angina
induzida por exercício, depressão de ST induzida por exercício em relação ao repouso e Inclinação
do segmento, totalizando um total de onze variáveis e novecentas e dezoito observações. A avaliação
desses classificadores possibilitará a verificação da eficiência dos algoritmos para identificação de
doenças cardíacas, possibilitando uma análise precoce dessas condições.
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2.1 Classificadores em estudo

2.1.1 XGBOOST (Extreme Gradient Boosting)

O modelo XGBOOST é um algoritmo empregado na classificação e regressão, originado da
evolução do Random Forest, Boosting e Gradient Boosting.Onde implementa técnicas que oferecem
uma alta desempenho e escalabilidade, criando um algoritmo otimizado, que visa trabalhar com dados
avulsos com um aprendizado ponderado, lidando com pesos ao utilizar arvores de decisão. Ademais,
implementa técnicas de podas de árvores, regularização L1 (lasso) penaliza a somas dos valores
obsoletos dos pesos e L2 (Ridge) em que penaliza a soma dos quadrados dos pesos, etc.[6]

Obj(Θ) =
n∑

i=1

L(yi, ŷi) +
K∑

k=1

Ω(fk) (1)

• Θ É a representação do conjunto de parâmetros a serem otimizados (incluindo os parâmetros de
cada árvore).

• n É o número de instâncias de treinamento.

• K É o número de árvores.

• L É a função de perda.

• Ω É o termo de regularização.

• yi É o rotulo verdadeiro da ith instância.

• ŷi É o rotulo previsto na ithinstância.

• fk Representa a kth arvore do conjunto.

2.1.2 CatBoost (Category Boosting)

CatBoost é adequado para dados categóricos heterogêneos, muito utilizado em aprendizagem super-
visionada em tarefas de classificação e regressão. Seu destaque é a alta velocidade de processamento e
transformação das variáveis categóricas em numéricas automaticamente [7].

F (x) = F0(x) +
M∑

m=1

N∑

i=1

fm(xi) (2)

• F (x) Representa a função geral de previsão que o CatBoost cogita aprender. Ele pega um vetor
de entrada x e prevê a variável alvo correspondente y.
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• F0(x) É a estimativa inicial ou a previsão da linha de base. Onde muitas vezes é definido
como a média da variável alvo no conjunto de dados de treinamento. Este termo captura o
comportamento médio geral da variável alvo.

•
∑M

m=1 Representa a soma do conjunto de árvores.Onde M denota o número total de árvores no
conjunto.

•
∑N

i=1 Representa a soma das amostras de treinamento. Onde N denota o número total de
amostras de treinamento.

• fm(xi) Representa a previsão da m-ésima árvore para a i-ésima amostra de treinamento.Onde
cada árvore do conjunto contribui para previsão geral, portanto, fazendo sua propiá previsão para
cada amostra do treinamento.

2.1.3 Floresta Aleatória (Random Forest)

O modelo floresta aleatória é um algorítimo de classificação em aprendizado supervisionado, onde
utiliza do método Ensemble (Construção de vários modelos onde visa obter um resultado único), sendo
mais robusto que a árvore de decisão, por ser um conjunto de árvores de decisão onde possibilita a
construção do método Ensemble, onde muitas vezes são obtidos resultados mais satisfatórios, em
contrapartida, com custos computacionais e complexidade elevada.

E(S) = −
n∑

i=1

Pi.log2(pi) (3)

• pi é a probabilidade de ocorrência do atributo nos dados.

• n número de classes que pode ser atingida.

•
∑

é o somatório.

• log2 é o logaritmo.

1−
n∑

i=1

P 2
i (4)

• pi é a probabilidade de ocorrência do atributo nos dados.

• n número de classes que pode ser atingida.

•
∑

é o somatório.

3 Resultados

Nessa seção será apresentado os resultados dos algoritmos citados anteriormente.
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3.1 XGBOOST (Extreme Gradient Boosting)

Tabela 1: Métricas de desempenho do modelo XGBOOST

Classe Precisão Revocação F1-Score Suporte

0 0,85 0,84 0,85 121
1 0,88 0,88 0,88 155

Acurácia 0,87 276
Média Macro 0,86 0,86 0,86 276
Média Ponderada 0,87 0,87 0,87 276
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A técnica aplicada foi o algoritmo de classificação XGboost, onde é perceptível que ambas as
classes estão equilibradas, com 87,32% de acurácia e a validação cruzada possui 241 acertos em termos
percentuais 87,02%, vale ressaltar que a base de dados está utilizando a técnica de transformação de
variáveis categóricas em numéricas manualmente.

3.2 CatBoost (Category Boosting)

Tabela 2: Métricas de desempenho do modelo CatBoost

Classe Precisão Revocação F1-Score Suporte

0 0,84 0,84 0,84 121
1 0,88 0,88 0,88 155

Acurácia 0,86 276
Média Macro 0,86 0,86 0,86 276
Média Ponderada 0,86 0,86 0,86 276

A técnica aplicada foi o algoritmo de classificação CatBoost, onde é perceptível que ambas as
classes estão equilibradas, com 86,96% de acurácia e na validação cruzada com 240 acertos em termos
percentuais 88,00%, vale ressaltar que a base de dados está utilizando a técnica de transformação de
variáveis categóricas em numéricas manualmente.

3.3 Floresta Aleatória (Random Forest)

Tabela 3: Métricas de desempenho do modelo Floresta Aleatória

Classe Precisão Revocação F1-Score Suporte

0 0,79 0,83 0,81 121
1 0,86 0,83 0,85 155

Acurácia 0,83 276
Média Macro 0,83 0,83 0,83 276
Média Ponderada 0,83 0,83 0,83 276

A técnica aplicada foi o algoritmo de classificação Random Forest, onde é perceptível que ambas as
classes estão equilibradas, com 86,59% de acurácia e na validação cruzada com 239 acertos em termos
percentuais 85,92%, vale ressaltar que a base de dados está utilizando a técnica de transformação de
variáveis categóricas em numéricas manualmente.
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4 Considerações finais

O XGBoost se destacou como o superior, ainda que as diferenças entre CatBoost e Random Forest
fossem mínimas em termos de métricas de desempenho, como precision, recall e F1-score.
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Resumo

Um corpo ordenado é um conjunto munido de uma estrutura algébrica rica
onde existe uma relação de ordem entre os elementos. O supremo e o ínfimo
são conceitos importantes nesse contexto: o supremo é o menor limitante
superior de um conjunto, enquanto o ínfimo é o maior limitante inferior. Es-
ses conceitos são essenciais na Análise Matemática, permitindo a definição
de limites, convergência de sequências, integrais e propriedades de conjun-
tos. Além disso, a completude do corpo ordenado, onde todo conjunto não
vazio e limitado superiormente tem supremo, é crucial. Essa propriedade
garante a existência de soluções para diversos problemas matemáticos e é
fundamental para muitos teoremas na Análise Real. Assim, compreender a
noção de corpo ordenado e os conceitos de supremo e ínfimo é fundamental
para uma variedade de áreas da Matemática e suas aplicações. Este traba-
lho apresenta tais conceitos em detalhes e também algumas propriedades e
exemplos.
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1 Introdução

Desde os primórdios da civilização humana, a necessidade de quantificar e compreender as gran-
dezas que nos cercam tem impulsionado o desenvolvimento dos sistemas numéricos. Contudo, foi em
momentos cruciais da história da matemática que a concepção e a formalização dos números reais,
tal como os conhecemos hoje, se solidificaram. Um marco significativo desse processo foi o surgi-
mento dos conceitos fundamentais por renomados matemáticos como Dedekind e Cantor no final do
século XIX. Suas contribuições revolucionárias estabeleceram as bases teóricas para a compreensão
profunda dos números reais. Posteriormente, na primeira metade do século XX, a formalização rigo-
rosa dos números reais foi alcançada através da definição dos axiomas do corpo ordenado completo.
Essa estrutura matemática consolidou os fundamentos essenciais para a Análise Real, fornecendo
uma base sólida para a compreensão e o desenvolvimento de uma ampla gama de teorias e aplicações
matemáticas. Para maiores informações, consultar [4]. A principal referência para a elaboração deste
trabalho foi [1].

2 Corpo Ordenado

Antes de adentrarmos diretamente ao conceito de corpo ordenado, é imprescindível estabelecer-
mos uma compreensão clara do que constitui um corpo. Em seguida, exploraremos algumas defini-
ções e resultados preliminares fundamentais relacionados a esse conceito.

Definição 2.1. Um corpo K é um conjunto não vazio de elementos onde se acham definidas uma

operação de adição
+ : K ×K −→ K

(x, y) 7−→ x+ y

e uma operação de multiplicação

· : K ×K −→ K

(x, y) 7−→ xy

satisfazendo as seguintes propriedades.

1) Comutativa:

x+ y = y + x, xy = yx, ∀ x, y ∈ K.

2) Associativa:

(x+ y) + z = x+ (y + z), (xy)z = x(yz), ∀ x, y, z ∈ K.

3) Distributiva:

(x+ y)z = xz + yz, ∀ x, y, z ∈ K.
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4) Existência de um zero:

∃ 0 ∈ K | x+ 0 = x, ∀ x ∈ K.

5) Existência de uma unidade:

∃ 1 ∈ K | x · 1 = x, ∀ x ∈ K.

6) Existência de inversos:

∀ x ∈ K, ∃ (−x) ∈ K | x+ (−x) = 0, e ∀ x ∈ K, x 6= 0,∃ x−1 ∈ K | x · x−1 = 1.

Exemplo 2.2. O conjunto Q dos racionais é um corpo e o conjunto R dos reais também. O conjunto

Z dos inteiros não é um corpo, pois nem todo elemento possui inverso multiplicativo.

Entendendo a definição de corpo, avancemos agora para compreender a noção de corpo ordenado.

Definição 2.3. Um corpo K é ordenado se contiver um subconjunto P com as seguintes proprieda-

des:

1) x ∈ P, y ∈ P implica x+ y ∈ P e xy ∈ P ;

2) dado x ∈ K, então uma, e somente uma, das três possibilidades ocorre: x ∈ P,−x ∈ P, x = 0.

Exemplo 2.4. O conjunto Q dos racionais é um corpo ordenado, onde P é o conjunto Q+ dos ra-

cionais positivos, e o conjunto R dos reais é um corpo ordenado, onde P é o conjunto R+ dos reais

positivos.

Este exemplo justifica a denominação de elementos positivos para os elementos pertencentes ao
subconjunto P de um corpo ordenado K.

Podemos introduzir uma ordem estrita entre os elementos de um corpo ordenado K da seguinte
maneira:

x > y se x− y ∈ P.

No caso dos racionais e dos reais, essa é a ordem usual. Usamos ainda os símbolos : “≥ , < , ≤”,
onde esses têm o seguinte significado:

x ≥ y se x > y ou x = y; x < y se y > x; x ≤ y se y ≥ x.

Observação 2.5. É possível verificar que x ∈ P se, e somente se , x > 0.

Proposição 2.6. As seguintes propriedades são válidas em qualquer corpo ordenado K:

1) x > y, y > z ⇒ x > z;

2) x > y, z > t⇒ x+ z > y + t;
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3) x > y, z > 0⇒ xz > yz;

4) x > 0, xy > 0⇒ y > 0;

5) x > 0, 0 > y ⇒ 0 > xy;

6) 0 > x, 0 > y ⇒ xy > 0;

7) x > y ⇒ x+ z > y + z,∀ z ∈ K;

8) K 6= {0} ⇒ 0 < 1.

Recordemos agora a noção de relação de ordem total.

Definição 2.7. Sejam A um conjunto e R ⊂ A × A uma relação de A em A. Dizemos que R é uma

relação de ordem total em A se

(i) (x, x) ∈ R, para todo x ∈ A (reflexividade);

(ii) (x, y) ∈ R e (y, x) ∈ R⇒ x = y (antissimetria);

(iii) (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ R⇒ (x, z) ∈ R (transitividade);

(iv) x, y ∈ A⇒ (x, y) ∈ R ou (y, x) ∈ R (totalidade).

Exemplo 2.8. O símbolo “≤” introduzido na página anterior é uma relação de ordem total em K.

3 Supremo e Ínfimo

A seguir, dedicaremos nossa atenção a algumas definições preliminares, com o intuito de estabe-
lecer uma base sólida para a compreensão dos conceitos de ínfimo e supremo.

Definição 3.1. Sejam K um corpo ordenado e A um subconjunto de K. Um elemento x ∈ K é uma

cota superior de A se x ≥ y , para todo y ∈ A.

Existem conjuntos que não possuem cota superior. Por exemplo, o subconjunto N dos números
naturais do corpo ordenado Q não possui cota superior. Esse fato motiva a próxima definição.

Definição 3.2. Sejam K um corpo ordenado e A um subconjunto de K. Dizemos que A é limitado
superiormente se ele possui cota superior.

Analogamente, definimos os conceitos de cota inferior e conjunto limitado inferiormente.

Definição 3.3. Sejam K um corpo ordenado e A um subconjunto de K. Um elemento x ∈ K é uma

cota inferior de A se x ≤ y , para todo y ∈ A. Dizemos que A é limitado inferiormente se ele possui

cota inferior.
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Nem todo conjunto possui cota inferior. Por exemplo, o subconjunto Z do corpo ordenado Q não
possui cota inferior.

Definição 3.4. Sejam K um corpo ordenado e A um subconjunto de K. Dizemos que A é limitado se

ele é limitado inferiormente e superiormente.

Exemplo 3.5. O conjunto A = {[0, 1) ∩Q} é limitado no corpo ordenado Q, pois 0 é cota inferior e

1 cota superior de A.

Com isso, vejamos as definições formais de supremo e ínfimo.

Definição 3.6. Sejam K um corpo ordenado e A ⊂ K limitado superiormente. O supremo do

conjunto A denotado por supA, é definido como a menor das cotas superiores de A (quando existe),

isto é, x = sup A se:

(i) x ≥ y para todo y ∈ A;

(ii) se z é uma cota superior de A, então x ≤ z.

Veremos um exemplo a seguir.

Exemplo 3.7. Considere o corpo ordenado Q e o subconjunto A = {y ∈ Q : 0 < y < 1}. Todo

racional maior ou igual a 1 é cota superior de A e supA = 1. Considere agora o conjunto B =

{y ∈ Q : 0 ≤ y ≤ 1}. É fácil ver que supB = 1. Assim, o supremo (quando existe) pode pertencer

ou não ao conjunto.

Definição 3.8. Sejam K um corpo ordenado e A ⊂ K limitado inferiormente. O ínfimo do conjunto

A, denotado por inf A, é definido como a maior das cotas inferiores de A (quando existe), isto é,

x = inf A se:

(i) x ≤ y para todo y ∈ A;

(ii) se z é uma cota inferior de A, então z ≤ x.

Vejamos alguns exemplos a seguir.

Exemplo 3.9. Considere o corpo ordenado Q e o subconjunto A =
{

1
n
: n ∈ N

}
. Então inf A = 0.

Exemplo 3.10. Considere o seguinte subconjunto de Q :

A = {x ∈ Q : x2 > 2 , x > 0}.

Demonstraremos que A não tem ínfimo em Q. Seja

B = {x ∈ Q : x2 < 2 , x > 0}.

Como não existe x ∈ Q tal que x2 = 2, segue que dado r ∈ Q positivo, ou r ∈ A ou r ∈ B.

Agora, vamos mostrar que:
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(1) se x ∈ A, existe y ∈ A tal que y < x;

(2) se x ∈ B, existe y ∈ B tal que x < y.

Para provar (1), escreva x = p
q
. Vamos procurar por um inteiro n tal que np−1

nq
∈ A, pois assim

teremos que y = np−1
nq
∈ A e y < x. Temos que

np− 1

nq
∈ A⇔ (np− 1)2

n2q2
> 2⇔ n2p2 − 2np+ 1 > 2n2q2 ⇔ n2(p2 − 2q2)− 2np+ 1 > 0.

Como x = p
q
∈ A, p2−2q2 > 0.Daí, existe n suficientemente grande tal que n2(p2−2q2)−2np+1 >

0, ou seja, tal que np−1
nq
∈ A. Isso prova (1). De modo análogo provamos (2).

Suponhamos agora que A tenha um ínfimo x0 ∈ Q. Então x0 ≤ x para todo x ∈ A. Por (1),

temos que x0 /∈ A. Observe que 1 é cota inferior paraA. Logo, x0 ≥ 1 > 0. Assim, x0 deve pertencer

a B. De (2), obtemos z ∈ B tal que x0 < z. Como z2 < 2 , segue que z < x para todo x ∈ A, ou

seja, z é uma cota inferior de A. Isso é uma contradição, pois z > x0 = inf A.

Logo, A não tem ínfimo.

Observação 3.11. Usando um argumento análogo ao anterior é possível mostrar que o conjunto B

não possui supremo em Q.

Por fim, gostaríamos de comentar que no conjunto dos números reais todo conjunto limitado su-
periormente tem supremo e todo conjunto limitado inferiormente tem ínfimo. Na verdade, o conjunto
dos reais é construído para que essa propriedade seja válida. Para mais informações sobre esse as-
sunto, indicamos as referências [1], [2] e [3].
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Resumo

Dentre as ferramentas típicas de dinâmica complexa se destacam os con-
juntos de Julia e de Mandelbrot que, para além de se destacarem por sua
estética exuberante, sintetizam importantes informações sobre a dinâmica
estudada. Com inspiração no texto [1] de Robert L. Devaney, serão apresen-
tadas propriedades fundamentais para esses conjuntos no âmbito da família
de polinômios Pd,c(z) = zd + c.
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1 Introdução
Em sistemas dinâmicos discretos, tem papel fundamental o estudo das iteradas de funções F :

X → X definidas em espaços métricos. Dado um ponto x0 ∈ X , x1 = F (x0) é a primeira iterada
de x0 pela F , x2 = F 2(x0) é sua segunda iterada, ou seja, F (F (x0)) e, em geral, xn = F n(x0) é a
n-ésima composição de F em x0. A sequência de pontos x0, x1, x2, . . . , xn, . . . é chamada órbita de

x0 pela F . O entendimento das órbitas e seus destinos quando n se torna grande é um objetivo central
por fornecer informações primordiais da dinâmica modelada por F .

Nessa direção, para uma função complexa F : C → C, se destacam seu conjunto preenchido de

Julia constituído pelos pontos de órbitas limitadas e o conjunto de Julia que é sua fronteira. Para a
família de polinômios Pd,c(z) = zd + c em C, o conjunto de Mandelbrot Md consiste de todos os
parâmetros c em C cujo conjunto de Julia é conexo.

Com inspiração nos apontamentos de Devaney em [1, Capítulos 16 e 17] sobre a família quadrática
Qc(z) = z2 + c, será apresentada uma análise de tais conjuntos para a família Pd,c(z) = zd + c, para
d > 2 natural e c, z ∈ C. Na próxima seção será visto que, a depender do parâmetro c, Pd,c pode ter
conjuntos preenchidos de Julia (Kd,c) conexos ou com infinitas componentes disjuntas. Na Seção 3 se
provará que estas são as únicas possibilidades para Kd,c e as mesmas são caracterizadas pela órbita
do 0 escapar ou não para o infinito. Tal resultado é conhecido por Dicotomia fundamental. Esses
resultados se apoiam no Critério de escape e no Princípio da aplicação de fronteiras, conforme lemas
2.1 e 2.2. O trabalho finaliza estabelecendo certas simetrias em conjuntos de Mandelbrot.

2 Conjuntos de Julia da família Pd,c
Primeiramente, considere a dinâmica de Pd,0(z) = zd no plano complexo. Escrevendo z0 = reiθ,

a órbita de z0 por Pd,0 é: z0 = reiθ, z1 = rdei(dθ), z2 = rd
2
ei(d

2θ), . . . zn = rd
n
ei(d

nθ), . . .. Assim, há
três possibilidades para o destino de uma órbita de Pd,0 quando n → ∞: P n

d,0(z0) → 0 se r < 1,
P n
d,0(z0) → ∞ se r > 1 ou P n

d,0(z0) permanece na circunferência de raio 1 para todo n se r = 1.
Portanto, para Pd,0, o conjunto preenchido de Julia é Kd,0 = {z; |z| ≤ 1} e o conjunto de Julia é
Jd,0 = {z; |z| = 1}. Em particular, Jd,0 é conexo. Outra consequência é que 0 está no Mandelbrot Md.

No Teorema 2.3 serão exibidos parâmetros c para os quais o conjunto preenchido de Julia de Pd,c é
desconexo. Para isto serão necessários dois resultados preliminares:

Lema 2.1 (Critério de escape). Se existe inteiro não negativo k, tal que |P k
d,c(z)| ≥ |c| e |P k

d,c(z)| >
2

1
d−1 , então |P k+1

d,c (z)| > (1 + λ)|P k
d,c(z)| e consequentemente |P n

d,c(z)| → ∞ se n→ ∞.

Demonstração. Inicialmente suponha que a propriedade é válida para k = 0, ou seja, que |z| > |c|
e |z| > 2

1
d−1 . Pela propriedade da desigualdade triangular: |Pd,c(z)| ≥ |z|d − |c| ≥ |z|d − |z| =

|z|(|z|d−1 − 1). Como |z|d−1 > 2, (|z|d−1 − 1) pode ser escrito como (1 + λ), com λ > 0, donde a
desigualdade anterior se reescreve por |Pd,c(z)| ≥ |z|(1+λ). Aplicando esse argumento repetidamente,
temos |P n

d,c(z)| ≥ |z|(1 + λ)n. Dessa forma, |P n
d,c(z)| → ∞ quando n→ ∞.

Agora note que se |P k
d,c(z)| ≥ |c| e |P k

d,c(z)| > 2
1

d−1 para algum k ≥ 0, então aplicando o raciocínio
acima segue que |P k+1

d,c (z)| > (1 + λ)|P k
d,c(z)| e portanto |P n

d,c(z)| → ∞ quando n→ ∞. ■
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Lema 2.2 (Princípio da aplicação de fronteiras). Seja R um subconjunto fechado do plano complexo.

Se z0 é um ponto interior de R, então Pd,c(z0) é interior a Pd,c(R).

Demonstração. Dado z0 = r0e
iθ0 ̸= 0 no interior de R, é possível escolher r1 < r0 < r2 e θ1 < θ0 <

θ2 tais que W = {reiθ; r1 < r < r2, θ1 < θ < θ2} é uma vizinhança de z0 contida em R. Note que
Pd,0(W ) = {reiθ; rd1 < r < rd2, dθ1 < θ < dθ2}, com Pd,0(z0) contido no interior de Pd,0(W ). Dessa
forma, como Pd,c só translada de c os valores obtidos por Pd,0, temos que Pd,c(z0) está no interior de
Pd,c(W ) ⊂ Pd,c(R) e portanto Pd,c(z0) está no interior de Pd,c(R). Se z0 = 0, W é tomado como um
pequeno disco centrado na origem. ■

Teorema 2.3. Se |c| > 2
1

d−1 , então o conjunto Kd,c possui infinitas componentes disjuntas.

Demonstração. Seja D o disco dado por {z; |z| ≤ |c|}. Note que, o conjunto preenchido de Julia Kd,c

de Pd,c é dado por
⋂

n≥0 P
−n
d,c (D), sendo P−n

d,c (D) = {z; P n
d,c ∈ D}. De fato, caso z /∈ ⋂n≥0 P

−n
d,c (z),

então P k
d,c(z) /∈ D para algum k ≥ 0. Logo, pelo Critério de escape, a órbita de z tende ao infinito.

A fim de entender Kd,c =
⋂

n≥0 P
−n
d,c (D), considere a circunferência C = {z; |z| = |c|}, que

corresponde à fronteira de D. Note que o conjunto P−1
d,c (C) é obtido subtraindo c de cada ponto de C,

o que resulta numa circunferência passando pela origem, e extraindo a d-ésima raiz complexa deste
resultado. Como cada ponto desse conjunto possui d raízes d-ésimas, exceto 0, que possui somente
uma, o resultado será o contorno de uma rosa de d pétalas contida em D, conforme Figura 1 para o
caso d = 3. Além disto, pelo Princípio da aplicação de fronteiras, P−1

d,c (D) é precisamente esta rosa
com cada pétala. Tais pétalas serão denotadas por I0, I1, . . . , Id−1. Como Pd,c é injetora em cada uma
das pétalas da rosa e como P−1

d,c (C) está contido no interior de D, segue que P−2
d,c (C) corresponde ao

contorno de d rosas menores de d pétalas, cada uma contida em uma das pétalas I0, I1, . . . , Id−1 de
P−1
d,c (C). Pelo Princípio da aplicação de fronteiras, temos que P−2

d,c (D) consiste dessas d rosas com
suas d2 pétalas, conforme ilustrado na Figura 1, para d = 3.

Figura 1: Iterações reversas de C por P3,c.

Defina I00 = {z ∈ I0; Pd,c(z) ∈ I0}, I01 = {z ∈ I0; Pd,c(z) ∈ I1}, . . ., I0(d−1) = {z ∈
I0; Pd,c(z) ∈ Id−1}, . . ., I(d−1)0 = {z ∈ Id−1; Pd,c(z) ∈ I0}, I(d−1)1 = {z ∈ Id−1; Pd,c(z) ∈ I1}, . . .,
I(d−1)(d−1) = {z ∈ Id−1; Pd,c(z) ∈ Id−1}. Assim, P−2

d,c (D) consiste de uma rosa em I0 cujas pétalas
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são I00, I01, I02, . . . , I0(d−1), uma rosa em I1 cujas pétalas são I10, I11, I12, . . . , I1(d−1) e sucessivamente
a uma rosa em Id−1 com pétalas I(d−1)0, I(d−1)1, I(d−1)2, . . . , I(d−1)(d−1).

Seguindo esse raciocínio, é possível ver que P−n
d,c (D) consiste de dn−1 rosas com dn pétalas no

interior das pétalas associadas a P−(n−1)
d,c (D). Dada uma sequência s0s1s2 . . . sn de termos si ∈

{0, 1, 2, . . . d − 1}, para i = 0, 1, . . . , n, segue que Is0s1s2...sn = {z ∈ D; z ∈ Is0 , Pd,c(z) ∈
Is1 , . . . , P

n
d,c(z) ∈ Isn} é uma pétala de P−(n+1)

d,c (D). Além disso, Is0s1s2...sn = Is0 ∩P−1
d,c (Is1)∩ . . .∩

P−n
d,c (Isn) = Is0s1s2...sn−1 ∩ P−n

d,c (Isn) ⊂ Is0s1s2...sn−1 .
Assim, Is0s1s2...sn forma uma família de pétalas fechadas e encaixadas e portanto, pela propriedade

da interseção de conjuntos fechados encaixados, segue que
⋂

n≥0 Is0s1s2...sn é não vazio. Então, se
z ∈ ⋂n≥0 Is0s1s2...sn , P k

d,c(z) ∈ D para todo k, donde z pertence a Kd,c.
Uma interseção infinita de pétalas da forma

⋂
n≥0 Is0s1s2...sn é uma componente de Kd,c, sendo que

quaisquer duas componentes são necessariamente disjuntas. Reciprocamente, se z ∈ Kd,c, z está em
uma dessas componentes. Em particular, Kd,c possui infinitas componentes conexas. ■

3 Dicotomia fundamental e o conjunto de Mandelbrot

Sendo a derivada de Pd,c(z) = zd + c dada por P ′
d,c(z) = dzd−1, tal família tem o 0 como único

ponto crítico. Na seção anterior foram apresentados um exemplo na família Pd,c para o qual o conjunto
preenchido de Julia Kd,c é conexo e uma subfamília de Pd,c na qual Kd,c possui infinitas componentes
disjuntas. Um resultado fundamental em dinâmica complexa é que na família Pd,c estas são as únicas
possibilidades, as quais são caracterizadas pela órbita do ponto crítico escapar ou não para o infinito:

Teorema 3.1 (Dicotomia Fundamental). Para Pd,c(z) = zd + c:

1. P n
d,c(0) → ∞ quando n→ ∞ e Kd,c é composto de infinitas componentes disjuntas, ou,

2. A órbita do ponto crítico 0 é limitada e Kd,c é conexo.

Demonstração. Se |c| > 2
1

d−1 , como |Pd,c(0)| = |c|, do Critério de Escape, a órbita de 0 escapará para
o infinito e, do Teorema 2.3, Kd,c possui infinitas componentes disjuntas.

Considere agora o caso |c| ≤ 2
1

d−1 . Pelo Critério de escape, caso |P n
d,c(0)| > 2

1
d−1 para algum n, a

órbita de 0 tende a infinito. Assim, primeiro suponha que |P n
d,c(0)| → ∞ quando n→ ∞, para algum

c com |c| ≤ 2
1

d−1 . Logo, existe um primeiro k tal que |P k
d,c(0)| > 2

1
d−1 . Seja ρ = |P k

d,c(0)| e considere
a circunferência Cρ de raio ρ centrada na origem. A aplicação Pd,c leva Cρ na circunferência de raio
ρd centrada em c. Pelo Critério de escape, as órbitas de Cρ escapam para o infinito e, mais ainda, a
imagem da circunferência se situa no exterior do disco Dρ = {z; |z| ≤ ρ}. Pelo Princípio da aplicação
de fronteiras, o interior do disco Dρ é levado ao interior de Pd,c(Dρ).

Agora note que P−1
d,c (Dρ) esta inteiramente contido em Dρ, já que Cρ é levado por Pd,c para fora de

Dρ. Mais ainda, 0 está no interior de P−1
d,c (Dρ), desde que Pd,c(0) = c e |c| < ρ. Consequentemente,

P−1
d,c (Dρ) tem como fronteira uma curva fechada simples contendo 0 no seu interior.
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Como k é o menor inteiro para o qual P k
d,c(0) ∈ Cρ, segue que pode-se repetir o argumento acima

k − 1 vezes, obtendo-se P−(k−1)
d,c (Dρ) ⊂ · · · ⊂ P−1

d,c (Dρ) ⊂ Dρ com P−j
d,c (Dρ) contido no interior

de P−j+1
d,c (Dρ) para j = 1, . . . , k − 1. Mais ainda, P−j

d,c (Dρ) tem como fronteira uma curva fechada
simples que é aplicada por Pd,c na fronteira de P−j+1

d,c (Dρ).
Na k-ésima iteração, a situação muda, com o ponto crítico 0 pertencendo à fronteira de P−k

d,c (Dρ).
Com efeito, como P k

d,c(0) ∈ Cρ, segue que 0 está na fronteira de P−k
d,c (Dρ). Então a fronteira de

P−k
d,c (Dρ) é uma rosa de d pétalas como descrita na demonstração do Teorema 2.3, sendo que cada uma

dessas d pétalas são levadas injetivamente por Pd,c no interior de P−k+1
d,c (Dρ).

A partir daí, como na demonstração do Teorema 2.3, P−k−1
d,c (Dρ) consistirá de d rosas de d pétalas

contidas no interior das pétalas de P−k
d,c (Dρ), sendo que em geral, P−k−n

d,c (Dρ) torna-se dn−1 rosas de d
pétalas, mostrando que Kd,c se decompõem em infinitas componentes disjuntas quando a órbita de 0
escapa para o infinito, provando a primeira parte da dicotomia.

A única outra possibilidade é que P k
d,c(0) nunca saia do círculo de raio 2

1
d−1 . Nesse caso, para

qualquer ρ > 2
1

d−1 , P−k
d,c (Dρ) é sempre uma região conexa limitada por uma curva simples. Assim,⋂

n≥∞ P−n
d,c (Dρ) é um conjunto conexo, como usual este é o conjunto preenchido de Julia. ■

3.1 Algoritmo para a construção do conjunto de Mandelbrot

Com inspiração na Dicotomia fundamental, segue:
Algoritmo para o conjunto de Mandelbrot de Pd,c: Escolha um número máximo de iterações (N),
considere o quadrado de lado 2 · 2 1

d−1 centrado na origem. Escolha k pontos igualmente distribuídos
pelo quadrado e os considere como c. Itere 0 por Pd,c até que |P i

d,c(0)| > 2
1

d−1 pela primeira vez para
i ≤ N , ou até a N -ésima iterada. Caso o ponto não extravase o limite, pinte o ponto de preto. Caso
contrário, divida o intervalo [0, N ] em 7 subintervalos de mesmo tamanho e associe a cada subintervalo
uma cor. Pinte o ponto com a cor associada ao intervalo contendo i.

Tal algoritmo foi implementado utilizando Python e está disponível em [2]. Sua aplicação na
família P3,c está exposta na Figura 2.

3.2 Simetria do conjunto de Mandelbrot

Conjuntos de Mandelbrot possuem propriedades intrigantes, tais como a seguinte:

Proposição 3.2. Os conjuntos de Mandelbrot associados à família Pd,c possuem simetria com relação

à rotação pelo ângulo 2π
d−1

em torno da origem.

Demonstração. Basta exibir uma conjugação que preserva a origem entre Pd,c e Pd,q, com q = e
2πi
d−1 c.

Com efeito, nesse caso o comportamento da órbita do 0 será equivalente via conjugação para c e q.
Para isso, considere a função linear e portanto contínua H(z) = ze

2πi
d−1 cuja inversa H−1(z) = ze−

2πi
d−1

também é contínua. E note que Pd,q(H(z)) = (ze
2πi
d−1 )d + e

2πi
d−1 c = zde

2πi(d−1)
d−1 · e 2πi

d−1 + e
2πi
d−1 c =

(zd + c)e
2πi
d−1 = H(Pd,c(z)). Estabelecendo a conjugação assim como a referida simetria. ■
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Figura 2: Conjunto de Mandelbrot para P3,c. Produzido via [2].

4 Considerações finais
Em [1, pág. 246], Devaney observa que no 1º caso da Dicotomia fundamental, é possível provar

que o conjunto preenchido de Julia Kd,c equivale a um conjunto de Cantor, porém a prova envolve
sofisticadas ferramentas de análise complexa. Portanto, vale um resultado mais forte na Dicotomia: ou
Kd,c é totalmente desconexo ou Kd,c é conexo. No primeiro caso, conclui-se que os conjuntos de Julia
Jd,c e preenchido de Julia coincidem e portanto a dinâmica interessante se restringe ao conjunto Jd,c,
uma vez que fora do mesmo as órbitas escapam para o infinito. Devaney ressalta ainda que, neste caso,
a dinâmica de Pd,c no conjunto Jd,c é conjugada ao do shift de d símbolos, o qual exibe comportamento
caótico, como pode ser visto com detalhes em [3].
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Resumo

O trabalho apresenta um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) cujo
objetivo é atribuir graus de pertencimento a números para um sistema de
variáveis que não seja binário. Neste caso, estamos lidando com a classifi-
cação quantitativa do risco de acidentes em uma determinada situação. Na
metodologia, utilizamos os parâmetros de velocidade, intensidade de chuva,
tempo de desatenção e nível de álcool no sangue, que são variáveis pertinen-
tes ao nosso objetivo. Com isso, obtivemos diversos tipos de respostas para
as mais variadas situações.
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1 Introdução

A modelagem matemática é essencial para analisar e prever fenômenos complexos em diversas
áreas do conhecimento. Em sistemas determinísticos, a precisão das previsões depende da exatidão dos
dados e parâmetros. Já em modelos estocásticos, as soluções consideram uma distribuição estatística
dos dados, sendo úteis para analisar variações sujeitas a essas distribuições.

Para modelar situações com elementos heterogêneos, como a previsão de acidentes em rodovias,
a teoria dos conjuntos fuzzy é aplicada. Os conjuntos fuzzy permitem representar e lidar com a
imprecisão e incerteza dos dados de forma flexível e intuitiva, cada elemento considerado tem um grau
de pertinência em um conjunto fuzzy, refletindo a intensidade da característica em questão. Nesse
contexto, o Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) surge como uma aplicação prática dos conceitos
dos conjuntos fuzzy, empregando regras linguísticas para inferir resultados a partir de conjuntos fuzzy
de dados de entrada. Esses sistemas permitem inferências a partir de dados imprecisos ou subjetivos.
Este trabalho tem como objetivo explorar a utilização do SBRF na modelagem do risco de acidentes
em rodovias. Para um estudo mais aprofundado de conceitos preliminares consultar [1].

2 Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF)

Sistemas baseados em regras Fuzzy são usados para modelar e lidar com incerteza e imprecisão
em sistemas complexos. Eles servem para mapear entradas vagas para saídas definidas, permitindo
uma abordagem flexível e adaptável à tomada de decisões.

Em um SBRF, a ordem das etapas geralmente segue um processo sequencial que envolve a
definição das variáveis de entrada, variáveis de saída, formulação das regras e escolha do método de
defuzzificação.

As variáveis de entrada (também chamadas variáveis linguísticas) são parâmetros do sistema que
podem ser difusos, o que significa que eles não são representados por números precisos, mas sim por
intervalos ou distribuições de valores. Por exemplo, em um sistema de controle de temperatura, uma
variável de entrada poderia ser a "temperatura ambiente", com valores difusos (também chamados
termos linguísticos) como "frio", "morno"e "quente". Esses valores difusos permitem que o sistema
fuzzy lide com a imprecisão e a incerteza de forma mais flexível do que os sistemas tradicionais, que
exigem valores precisos e bem definidos.

As variáveis de saída são os resultados ou ações que o sistema produz com base nas entradas
difusas. Continuando com o exemplo do controle de temperatura, uma variável de saída poderia ser a
"quantidade de aquecimento", com valores difusos como "nenhum", "baixo"e "alto".

As regras fuzzy são formuladas com base no conhecimento especializado sobre o problema e no
comportamento desejado do sistema. Elas geralmente seguem uma estrutura de "se... então...", onde
as condições do antecedente determinam as ações ou conclusões do consequente. Por exemplo, uma
regra pode ser: "Se a temperatura estiver baixa e a umidade estiver alta, então aumente a quantidade de
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aquecimento".
A escolha das regras depende do conhecimento do domínio e da lógica subjacente ao sistema. As

regras são selecionadas para cobrir uma ampla gama de situações possíveis e garantir que o sistema
possa tomar decisões adequadas em diferentes cenários. A experiência prática e o conhecimento
especializado desempenham um papel crucial na determinação das regras mais apropriadas.

O método de defuzzificação é escolhido para converter as saídas difusas do sistema em valores
ou ações concretas. Existem vários métodos de defuzzificação, como o centro de área, média dos
máximos, e escolha do máximo, entre outros. A escolha do método depende das características do
problema, das preferências do projetista e das propriedades desejadas para a saída final.

Neste trabalho o método de defuzzificação utilizado é o método de Mamdani, um dos métodos
mais populares de defuzzificação em SBRF. Ele foi proposto pelo engenheiro Lotfi A. Zadeh, o mesmo
criador da teoria dos conjuntos fuzzy.

No método de Mamdani, a defuzzificação é feita calculando-se o centro de massa ponderado das
saídas difusas produzidas pelas regras fuzzy. Em outras palavras, é calculada a média ponderada dos
valores das saídas difusas de todas as regras ativadas pelo conjunto de entradas. Cada valor de saída
difusa é ponderado pela medida de pertinência da regra associada.

Este método é amplamente utilizado devido à sua simplicidade e eficácia.

2.1 SBRF aplicado ao risco de acidentes em rodovias

Criar um SBRF relacionado ao risco de acidentes em rodovias pode melhorar significativamente
a segurança viária, salvando vidas, reduzindo custos associados a acidentes e promovendo uma
mobilidade mais segura e eficiente. Isso pode aumentar a conscientização sobre os principais fatores
que contribuem para acidentes rodoviários, incentivando comportamentos mais seguros por parte dos
motoristas. Esses sistemas podem ser usados por autoridades de trânsito, empresas de transporte e
motoristas para tomar decisões informadas sobre segurança na estrada.

A ideia do trabalho é apresentar um SBRF utilizado para modelar o risco de acidentes em rodovias,
considerando as seguintes variáveis de entrada: velocidade do veículo (medida em quilômetros por
hora - km/h), intensidade de chuva (medida em milímetros por hora - mm/h), tempo de desatenção do
motorista (medido em segundos - s) e nível de álcool no sangue do motorista (medido em miligramas
de álcool por decilitro de sangue - mg/dl). Tais variáveis foram colocadas com as seguintes referências
[4] e [5].

É relevante ressaltar que no texto foram utilizados pesquisas e dados reais fundamentados para a
escolha das funções de pertinência e seus parâmetros, sendo assim o ajuste da mesma foi encontrado
buscando coesão entre os dados obtidos anteriormente já citados.

As variáveis de entrada são classificadas da seguinte forma e suas funções de pertinência são
trapezoidais, conforme ilustrado nas Figuras 1, 2, 3 e 4.

• Velocidade do veículo:
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- De 0 a 50 km/h é considerada baixa;

- De 50 a 100 km/h é considerada média;

- Maior do que 100 km/h é considerada alta.

• Intensidade de chuva (ver [2]):

- De 0 a 10 mm/h é considerada fraca;

- De 10 a 50 mm/h é considerada forte;

- Maior do que 50 mm/h é considerada muito forte.

• Tempo de desatenção do motorista (ver [3]):

- De 0 a 1 segundo é considerado pouco;

- De 1 a 3 segundos é considerado médio;

- Maior do que 3 segundos é considerado muito.

• Nível de álcool no sangue do motorista(ver [6]):

- De 0 a 99 mg/dl é considerado baixo;

- De 100 a 199 mg/dl é considerado médio;

- De 200 a 299 mg/dl é considerado médio alto;

- Maior do que 300 mg/dl é considerado alto.

Figura 1: Funções de pertinência da velocidade
(km/h).

Figura 2: Funções de pertinência da intensidade
de chuva (mm/h).

Esses gráficos representam a pertinência de cada valor de entrada ao seu respectivo conjunto fuzzy.
Por exemplo, no gráfico da intensidade de chuva, um valor de 30 mm/h teria uma pertinência alta
no conjunto forte e baixa nos outros conjuntos. Essa representação gráfica facilita a compreensão e
interpretação dos conjuntos fuzzy em cada entrada do sistema. A pertinência de número 1 é a maior
possível em um SBRF e indica um alto nível de pertencimento à variável indicada. Neste exemplo
citado acima, 30 mm/h pertence 100% ao nível forte de chuva.
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Figura 3: Funções de pertinência do tempo de
desatenção do motorista (s).

Figura 4: Funções de pertinência do nível de
álcool no sangue (mg/dl).

A variável de saída é o risco de acidentes em rodovias , medido em porcentagem e calculado em
um intervalo de 0 a 100%. Os termos linguísticos são: baixo, médio baixo, médio, médio alto e alto,
conforme ilustrado na Figura 5. Cada termo linguístico tem um intervalo associado que reflete o grau
de pertinência de um determinado nível de risco. Por exemplo:

- De 0 a 25% é considerado baixo;

- De 18 a 43% é considerado médio baixo;

- De 37 a 62% é considerado médio;

- De 55 a 80% é considerado médio alto;

- De 75 a 100% é considerado alto.

Esses intervalos são apenas exemplos e podem variar dependendo do contexto e das regras do
sistema.

Figura 5: Funções de pertinência do risco de acidentes em rodovias.

Para definir as regras do sistema, podemos usar uma abordagem baseada em lógica fuzzy. Cada
regra é uma sentença condicional do tipo "Se A e B e C e D, então E", onde A, B, C e D são as
condições (entradas) e E é a consequência (saída). No SBRF aplicado ao risco de acidentes em
rodovias, foi utilizado um conjunto de 108 regras.

Exemplos de regras para o nosso sistema:
1. Se a velocidade é alta e a intensidade de chuva é muito forte e o tempo de desatenção do

motorista é alto e o nível de álcool no sangue é alto, então o risco de acidentes é alto.
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2. Se a velocidade é baixa e a intensidade de chuva é fraca e o tempo de desatenção do motorista

é baixo e o nível de álcool no sangue é baixo, então o risco de acidentes é baixo.

3. Se a velocidade é média e a intensidade de chuva é forte e o tempo de desatenção é médio e o

nível de álcool no sangue é médio, então o risco de acidentes é médio.

Esses são exemplos simplificados e genéricos. O conjunto completo de regras deve ser, e foi,
elaborado com base em conhecimento especializado e dados empíricos, levando em consideração a
complexidade das interações entre as variáveis.

Para determinar o risco de acidentes no final, o SBRF utiliza essas regras e o método de defuzzifi-
cação de Mamdani para calcular a pertinência de cada nível de risco a partir das condições fornecidas
pelas entradas. O resultado final é um valor de risco de acidentes que reflete a combinação das condi-
ções específicas em termos de velocidade, intensidade de chuva, tempo de desatenção do motorista e
nível de álcool no sangue. Esse valor pode então ser mapeado para um dos termos linguísticos de risco
de acidentes em rodovias definidos anteriormente.

3 Considerações finais

A informação final gerada pelo SBRF para medir o risco de acidentes em rodovias pode ser ajustada
e aprimorada com base em dados empíricos e feedback especializado, tornando-o uma ferramenta
valiosa para avaliar e classificar o nível de perigo potencial na estrada. Isso poderia auxiliar na
implementação de medidas preventivas, como alertas aos motoristas, restrições de velocidade ou
intervenções de segurança, visando reduzir o risco de acidentes.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns métodos iterativos para se aproximar
zeros (raízes) de funções reais, isto é, soluções de equações do tipo f(x) = 0.
Para certas funções pode ser trabalhoso ou até impossível de se obter o valor
exato de suas raízes. Através de métodos iterativos podemos aproximar uma
solução de f(x) = 0 com a precisão desejada (número de casas decimais
corretas) e, sob certas condições, num tempo curto.
Na seção 1 apresentamos o Método da Bissecção e o Método do Ponto
Fixo. Dentre os métodos apresentados destacamos o método de Newton-
Raphson, na seção 2, que além de apresentar convergência quadrática, é de
fácil compreensão e implementação.
Na seção 3 apresentamos uma aplicação do Método de Newton-Raphson
em sistemas de controle, particularmente em um Controlador Proporcional
Integral Derivativo (PID) e apresentamos brevemente uma segunda aplicação
neste contexto, onde desejamos obter as raízes de um polinômio de grau
maior. Esta última aplicação encontra-se em fase de estudo e por este motivo
não apresentamos um detalhamento maior.
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1 Introdução

A compreensão do comportamento de sistemas dinâmicos, a modelagem de fenômenos naturais, a
análise de dados, entre outras situações práticas, muitas vezes se relacionam com a obtenção de zeros
(raízes) de alguma função real. Ou seja, tais problemas envolvem equações do tipo f(x) = 0 onde
desejamos obter um número real ξ tal que f(ξ) = 0.

Para certas equações é possível obter a solução exata, por exemplo, para uma equação polinomial
do segundo grau utilizamos a Fórmula de Bhaskara. Contudo, certas equações exigem processos
mais complicados para encontrar suas raízes, sendo algumas vezes impossível obter a solução exata.
Assim, foram desenvolvidos diversos métodos que buscam aproximar os zeros de funções por meio de
processos iterativos, até atingir a precisão desejada.

A seguir falaremos brevemente sobre três métodos matemáticos para obtenção de zeros de funções
e apresentaremos uma aplicação em um problema real.

1.1 Método da Bissecção

O Método da Bissecção exige que a função seja contínua no intervalo [a, b]. Pelo Teorema de
Bolzano, se a função é contínua em [a, b] e satisfaz f(a)f(b) < 0 então existe ao menos um zero no
interior deste intervalo [1, 2].

Assim, esse método busca reduzir a amplitude do intervalo dividindo-a ao meio em cada iteração
i, escolhendo-se os subintervalos [ai, bi] de forma que f(ai) e f(bi) sempre tenham sinais opostos,
garantindo que há um zero da função entre eles. Esse processo é repetido até que (bi − ai) < ϵ.

Exemplo 1.1. Consideremos a função f(x) = x3 − 9x + 3 (o qual uma de suas raízes é ξ1 =

0.337608956) , com intervalo inicial I0 = [0, 1] e precisão desejada de ϵ = 10−3. Observe que

f(0) > 0 e f(1) < 0, logo temos uma raiz neste intervalo.

Iteração x f(x) b - a
1 0.5 -1.375 0.5
2 0.25 0.765625 0.25
...

...
...

...
9 0.337890625 −2.43862718 ∗ 10−3 1.953125 ∗ 10−3

10 0.336914063 6.01691846 ∗ 10−3 9.765625 ∗ 10−4

Tabela 1: Iterações do Método da Bissecção

Percebe-se que a cada iteração o valor de f(x) é reduzido (aproximando-se de zero). O processo
continua até que a amplitude do intervalo seja menor que a precisão ϵ estabelecida inicialmente. Para
esse exemplo, que trata de uma equação relativamente simples, foram necessárias 10 iterações.

Antes de iniciar a resolução do problema, é possível estimar o número mínimo de iterações
necessárias para se resolver o problema. O número mínimo k de iterações satisfaz k > log(b0−a0)−log(ϵ)

log(2)

[1, 2].
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Verificando o exercício anterior obtemos log(1−0)−log(10−3)
log(2)

= 9, 96578 e, logo, são necessárias no
mínimo 10 iterações, em conformidade com o constatado na Tabela 1.

1.2 Método do Ponto Fixo (MPF)

O Método do Ponto Fixo (MPF) consiste em transformar uma equação f(x) = 0, com f contínua no
intervalo [a, b], em um equação equivalente x = φ(x), ou seja, um ponto fixo de φ corresponde a um
zero de f . Observe que para uma mesma equação, há diferentes escolhas para φ(x) [1]. Para ilustrar
o método, vamos considerar a equação x2 + x − 6 = 0 (cujas raizes ξ1 = −3, ξ2 = 2 são obtidas

facilmente). Algumas opções para φ seriam: φ1(x) = 6− x2, φ2(x) = ±
√
6− x, φ3(x) =

6

x
− 1 e

φ4(x) =
6

x+ 1
. A partir da função φ(x) escolhida e de uma aproximação inicial para x0 (obtida por

exemplo, pelo Método da Bissecção ou uma análise gráfica) gera-se uma sequência xk de aproximações
para ξ pela relação xk+1 = φ(xk). Como a função φ é tal que f(ξ) = 0 somente se φ(ξ) = ξ, o
problema passa a ser encontrar um ponto fixo de φ(x) [1, 2]. Contudo, em alguns casos, a função φ
escolhida pode não ser ideal para a resolução do problema (a sequência não converge para a solução
do problema).

Exemplo 1.2. Para a equação x2 + x− 6 = 0, consideremos a função φ1(x) e x0 = 1.5. Tentaremos

obter uma aproximação para a raiz ξ2 = 2:

x1 = φ(x0) = 3, 75, x2 = φ(x1) = −8.0625, x3 = φ(x2) = −59.003906, x4 = φ(x3) =

−3475.4609 . . .

É possível perceber que xk não está convergindo para a raiz ξ2 = 2.

Desta forma, destaca-se a importância do seguinte teorema:

Teorema 1.3. Seja ξ uma raiz da equação f(x) = 0, isolada num intervalo I centrado em ξ. Seja φ(x)

uma função de iteração para a equação f(x) = 0. Se φ(x) e φ′(x) são contínuas em I, |φ(x)| <
1,∀x ∈ I e x0 ∈ I , então a sequência (xk) gerada pelo processo iterativo xk+1 = φ(xk) converge

para ξ [1, 2].

No Exemplo 1.2 acima, observe que |φ′
1(x)| = | − 2x| = 2|x| ≥ 1, se |x| ≥ 0.5. Logo para

qualquer x próximo da raiz ξ = 2 a função de iteração φ1(x) não gera uma sequência convergente.
Nesse método, as iterações são feitas até que |xk−xk−1| = |φ(xk−1)−xk−1| < ϵ ou se |f(xk)| < ϵ,

assim escolhe-se xk como raiz aproximada de ξ. Pode-se verificar que o MPF tem convergência linear
[2].

Antes de iniciar a próxima seção, observamos que, de modo geral, uma função de iteração para a
equação f(x) = 0 assume a forma φ(x) = x+ A(x)f(x), onde A(ξ) ̸= 0 (ponto fixo de φ) [1, 2].
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2 Método de Newton-Raphson

O Método de Newton-Raphson é amplamente utilizado para encontrar os zeros de uma função,
sendo um Método de Ponto Fixo. Neste contexto, destaca-se que, na tentativa de acelerar a convergência
do MPF, esse procedimento busca escolher uma função de iteração φ(x) tal que φ′(ξ) = 0. Portanto,

deseja-se obter a função A(x) tal que φ′(ξ) = 1 + A(ξ)f ′(ξ) = 0, donde obtém-se A(ξ) =
−1

f ′(ξ)
.

Logo, escolhemos A(x) =
−1

f ′(x)
e a função de iteração desejada é φ(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Exemplo 2.1. Para f(x) = x2+x−6, ξ2 = 2, x0 = 1, 5 eφ(x) = x− f(x)

f ′(x)
= x−x

2 + x− 6

2x+ 1
obtemos

a sequência x0 = 1, 5, x1 = φ(x0) = 2, 0625, x2 = φ(x1) = 2, 00076, x3 = φ(x2) = 2, 00000. E a

raiz foi obtida com 3 iterações.

2.1 Ordem de convergência

Supondo que o método de Newton gera uma sequência (xk) que converge para ξ, se o analisarmos
como sendo um MPF, constataríamos que ele apresenta convergência linear. Contudo, escolhendo a
função de iteração tal que φ′(ξ) = 0, é possível verificar, por meio do desenvolvimento de Taylor de
f(x) em torno de xk, que o método possui convergência quadrática [2].

Exemplo 2.2. A convergência quadrática pode ser facilmente observada a partir da solução de

um problema que visa encontrar a raiz quadrada de um número A positivo, ou seja obter a raiz de

f(x) = x2 − A. Seja A = 7 (f(x) apresenta, portanto, uma raiz ξ1 = 2.64575131106) e x0 = 2.

Fazendo φ(x) = x− x2 − 7

2x
obtemos:

x0 = 2 x2 = 2, 64772723 x4 = 2, 645751311

x1 = 2, 75 x3 = 2, 645752048 x5 = 2, 645751311

A partir da segunda iteração é possível perceber que os dígitos corretos duplicam, ilustrando a

convergência quadrática do método.

3 Aplicação do método de Newton-Raphson

3.1 Controlador Proporcional Integral Derivativo

O Controlador Proporcional Integral Derivativo (PID) é um mecanismo essencial em sistemas
de controle, usado para manter uma variável controlada em um valor desejado ajustando a saída do
sistema com base no erro entre a referência e o valor real da variável.

A grande maioria dos sistemas necessitam de um controle para que alguns parâmetros possam ser
ajustados à maneira desejada ou para ajustar interferências presentes no sistema, logo, o mecanismo de
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controle é amplamente utilizado, como em sistemas de controle de temperatura em câmaras, controle
de velocidade em motores elétricos, entre diversos outros.

3.2 Importância dos zeros das funções para aplicação do controle PID

Um circuito RLC é apresentado na Figura 1, o qual R, L e C são componentes elétricos, sendo,
respectivamente, um resistor, um indutor e um capacitor. Assim, esses componentes afetam a passagem
de corrente do circuito, e consequentemente seu comportamento, dessa forma um controle pode ser
aplicado.

Figura 1: Circuito elétrico do tipo RLC série.
(Fonte: https://embarcados.com.br/circuito-rlc-em-serie/)

Esse sistema é descrito fisicamente pela seguinte equação diferencial 1:

d2v

dt2
(t) +

R

L

dv

dt
(t) +

1

LC
v(t) =

1

LC
Vs(t) (1)

Aplicando a Transformada de Laplace e dividindo a saída (v(s)) pela entrada (Vs(s)), obtem-se:

V (s)

Vs(s)
=

1
LC

s2 + R
L
s+ 1

LC

(2)

Agora aplicamos o método de Newton-Raphson na expressão do denominador da Equação 2, com
o objetivo de fatorar esta expressão.

Por exemplo, suponhamos os seguintes valores para os parâmetros: R = 40Ω, L = 100mH

e C = 400µF. Considere ainda φ(s) = s − s2 + 400s+ 25000

2s+ 400
, s0 = −75 para primeira raiz e

s0 = −325 para segunda raiz (os valores de s0 foram obtidos por meio da plotagem do gráfico da
função). Obtemos deste modo, a seguinte sequência:

x0 = −75 x1 = −77, 5 x2 = −77, 52551 x3 = −77, 52551

x0 = −325 x1 = −322, 5 x2 = −322, 47449 x3 = −322, 47449

Desta forma, −77, 52551 e −322, 47449 são aproximações para as raízes do polinômio do deno-
minador da Equação 2. Tais valores são ditos polos do sistema, enquanto as raízes do polinômio do
numerador (que nesse caso não possui raiz), são ditos zeros do sistema. Os polos e os zeros determinam
alguns parâmetros do sistema, como dito anteriormente, e a associação do sistema com o controlador
PID busca modificar esses parâmetros por meio da adição ou remoção desses polos e zeros.
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Assim, os controladores PID adicionam polos e zeros a esse sistema de modo a modificar esses
parâmetros obtendo um sistema final com um comportamento diferente ou melhor do que o atual,
como por exemplo um sistema mais rápido ou menos oscilatório, por isso destaca-se a importância de
encontrar os polos e zeros do sistema inicial.

3.3 Aplicando o Método de Newton-Raphson em Problemas Maiores

Em uma indústria, por diversas vezes, os engenheiros se deparam com situações em que o sistema
precisa controlar uma variável, por exemplo, controlar um tanque de aquecimento com agitação
contínua cujo fluxo de alimentação é líquido precisa ser mantido sob aquecimento para manter sua
composição uniforme [3], necessitando do controle da temperatura que o tanque se encontra para não
haver danos ao produto final.

Assim, é necessário obter a equação que rege o funcionamento desse tanque por meio da coleta de
dados em diferentes condições e, após esse procedimento, aplicar um controle PID sob o sistema do
tanque de modo que ele controle corretamente uma determinada temperatura estabelecida pelo usuário.

Em [3] um modelo é apresentado e a equação característica corresponde a um polinômio de
grau 4. Tal polinômio possui duas raízes reais. Desejamos aplicar o método de Newton-Raphson
para obter aproximações para tais raízes e após divisões sucessivas, obter um polinômio na forma
(x − x1)(x − x2)q(x) onde q(x) tem duas raízes complexas, que podem ser obtidas via fórmula de
Bháskara.

4 Conclusão

Com este trabalho percebemos a importância dos métodos iterativos para se aproximar os zeros de
uma função. O Método de Newton-Raphson destaca-se nesta classe de métodos pela sua eficiência
e aplicabilidade. No futuro, desejamos investigar mais aplicações do método em problemas reais de
engenharia, além de aprofundarmos os estudos nos métodos de ajustes de curvas e cálculo numérico
de uma maneira mais geral. Na condição de bolsista do PICME, agradeço ao CNPq pelo fomento.
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Resumo

Neste trabalho abordaremos conceitos fundamentais para a Teoria de Có-
digos, ramo da matemática que estuda e desenvolve códigos corretores de
erros através de ferramentas da Álgebra Comutativa, como corpos finitos e
anéis de polinômios, e também da Álgebra Linear, através de espaços vetori-
ais e transformações lineares. Os códigos corretores de erros são utilizados
na transmissão de dados, permitindo que se identifique e corrija os erros
advindos do processo de transmissão da informação. No final do trabalho,
apresentaremos também exemplos de códigos muito utilizados atualmente.
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1 Introdução

Nas últimas décadas, com o desenvolvimento e a popularização de novas tecnologias, a transmissão
de informações se tornou uma ferramenta fundamental para nossa sociedade, e junto dela, surgiu o
problema de como corrigir erros que acontecem durante essas transmissões de dados.

Um exemplo seria a troca de mensagem entre dois celulares, o celular A, que seria o emissor,
transmite a informação 011, que no caminho ao receptor, neste caso, o celular B, passa para 010,
contendo um erro no terceiro dígito. Uma possibilidade em que poderíamos pensar para a solução
desse problema, seria que o receptor enviasse uma nova mensagem ao emissor pedindo a confirmação
da informação recebida, porém, novos erros seriam introduzidos, e esse ciclo se repetiria infinitamente,
tornando esta opção inviável. Recorremos então à Teoria de Códigos Corretores de Erros, fundada
pelo matemático C. E. Shannon em um trabalho publicado em 1948. Tais códigos possuem como
finalidade identificar e corrigir erros na transmissão de dados, tendo, portanto, grande importância no
desenvolvimento tecnológico.

2 Elementos da teoria de Corpos Finitos

A Teoria de Códigos baseia-se em grande parte na álgebra linear sobre corpos finitos. Nesta seção,
abordaremos alguns tópicos de corpos finitos e, ao final, mostraremos uma maneira de relacioná-los
com espaços vetoriais.

Definição 2.1. Um anel comutativo K com unidade no qual todo elemento não nulo é invertível (ou

seja, tem inverso com relação à multiplicação) é chamado de corpo.

Em particular, se a cardinalidade do corpo K é finita, o chamaremos de corpo finito.

Proposição 2.2. Seja K um corpo finito. Então K possui pn elementos, onde p é um número primo e

n é um inteiro positivo (denotaremos o conjunto dos inteiros positivos por Z>0).

Iremos agora mostrar alguns exemplos de corpos finitos.

Exemplo 2.3. O conjunto Z/2Z = {0, 1} é um corpo finito com 2 elementos.

Exemplo 2.4. O conjunto Z/5Z = {0, 1, 2, 3, 4} é um corpo finito com 5 elementos.

Exemplo 2.5. De maneira geral, os corpos finitos mais simples são da forma Z/pZ = {0, 1, . . . , p− 1},

onde p é um número primo.

Apresentaremos agora um resultado muito importante sobre corpos finitos.

Teorema 2.6. Para todos os números inteiros positivos p e n com p primo, existe um corpo com pn

elementos. Além disso, dois corpos finitos com o mesmo número de elementos são isomorfos.
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Para ligarmos os corpos finitos à álgebra linear, vamos recordar um resultado sobre espaços
vetoriais.

Proposição 2.7. Se K é um corpo, então Kn, com n ∈ Z>0 é um espaço vetorial sobre K de dimensão

n.

Denotaremos por Fq o único (a menos de isomorfismos) corpo finito com q elementos, de maneira
que, para cada n ∈ Z>0 tenhamos um espaço vetorial Fn

q de dimensão n sobre Fq.

3 Códigos

Começaremos essa seção com a definição do nosso objeto principal de estudo.

Definição 3.1. Um conjunto C ⊂ Fn
q será chamado de código (linear) se for um subespaço vetorial de

Fn
q .

Apresentamos agora o importante conceito de distância de Hamming.

Definição 3.2. Dados dois elementos u,v ∈ Fn
q , a distância de Hamming entre u = (u1, . . . , un) e

v = (v1, . . . , vn) é definida como

d(u,v) = |{i ; ui ̸= vi, 1 ≤ i ≤ n}|.

As propriedades abaixo mostram que a distância de Hamming define uma métrica em Fn
q .

Proposição 3.3. Dados u,v,w ∈ Fn
q , valem as seguintes propriedades:

1. Positividade: d(u,v) ≥ 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.

2. Simetria: d(u,v) = d(v,u)

3. Desigualdade triangular d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v).

Definição 3.4. Seja C um código. A distância miníma de C é o número

d = min{d(u,v);u,v ∈ C e u ̸= v}.

Dado um elemento a ∈ Fn
q e um número real t ≥ 0, podemos definir o disco e a esfera de centro

em a e raio t como sendo respectivamente os conjuntos

D(a, t) = {u ∈ Fn
q;d(u, a) ≤ t},

S(a, t) = {u ∈ Fn
q;d(u, a) = t}.

Dado um código C com distância mínima d, definimos
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κ =

[
d− 1

2

]

onde [t] representa a parte inteira de um número real t.

Lema 3.5. Seja C um código com distância mínima d. Se c e c′ são elementos distintos de C, então

D(c, κ) ∩D(c′, κ) = ∅, onde κ =

[
d− 1

2

]
.

A distância mínima d de um código têm sua grande relevância devido ao seguinte teorema.

Teorema 3.6. Seja C um código com distância mínima d. Então C pode corrigir até κ =
[
d−1
2

]
erros

e detectar até d− 1 erros.

4 Matriz geradora

Seja C ⊂ Fn
q um código. Chamamos de parâmetros do código C a terna de inteiros (n, k, d), onde

k é a dimensão de C sobre Fq e d é a distância mínima de C.
Seja β = {v1, . . . ,vk} uma base ordenada de C e considere a matriz G, cujas linhas são os vetores

vi = (vi1, . . . , vin), com i = 1, . . . , k, isto é

G =




v1

...
vk


 =




v11 · · · v1n
... . . . ...
vk1 · · · vkn




A matrizG é chamada matriz geradora do código C associada à base β. Dizemos que um código C ′

é um código equivalente a C se sua matriz geradora pode ser obtida da matrizG através de permutações
de colunas ou pela multiplicação de colunas por um escalar não nulo. Dois códigos equivalentes têm
os mesmos parâmetros.

Definição 4.1. Diremos que uma matriz geradora G está na forma padrão se tivermos

G = (Idk|A),

onde Idk é uma matriz identidade k × k e A é uma matriz k × (n− k).

Dado um código C, nem sempre é possível encontrarmos uma matriz geradora de C na forma
padrão, o que evidencia a importância do seguinte resultado.

Teorema 4.2. Dado um código C, existe um código equivalente C ′ com matriz geradora na forma

padrão.
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5 Códigos Duais

Definição 5.1. Definimos o código dual de um código C como sendo o conjunto

C⊥ = {v ∈ Kn; ⟨u,v⟩ = 0, ∀ u ∈ C}.

onde ⟨u,v⟩ é o produto interno usual e K é um corpo.

Corolário 5.2. Se D é um código em Fn
q de dimensão m, então D⊥ é um código de dimensão n−m.

Corolário 5.3. Seja C um código. Temos então que (C⊥)⊥ = C.

Proposição 5.4. Se G = (Idk|A) é uma matriz geradora na forma padrão de um código C, então, a

matriz H = (−At|Idn−k) é uma matriz geradora de C⊥

A matriz H geradora de C⊥ é chamada matriz teste de paridade de C. Os próximos dois resultados
relacionam a H com a distância mínima de C.

Proposição 5.5. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Temos que a distância mínima de

C é maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s− 1 colunas de H são linearmente independentes.

Teorema 5.6. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Temos que a distância mínima de C

é igual a s se, e somente se, quaisquer s− 1 colunas de H são linearmente independentes e existem s

colunas de H linearmente dependentes.

Corolário 5.7. Os parâmetros (n, k, d) de um código linear satisfazem a seguinte desigualdade,

conhecida como Cota de Singleton

d ≤ n− k + 1.

6 Exemplos

6.1 Códigos de Hamming

Um código de Hamming de ordem m sobre F2 é um código com matriz teste de paridade Hm

de ordem m× n, cujas colunas são os elementos de Fm
2 \{0} numa ordem qualquer. Desta maneira,

a matriz Hm determina o código C a menos de equivalências. O comprimento de um código de
Hamming de ordem m é n = 2m − 1, e assim, sua dimensão é k = n−m = 2m −m− 1. Podemos
verificar que d = 3, pois em Hm é fácil achar três colunas que sejam linearmente dependentes, e
quaisquer duas são linearmente independentes.

Um exemplo numérico pode ser obtido considerando a matriz

H3 =




1 0 1 1 1 0 0

1 1 0 1 0 1 0

0 1 1 1 0 0 1


 .
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Sendo essa a matriz de um código de Hamming correspondente a m = 3.

6.2 Códigos de Reed-Solomon

Seja Fq um corpo finito e seja

Fq[X]k−1 := {P ∈ Fq[X]; gr(P ) ≤ k − 1} ∪ {0}.

Este conjunto é um espaço vetorial de dimensão k cuja base é {1, X,X2, . . . , Xk−1}. Seja n ∈ Z
tal que n ≥ k, e α1, . . . , αn elementos distintos de Fq. Consideremos a transformação linear

T : Fq[X]k−1 → Fn
q

P 7→ (P (α1), . . . , P (αn))

Podemos destacar que T é uma transformação linear injetora, pois

Ker(T ) = {P ∈ Fq[X]k−1;P (α1) = · · · = P (αn) = 0} = {0}

pois um polinômio não nulo P de grau menor do que k não pode ter n raízes distintas.
A imagem C de T é um código de comprimento n e dimensão k. Tais códigos são chamados de

Códigos de Reed-Solomon, que são utilizados por exemplo em “QR codes” e nos discos de DVDs.

7 Considerações finais

Neste trabalho buscamos mostrar a forte influência da álgebra linear sobre a teoria de códigos,
apresentando também conceitos básicos para tal teoria, bem como uma motivação para seu estudo e
desenvolvimento.
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Resumo

O Método das Potências é uma técnica iterativa para calcular o maior au-
tovalor de uma matriz. Utilizado em cálculo numérico, destaca-se pela
simplicidade computacional e rápida convergência. Aplicações abrangentes
incluem resolução de sistemas lineares e análise de dados, tornando-o uma
ferramenta essencial em áreas como física, engenharia e aprendizado de
máquina.
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1 Introdução

O método das potências consiste em determinar o autovalor de maior valor absoluto de uma matriz
A e seu autovetor correspondente, sem a necessidade de se calcular o polinômio característico. Ao
longo deste artigo, exploraremos a essência do Método das Potências e abordaremos seus princípios
fundamentais. Em suma, o Método das Potências destaca-se como uma ferramenta essencial no arsenal
do cientista e engenheiro computacional, desempenhando um papel crucial em análises numéricas e
simulações. O cálculo do autovalor de maior valor absoluto de uma matriz é de grande importância
em diversas aplicações práticas, especialmente nas áreas de álgebra linear, estatística, engenharia,
entre outras. O autovalor de maior valor em módulo é frequentemente referido como o autovalor
dominante e possui implicações significativas. Podemos citar alguns exemplos: Em métodos numéricos
e algoritmos iterativos, o autovalor dominante influencia diretamente na taxa de convergência; Na
análise de dados, especialmente na análise de componentes principais, o autovalor dominante está
associado à variância máxima dos dados. Logo, existe uma necessidade de calcular-se o autovalor
de maior módulo de uma matriz. A seguir apresentam-se algumas definições e propriedades que
permitirão entender o Método das Potências, uma metodologia para determinar o autovalor de maior
módulo

Definição 1.1. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, com entradas reais, dizemos que um número

λ ∈ R é um autovalor de A quando existe um vetor não nulo v tal que:

Av = λv.

Neste caso, v é dito um autovetor de A associado a λ.

Definição 1.2. Dada uma matriz quadrada A de ordem n , o polinômio de grau n dado por p(λ) =

det(A− λI) é denominado polinômio característico da matriz A.

Definição 1.3. Uma matriz A é diagonalizável se existe uma matriz invertível P tal que P−1AP é

uma matriz diagonal.

Quando A é diagonalizável, existe uma base constituída por autovetores de A. Logo, qualquer
vetor u0 é uma combinação linear destes autovetores. Esse fato será usado na demonstração do Método
das Potências que segue.

2 Método das Potência

Teorema 2.1. Seja A uma matriz real de ordem n e u1, u2, . . . , un autovetores de A, com autovalores

correspondentes λ1, λ2, . . . , e λn. Suponha que os autovetores u1, u2, . . . , un de A são linearmente

independentes e que seus autovalores verificam a seguinte relação |λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|.
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Seja a sequencia yk definida por:

yk+1 = Ayk, k ∈ N,

onde y0 =
n∑

j=1

cj · uj , com c1 ̸= 0. Então:

lim
k→∞

(yk+1)r
(yk)r

= λ1,

onde o índice r indica a r-ésima componente do vetor, podendo ser qualquer um dos componentes,

tendo em mente que alguns componentes convergem mais rapidamente do que outros. Além disso,

quando k → ∞, yk tende a um múltiplo do autovetor correspondende a λ1

Demonstração. Temos, por hipótese:

y0 = c1u1 + c2u2 + . . .+ cnun.

Agora, lembrando que Aui = λiui, obtemos:

y1 = Ay0 = c1Au1 + c2Au2 + . . .+ cnAun = c1λ1u1 + c2λ2u2 + . . .+ cnλnun

= λ1

[
c1u1 + c2

λ2
λ1
u2 + . . .+ cn

λn
λ1
un

]
,

y2 = Ay1 = A2y0 = λ1

[
c1Au1 + c2

λ2
λ1
Au2 + . . .+ cn

λn
λ1
Aun

]

= λ1

[
c1λ1u1 + c2

λ2
λ1
λ2u2 + . . .+ cn

λn
λ1
λnun

]

= λ21

[
c1u1 + c2

(
λ2
λ1

)2

u2 + . . .+ cn

(
λn
λ1

)2

un

]
,

...

yk = Ayk−1 = Aky0 = λk1

[
c1u1 + c2

(
λ2
λ1

)k

u2 + . . .+ cn

(
λn
λ1

)k

un

]
.

Pela hipótese, |λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|. Consequentemente, para i = 1, . . . , n, temos que∣∣∣∣
λi
λ1

∣∣∣∣ < 1. Portanto, quando k → ∞,
(

λi

λ1

)k
→ 0. Assim, o vetor:

[
c1u1 + c2

(
λ2
λ1

)k

u2 + . . .+ cn

(
λn
λ1

)k

un

]
,

converge para c1u1 que é um múltiplo do auto-vetor correspondente ao auto-valor λ1. Assim, λ1 é
obtido de:
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λ1 = lim
k→∞

(yk+1)r
(yk)r

= lim
k→∞

(
Ak+1y0

)
r

(Aky0)r
, r = 1, 2, . . . n. (1)

Observamos que, teoricamente, a equação (1) nos fornece o autovalor de maior valor absoluto de
uma matriz A. Contudo, na prática, durante a execução do método das potências, é necessário realizar
um processo de normalização nos cálculos para evitar o crescimento ou diminuição exponencial dos
valores durante as iterações, o que pode resultar em problemas numéricos e instabilidade no algoritmo.
Portanto, para obter λ1, empregamos o algoritmo que utiliza um processo de normalização, conforme
descrito a seguir. A partir de um vetor yk, arbitrário, não nulo, construímos dois outros vetores yk+1 e
zk+1, do seguinte modo:

zk+1 = Ayk,

yk+1 =
1

αk+1

zk+1, onde αk+1 = max
1≤r≤n

|(zk+1)r| ,

ou seja, dado um vetor y0 qualquer, não nulo, construímos a seguinte sequência:

z1 = Ay0,

y1 =
1

α1

z1 =
1

α1

Ay0, α1 = max
1≤r≤n

|(z1)r| ,

z2 = Ay1 =
1

α1

A2y0,

y2 =
1

α2

z2 =
1

α1α2

A2y0, α2 = max
1≤r≤n

|(z2)r| ,

z3 = Ay2 =
1

α1α2

A3y0,

...

yk =
1

αk

zk =
1

α1α2 . . . αk

Aky0, αk = max
1≤r≤n

|(zk)r| ,

zk+1 = Ayk =
1

α1α2 . . . αk

Ak+1y0.

Logo:

(zk+1)r =

(
1

α1α2 . . . αk

Ak+1y0

)

r

(2)

e

(yk)r =
1

α1α2 . . . αk

Aky0, αk = max
1≤r≤n

|(zk)r| . (3)

De (1) e (2):
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(zk+1)r
(yk)r

=

(
Ak+1y0

)
r

(Aky0)r
. (4)

Mas foi visto que:

lim
k→∞

(zk+1)r
(yk)r

= λ1.

Então

lim
k→∞

(
Ak+1y0

)
r

(Aky0)r
= λ1.

■

3 Resultados

Neste estudo, exploramos a eficácia deste método utilizando a linguagem de programação Julia.
Assim, foi feita a análise em uma matriz quadrada de tamanho 6× 6.

A =




2 −1 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0

0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 −1

0 0 0 0 −1 2




Os resultados encontrados neste experimento estão apresentados nas Tabelas 1 e 2, onde são
comparados com o valor do maior autovalor da matriz λ1 = 3.801937.

Tabela 1: Tabela com os resultados do experimento parte 1

Número de Iterações Valor Encontrado Erro

1 2.50000 1.301937735804838
2 2.80000 1.0019377358048382
3 3.00000 0.8019377358048381
4 3.119047619047619 0.682890116757219
5 3.1832061068702293 0.6187316289346088
6 3.215827338129496 0.5861103976753421
7 3.231916480238628 0.5700212555662101
8 3.239732348869405 0.5622053869354331
9 3.2435011751299765 0.5584365606748616

10 3.245312019674147 0.5566257161306911
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Tabela 2: Tabela com os resultados do experimento parte 2

Número de Iterações Valor Encontrado Erro

20 3.2469785446903376 0.5549591911145004
40 3.2469796037170413 0.5549581320877968
80 3.2469796037176217 0.5549581320872163

160 3.2469796505294926 0.5549580852753455
320 3.801866280131869 7.145567296928945e-5
500 3.8019377358048385 4.440892098500626e-16

1000 3.8019377358048385 4.440892098500626e-16

Os resultados mostram que, com o aumento do número de iterações, o valor encontrado se aproxima
cada vez mais do valor desejado. Observa-se que o erro diminui significativamente com o aumento do
número de iterações, indicando a convergência do método para o resultado desejado.
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Resumo

O artigo aborda o Método de Leverrier, destacando suas propriedades matri-
ciais e conceitos fundamentais de álgebra linear para calcular o polinômio
característico de uma matriz. Este método destaca-se pela sua simplicidade
e eficácia, utilizando matrizes iterativas para extrair coeficientes importantes
de maneira computacionalmente viável.
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1 Introdução

A Álgebra Linear desempenha um papel fundamental em diversas disciplinas científicas e tecnoló-
gicas, sendo essencial para analisar sistemas lineares e entender suas propriedades. No contexto da
álgebra linear, o polinômio característico de uma matriz é uma ferramenta crucial para a determinação
dos autovetores e autovalores. Esse polinômio é obtido a partir do determinante da diferença entre a
matriz original e um múltiplo da matriz identidade, λI , resultando em um polinômio na variavel λ.
O polinômio característico fornece informações valiosas sobre as propriedades e o comportamento
de sistemas lineares representados por matrizes. Porém, o cálculo do polinômio usando a definição é
complicado para matrizes de ordem maior do que 3. Daí a necessidade de se encontrar outros métodos
matemáticos que permitam seu cálculo. A seguir apresentamos algumas definições e propriedades que
permitem entender o método de Leverrier, uma metodologia para cálculo do polinômio característico.

Definição 1.1. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, com entradas reais, dizemos que um número

λ ∈ R é um autovalor de A quando existe um vetor não nulo v tal que:

Av = λv.

Neste caso, v é dito um autovetor de A associado a λ.

Definição 1.2. Dada uma matriz quadrada A de ordem n , o polinômio de grau n dado por p(λ) =

det(A− λI) é denominado polinômio característico da matriz A.

Definição 1.3. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, o traço da matriz A é denotado por tr(A) e

definido por:

tr(A) =
n∑

i=1

aii.

Exemplo 1.4. Considere a seguinte matriz de ordem 2:

A =

[
a b

c d

]

O polinômio característico de A é obtido calculando o determinante da matriz A− λI , onde λ é um

escalar e I é a matriz identidade. Logo, o polinômio característico p(λ) é dado por:

p(λ) = det(A− λI) = det

([
a− λ b

c d− λ

])
= (a− λ)(d− λ)− bc

A expressão estendida do polinômio característico seria:

p(λ) = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc)

= λ2 − tr(A)λ+ det(A).
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Exemplo 1.5. Considere a seguir matriz de ordem 3:

B =



a b c

d e f

g h i




O polinômio característico de B é um polinômio de grau 3 em λ, denotado aqui por p(λ) =

a0λ
3 + a1λ

2 + a2λ+ a3 e obtido calculando o determinante da matriz B − λI , isto é:

p(λ) = det(B − λI) = det






a− λ b c

d e− λ f

g h i− λ







Mas:

det(B−λI) = (a−λ)(e−λ)(i−λ)+(b ·f ·g)+(c ·d ·h)−((g(e−λ)c)+(h ·f(a−λ))+((i−λ)d ·b))

Expandindo a expressão acima e igualando os coeficientes, pode-se verificar que:

a0 = −1

a1 = a+ e+ i = tr(B)

a2 = −(ai+ ei+ ae+ bd− hf − cg)

a3 = aei+ bfg + cdh− ceg − ahf − idb = det(B).

Portanto, p(λ) = −λ3 + tr(B)λ2 + a2λ+ det(B)

Teorema 1.6. (Teorema de Newton)
Considere o polinômio de coeficientes reais:

p(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an,

cujas raízes são: x1, x2, . . . , xn ∈ C. Seja ainda:

sk =
n∑

i=1

xki , 1 ≤ k ≤ n.

Então,
k−1∑

i=0

aisk−i + kak = 0, k = 1, 2, . . . , n. (1)

Logo, o conhecimento das somas sk das potências das raízes, k = 1, . . . , n, possibilita a determina-
ção dos coeficientes ak, para k = 1, . . . , n.
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Aplicando a relação (1) para k = 1, temos que:

a0s1 + a1 = 0.

Daí, s1 = −a1
a0
, onde s1 =

∑n
1 xi (soma das raízes do polinômio).

Para os métodos numéricos descritos a seguir, usaremos a seguinte notação para o polinômio
característico de uma matriz A, de ordem n :

P (λ) = (−1)n
[
λn − p1λ

n−1 − p2λ
n−2 − . . .− pn−1λ− pn

]
. (2)

A seguir apresentam-se o Método de Leverrier que fornece o polinômio característico de uma
matriz A de ordem n.

2 Metodo de Leverrier

SejaA uma matriz quadrada de ordem n e sejam λ1, λ2, . . . , λn seus autovalores. Logo, λ1, λ2, . . . λn
são os zeros do polinômio característico (2). Da definição de sk, temos que:

sk =
n∑

i=1

λki , 1 ≤ k ≤ n,

e pelo Teorema de Newton, segue que:

kpk = sk − p1sk−1 − . . .− pk−1s1, 1 ≤ k ≤ n (3)

Portanto, se conhecermos os sk, 1 ≤ k ≤ n, poderemos determinar os coeficientes do polinômio
caracterísitico de P (λ): p1, p2, . . . , pn.

Vejamos então como determinar as somas parciais sk. Fazendo expansão direta do determinante
de A − λI , o coeficiente de λn−1 em P (λ) é (−1)n−1 (a11 + a22 + . . .+ ann ). Por outro lado, este
mesmo coeficiente em (1) é (−1)n+1p1. Logo, devemos ter:

p1 = a11 + a22 + . . .+ ann.

Então, de 3, s1 = p1, e assim:
s1 = tr(A),

isto é, a soma dos autovalores da matriz A é igual ao traço de A. Assim, como os autovalores de Ak

são a k-ésima potência dos autovalores de A, temos:

sk = tr
(
Ak
)

.
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Portanto, os números s1, s2, . . . , sn são obtidos através do cálculo das potências de A, e 3 pode
ser usada para determinar os coeficientes do polinômio característico. Determinando as raízes deste
polinômio por qualquer método numérico, obtemos os autovalores de A.

3 Resultados

Neste estudo, exploramos a eficácia deste método utilizando a linguagem de programação Julia.
Assim, foi feita a análise da seguinte matriz quadrada de tamanho 6× 6:

A =




6 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1




Foi utilizado no trabalho o seguinte código para o cálculo em linguagem Julia:

1 x = variable()

2 n = 6

3 A = zeros(n, n)

4

5 A[1,1] = n

6

7 for i =2:n

8 A[1,i] = 1

9 A[i,1] = 1

10 A[i,i] = 1

11 end

12

13 p = zeros(n)

14 s = zeros(n)

15

16 for i in 1:n

17 s[i]=tr(A^i)

18 p[i]= (s[i]-sum(p[j]s[i-j] for j in 1:i-1; init=0) ) / i

19 end

20

21 p = (-1)^n * ( x^n -(sum(p[j]*x^(n-j) for j in 1:n; init=0)))

e com isso encontramos que o polinômio característico dessa matriz é:
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p(λ) = 1.0− 11.0λ+ 35.0λ2 − 50.0λ3 + 35.0λ4 − 11.0λ5 + 1.0λ6

4 Considerações finais

O método de Leverrier evita o cálculo direto do determinante, o que pode ser computacionalmente
caro para matrizes grandes. Em vez disso, ele utiliza a relação de recorrência entre os coeficientes do
polinômio característico, permitindo calcular os autovalores de forma mais eficiente. Que pode ser
usada para a diagonalização de matrizes, análise de sistemas dinâmicos, e redução de dimensionalidade
em algoritmos de aprendizado de máquina, como o PCA (Análise de Componentes Principais).

Referências

[1] HUMES, A. F. P. C; MELO, I. S. H; YOSHIDA, L. K; MARTINS, W. T. Noção de Cálculo
Numérico. São Paulo: USP, 1984.

[2] JULIA DOCUMENTATION. Julia Language Documentation. Disponível em: https://
docs.julialang.org/en/v1/. Acesso em: 10 jan. 2023.

85 Anais da XIII Mostra IC



O uso de dashboards em análise exploratória de dados

Gabriel Moreira Bomfim Santos de Freitas
UFU, IME/Estatística, Uberlândia, MG, Brasil

gabriel.moreira419@ufu.br

Patrícia Viana da Silva
UFU, IME/Estatística, Uberlândia, MG, Brasil

patriciaviana@ufu.br

Palavras-chave

Dashboards.
Análise exploratória.
shiny.
League of Legends.

Resumo

Este trabalho se propõe a investigar a Análise Exploratória de dados por
meio da concepção e implementação de dashboards utilizando o pacote
Shiny do programa R. A estatística tem um papel crucial na construção de
dashboards com uma metodologia que combina o tradicional ferramental
teórico da estatística descritiva com a inovação dos painéis dinâmicos de
visualização. Além disso, o uso do R permite o pré-processamento, o resumo
e a exploração dos dados para embasar a criação das interfaces interativas.
Para ilustrar a utilização da metodologia, foram elaborados três dashboards
a partir de dados dos campeonatos mundiais do jogo League of Legends.
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1 Introdução

Em 2021, a humanidade protagonizou a criação de incrível 1 trilhão de megabytes de dados por
dia, com previsões projetando um salto extraordinário de 74, em 2021, para 180 zettabytes até 2025
[Gilbert, 2024]. Nesta realidade, é completamente inviável o entendimento desses dados por meio de
planilhas e dados brutos, o que faz cada vez mais indispensável o uso de medidas resumo e gráficos
que, em conjunto, podem formar algo mais concreto, visando contar uma história mais fluída e de fácil
entendimento, por exemplo, com um dashboard.

Um dashboard é um painel visual que exibe os indicadores mais importantes necessários para
atingir um ou mais objetivos, consolidados e organizados para permitir que as informações sejam
monitoradas e ações tomadas rapidamente, Few [2006]. E quando o objetivo é responder uma pergunta
ou entender as causas de um problema, a Análise Exploratória de Dados (AED) está na linha de
frente. Tukey [1977] escreveu que a AED é um trabalho numérico de detetive, que busca pistas e
evidências. Ao contrário da inferência estatística, a AED extrai informações do conjunto de dados
sem a necessidade de assumir um modelo probabilístico específico, utilizando técnicas gráficas como
ferramentas principais em busca de padrões e estruturas subjacentes.

Ao explorar as funcionalidades do programa R em conjunto com a interatividade do shiny, este
projeto oferece contribuições valiosas sobre como desenvolver dashboards dinâmicos e personalizados.
Além de fornecer exemplos concretos e orientações claras para que os usuários possam aplicar essas
técnicas em seus próprios projetos, tornando suas análises mais práticas e aperfeiçoadas.

O trabalho está organizado da seguinte forma: a Seção 2 oferece um contexto geral sobre a
metodologia da Análise Exploratória e a produção de Dashboards com o pacote shiny. Na Seção 3
são apresentados a análise exploratória e a produção dos três dashboards relacionados a aplicação.
Finalmente, a Seção 4 traz a discussão e conclusões do trabalho.

2 Análise Explotarória de Dados e os dashboards

A metodologia deste trabalho é desenvolvida com a apresentação da Análise Exploratória de Dados
(AED) e as principais métricas da estatística descritiva; os principais aspectos dos dashboards; e, por
fim, a apresentação do ambiente computacional R e seus pacotes para análise exploratória e o pacote
shiny com sua estrutura própria para construção de dashboards.

A estatística descritiva, oferece uma coletânea de métricas para que possamos aplicar o melhor
método respectivo a cada variável, a fim de obter algum conhecimento prévio dos dados.

Definição 2.1. A Estatística Descritiva, é um ramo da estatística utilizado para resumir ou descrever

as características importantes de conjuntos de dados [Triola, 2014].

As medidas resumo são métricas da estatística descritiva que sintetizam e representam característi-
cas essenciais de um conjunto de dados e classificam-se em:
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Medidas de posição ou locação: Medidas relacionadas à “posição” dos dados, ou ainda valores em
torno dos quais as observações da amostra tendem a se agrupar (tendência central). Exemplos:
média, mediana, moda [Bussab, 2005].

Medidas de dispersão: Medidas que sumarizam a variabilidade de um conjunto de observações,
permitindo comparar conjuntos de comportamento diferentes, mesmo que possuam medidas de
posição iguais. Exemplos: variância, desvio padrão, amplitude [Bussab, 2005].

As medidas de posição amostrais mais conhecidas são as medidas de tendência central: a moda
(Mo), a mediana (Md) e a média (X̄). A moda é o valor que ocorre com maior frequência em um
conjunto de dados, indicada, principalmente, para variáveis qualitativas ou categorizadas. Um conjunto
de dados pode ter mais de uma moda (multimodal) ou não ter nenhuma quando não há valores repetidos.
A mediana, é o valor que divide o conjunto de dados ordenados em duas partes de tamanhos iguais. A
média, apresentada em 1, representa o valor médio de um conjunto de dados brutos, calculada somando
todos os valores do conjunto e dividindo o resultado pelo número total de valores.

As medidas de dispersão mais conhecidas são a amplitude (A), que é a diferença entre o máximo e
o mínimo da amostra, e o desvio padrão (S), apresentada em 2, obtido pela raiz quadrada da variância.
O S indica o quanto, em média, os valores de um conjunto de dados estão afastados da média, muito
utilizada para indicar qual será o "erro"cometido ao substituir cada observação pela média. Pode ser
representado pelo s para amostra. Calculado da seguinte forma:

X̄ =

∑n
i=1 xi
n

(1)

S =

√∑n
i=1(Xi − X̄)2

n
(2)

Também vale ressaltar a importância das técnicas gráficas, como histogramas e gráficos de dispersão,
para visualizar a distribuição e relacionamento dos dados, identificar padrões, tendências e outliers.Um
gráfico ou diagrama de dispersão é uma representação gráfica que utiliza coordenadas cartesianas para
exibir valores de duas variáveis em um conjunto de dados.

2.1 Dashboards

Os dashboards têm uma ampla gama de utilidades, incluindo monitoramento de desempenho,
análise de tendências, identificação de padrões e comunicação de informações-chave. Few [2006]
classifica eles em três tipos: operacionais, utilizados para monitorar operações; estratégicos, são
estáticos e fornecem informação unidirecional; e os analíticos, que suportam análise de dados.

Para a produção dos dashboards existem diversas ferramentas, que incluem: Tableau (plataforma
líder de mercado para criação de dashboards interativos), Microsoft Power BI, e Google Data Studio.
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2.2 O R e o shiny

O projeto Equipe do R Core [2023] é um ambiente computacional para análises estatísticas com
linguagem de programação própria e que permite interface com outras plataformas. O R é amplamente
utilizado em estatística e em ciência de dados, devido a sua natureza de código aberto, permitindo
flexibilidade para a área acadêmica e contando com inovação constante pela sua enorme comunidade de
usuários. O R possibilita o uso de seus módulos opcionais, chamados pacotes, permitindo implementar
novas técnicas de análises quase diariamente. Um exemplo disso é o pacote shiny.

O shiny [Chang, 2023] é uma estrutura de desenvolvimento web que permite a criação de aplicativos
interativos e interfaces compartilháveis de usuário intuitivas e dinâmicas, sem a necessidade de
conhecimento em linguagens web como HTML, CSS ou JavaScript. Um aplicativo shiny é composto
por três elementos principais: A Interface do Usuário (ui); O Servidor (server); Uma função que chama
o shinyApp. A Interface do Usuário (ui), é responsável pelo visual da sua aplicação web. É onde se
declara o posicionamento de todas as informações, define as cores iniciais, o tamanho de cada estrutura
e outros aspectos relacionados ao design da interface. O servidor, desempenha um papel fundamental
na criação da lógica por trás da aplicação web. É nele que são criadas bases reativas, funcionalidades
para botões, realização de cálculos e até mesmo a possibilidade de alterar o estilo da interface em
resposta a determinados eventos. E, por fim, a função shinyApp cria a aplicação em si, executando
simultaneamente a ui e o server.

3 Resultados

League of Legends (LOL) é um jogo de estratégia disputado em equipes formadas por cinco entre
os mais de 140 personagens conhecidos como Campeões. As partidas nos campeonatos mundiais
ocorrem com duas equipes se enfrentando para destruir a base uma da outra, principalmente seu núcleo
conhecido como Nexus. Os dados utilizados no projeto são referentes aos campeonatos mundiais
anuais de LOL (2011 a 2022) obtidos na comunidade Kaggle [Pedrocsar].

O conjunto de dados consiste em três arquivos CSV, cada um fornecendo informações específicas:
Players, detalha o desempenho dos jogadores em cada partida; Champions, apresenta os personagens
utilizados durante os campeonatos; e Matches, fornece informações sobre cada partida.O pacote
tidyverse do R foi utilizado para realizar uma AED visando compreender as bases, saber como estavam
organizadas e realizar alguns tratamentos prévios. Com o pacote shiny, foram desenvolvidas três
paineis de visualização distintos, um dedicado a cada base de dados.

O primeiro dashboard, intitulado "Player", Figura 1a, conta a história do jogador, exibindo seu
desempenho ao longo das várias temporadas. Ele pode ser utilizada por jogadores de todos os níveis
para se inspirarem nas métricas de jogadores profissionais, identificando áreas para melhoria em suas
próprias partidas. Além disso, também é útil para equipes na avaliação e comparação de jogadores,
ajudando a identificar quem melhor se encaixa no perfil desejado para o time.
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(a) Dashboard das características dos jogadores.

(b) Dasboard das frequências de personagem.

(c) Dashboard dos jogos.

Figura 1: Dashboards produzidos.90 Anais da XIII Mostra IC
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O segundo dashboard, denominado "Personagens", Figura 1b, destaca os personagens mais
escolhidos, os mais banidos e aqueles com a maior taxa de vitória. Este pode ser utilizado para orientar
os jogadores na seleção de personagens e aprimorar suas habilidades.

Por fim, o terceiro dashboard, "Partidas", Figura 1c, oferece informações gerais sobre os campeo-
natos, incluindo o time vencedor da temporada, sua taxa de vitória, um gráfico de dispersão mostrando
a relação entre vitórias por lado (azul e vermelho), em que o time disputou a partida, e outro mostrando
as composições de equipe mais frequentes.

4 Considerações finais

Durante esta investigação, foram aprofundados conceitos e técnicas de estatística básica, abran-
gendo desde o estudo das variáveis até as medidas de dispersão. Foram empredgados recursos
computacionais do R para uma análise ampla dos dados e ressalta-se a natureza versátil do shiny,
não restrita apenas à criação de dashboards. Esta ferramenta oferece inúmeras possibilidades para o
desenvolvimento de aplicações analíticas ou interfaces para projetos científicos. A base de dados é de
interesse pessoal, o que forneceu uma aplicação atual e atrativa. No entanto, o desafio foi a limitação
das informações disponíveis.
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Resumo

Este trabalho aborda um método de resolução da equação do calor, um
problema clássico na Física e Matemática que modela a transferência de
calor em um meio. Foram empregados o método de separação de variáveis
na resolução da equação diferencial parcial que rege o sistema, e séries
de Fourier na aplicação da condição de fronteira. Tais fatos permitiram
encontrar a solução do problema e a compreensão da influência que as
condições iniciais e de contorno possuem na indução de calor em uma barra
de ferro. Este estudo é importante na aplicação de técnicas analíticas no
entendimento do comportamento de certos materiais.
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1 Introdução

A equação do calor é um dos clássicos exemplos de equações diferenciais parciais utilizadas
na Física e, é fundamental para o entendimento da transferência de calor em determinado corpo ou
material. Neste trabalho, visamos explorar as condições e as definições da transferência de calor em
uma barra delgada de tamanho finito e bordas adiabáticas.

A equação do calor é oriunda do princípio da conservação de energia e descreve como a energia
térmica se propaga na matéria. A equação relaciona a taxa de transferência de calor no tempo, com a
taxa de difusão do calor no material, garantindo, sob determinadas condições, que toda variação de
energia interna na barra é igual à diferença de calor que flui para fora e para dentro do material.

A dedução para a solução da equação do calor nos proporciona uma compreensão mais detalhada
no processo de condução térmica e permite o desenvolvimento de soluções para problemas práticos,
como sistemas de refrigeração e a otimização de propriedades térmicas de materiais.

O objetivo deste estudo será determinar uma possível solução para o problema da equação de calor,
submetida a determinadas condições iniciais e de contorno.

2 Condução de calor em uma barra delgada

Seja uma barra fina feita de um material homogeneamente condutor de calor, com superfície lateral
isolada de forma adiabática.

Figura 1: Barra delgada

Para solucionar o problema da condução de calor em uma barra, considere a faixa em R2 dada por
R = [0, L]× [0,+∞]. Agora, devemos encontrar uma função u(x, t) que satisfaça a equação do calor

em R, dada por:
∂u

∂t
= K

∂2u

∂x2
, (1)

onde o coeficiente K > 0 representa a condutividade térmica do material. Para a dedução da equação
(1), veja [1].

Considere, também, as condições iniciais e de fronteira do problema:




u(x, 0) = f(x), f : [0, L] → R;

u(0, t) = u(L, t) = 0.
(2)
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Aqui, definimos uma função f que descreve a temperatura inicial em qualquer ponto da barra, e
também estamos supondo que nas extremidades da barra, a temperatura é constante e igual à zero.

Para resolver a equação diferencial utilizamos o método de separação de variáveis, o qual consiste
em escrever u(x, t) da seguinte forma:

u(x, t) = F (x)G(t).

Assim, substituindo na equação (1), obtemos

F (x)
∂G

∂t
= KG(t)

∂2F

∂x2
.

Supondo que G(t) e F (x) devem ser diferentes de zero (caso contrário, teríamos a solução trivial nula),
segue que

1

K

G′(t)

G(t)
=
F ′′(x)

F (x)
. (3)

Observe que como o lado esquerdo da equação (3) depende apenas de t e o lado direito depende
apenas de x, podemos concluir que o lado esquerdo e direito da equação devem independer de x e t,
ou seja,

F ′′(x)

F (x)
=

1

K

G′(t)

G(t)
= σ

onde σ não depende nem de x nem de t.
Podemos, assim, tranformar o problema de equações diferenciais parciais, em dois problemas de

equações diferenciais ordinárias.

F ′′(x) = σF (x), (4)

G′(t) = σKG(t). (5)

Considerando σ > 0, a solução geral para (4) é dada por

F (x) = c1e
x + c2e

−x.

Aplicando as condições de fronteira (2), temos que F (0) = F (L) = 0, isto é,

c1e
L + c2e

−L = 0, c1 + c2 = 0.

Note que a única solução para o sistema é c1 = c2 = 0, o que implica em F (x) = 0, uma solução que
não nos interessa.

Para σ = 0, a solução geral para (4) é dada por F (x) = c1x + c2. Aplicando novamente as
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condições de fronteira (2), obtemos

c2 = 0, c1L+ c2 = 0.

Dessa forma, c1 = c2 = 0, resultando em F (x) = 0 novamente.
Agora, se σ < 0, podemos escrever σ = −λ2, de forma que a solução geral para (4) é

F (x) = c1 cos(λx) + c2sen(λx). (6)

Avaliando a função nas condições de fronteira (2), obtemos

c1 = 0, sen(λL) = 0.

Note que, neste caso, os valores de λ são dados por λ =
nπ

L
, n = ±1,±2, . . .. Logo, σ deve ser

σ = −λ2 = −n
2π2

L2
.

Portanto, para cada n, a função F dada por (6) será da forma

Fn(x) = sen
(nπx
L

)
.

Agora, a equação (4) é uma equação diferencial ordinária de 1ª ordem, cuja solução geral é dada
por

G(t) = ceσKt.

Desde que σ = −n
2π2

L2
, obtemos

Gn(t) = cne
−n2π2Kt/L2

.

Assim, para cada n, segue de (1) que

un(x, t) = Fn(x)Gn(t) = cne
−n2π2Kt/L2

sen
(nπx
L

)
.

é solução da equação do calor com as condições de fronteira u(0, t) = u(L, t) = 0.
Pelo princípio da superposição das soluções (veja [2]), qualquer combinação linear das soluções

de uma equação diferencial também é solução; dessa forma, qualquer expressão da forma

u(x, t) =
∞∑

n=1

cnun(x, t) =
∞∑

n=1

cne
−n2π2Kt/L2

sen
(nπx
L

)
, (7)

é solução do problema.
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Além disso, a solução deve satisfazer a condição inicial u(x, 0) = f(x), isto é:

f(x) =
∞∑

n=1

cnsen
(nπx
L

)
,

a qual é a série de Fourier de senos da função f . Assim, pelo Corolário 2.8 de [2], se a função
f : [0, L] → R e sua derivada f ′ são contínuas por partes , então os coeficientes da série são dados por

cn =
2

L

∫ L

0

f(x)sen
(nπx
L

)
dx.

Exemplo 2.1. Considere uma barra de 40 cm de comprimento, isolada termicamente nos lados, com

coeficiente de condutividade térmica K = 1, e extremidades mantidas a uma temperatura de 0◦ C. A

temperatura inicial da barra é dada por

f(x) =





x, se 0 ≤ x ≤ 20,

40− x, se 20 ≤ x ≤ 40.

O problema de valor inicial e de fronteira é dado da seguinte forma:





uxx = ut,

u(0, t) = 0 = u(40, t) t > 0,

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 40.

Por (7), a solução deste problema é a seguinte:

u(x, t) =
∞∑

n=1

cnsen
(nπx

40

)
e
−
n2π2t

1600 .

onde cn são os coeficientes da série de Fourier de f .

Calculando esses coeficientes, obtemos

cn =
160sen(nπ/2)

n2π2
=





0, n = 2k,

160(−1)k

(2k + 1)2π2
, n = 2k + 1.

Assim, a solução para o problema é

u(x, t) =
160

π2

∞∑

n=1

(−1)n

(2n+ 1)2
sen

(
(2n+ 1)πx

40

)
e
−
(2n+ 1)2π2t

1600 . (8)
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Veja o comportamento do gráfico de u(x, t) para diferentes valores de t e utilizando quatro termos

não nulos da série:

Figura 2: u(x, 1)

Figura 3: u(x, 5)

Figura 4: u(x, 10)

Figura 5: u(x, 25)

Figura 6: u(x, 50)
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Resumo

O estudo de sistemas dinâmicos visa compreender seu comportamento
à medida que evoluem no tempo. Há casos de sistemas que escapam à
previsão natural e dão origem ao que chamamos de fenômenos caóticos. O
objetivo desse trabalho é explorar uma definição, entre tantas que existem,
de caos e aplicá-la no estudo da dinâmica da aplicação shift. Tal definição
tem a vantagem de ser prontamente verificável em diferentes e importantes
sistemas dinâmicos.
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1 Introdução

O estudo dos sistemas dinâmicos tem como objetivo compreender seu comportamento à medida
que evoluem no tempo. Esses sistemas podem abranger desde o movimento dos planetas no sistema
solar até a simples oscilação de um pêndulo. Historicamente, sua investigação remonta aos trabalhos
pioneiros de Isaac Newton, que empregou equações diferenciais para descrever esses fenômenos. No
entanto, foi no século XIX que o matemático Henri Poincaré destacou que, sob certas condições, tais
sistemas podem gerar resultados imprevisíveis, dando origem ao que hoje chamamos de fenômenos
caóticos. Um exemplo ilustrativo desse caos é a tentativa de prever o comportamento de espécies ao
longo de várias gerações, uma tarefa desafiadora devido à complexidade das variáveis envolvidas.

Embora haja várias definições de caos, este trabalho adota a definição proposta por Devaney em
[1], que é amplamente reconhecida e pode ser aplicada a diversos exemplos de sistemas dinâmicos
caóticos. Além disso, no contexto da dinâmica simbólica, o trabalho também explora um exemplo
significativo de sistema dinâmico caótico: a aplicação shift. Essa aplicação desempenha um papel
crucial no estudo de sistemas dinâmicos caóticos, pois facilita a análise de uma variedade de outros
sistemas.

2 Conceitos e Resultados Preliminares

Sejam X um espaço métrico e F : X → X um sistema dinâmico.
Dado x0 ∈ X , definimos a órbita de x0 pela F como sendo a sequência de pontos

x0, x1 = F (x0), x2 = F 2(x0), · · · , xn = F n(x0), · · · , n ∈ N.

Chamamos F n(x0) de n-ésima iterada de F em x0.
Quando F (x0) = x0, e consequentemente F n(x0) = x0 para todo n ∈ N, dizemos que x0 é um

ponto fixo de F .
Quando F n(x0) = x0 para algum n > 0, dizemos que x0 é um ponto periódico de F . Agora, se

além disso, F k(x0) ̸= x0 para todo k < n, dizemos que x0 é um ponto periódico de F de período n e,
neste caso, a órbita de x0 é denominada órbita periódica de período n ou n-ciclo.

Com o intuito de definir caos, apresentamos as seguintes definições.

Definição 2.1. Sejam X um conjunto e Y um subconjunto de X . Dizemos que Y é denso em X se,

para qualquer ponto x ∈ X , existe um ponto y em Y arbitrariamente próximo de x. Equivalentemente,

Y é denso em X se para qualquer x ∈ X existe uma sequência de pontos yn ∈ Y que converge para

x.

A próxima definição está intimamente relacionada à propriedade do sistema dinâmico ter uma
órbita densa.
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Definição 2.2. Um sistema dinâmico é transitivo se para qualquer par de pontos x e y e qualquer

ϵ > 0 existe um terceiro ponto z distando menos de ϵ de x, cuja órbita dista menos de ϵ de y.

A próxima definição nos diz que, para qualquer ponto x, não importa o quão pequena tomarmos
uma vizinhança de x, sempre podemos encontrar um y nessa vizinhança, cuja órbita eventualmente se
separa da órbita de x por pelo menos β. A distância β independe de x.

Definição 2.3. Um sistema dinâmico F depende sensivelmente das condições iniciais se existe um

β > 0 tal qual para qualquer ponto x e qualquer ϵ > 0 existem um y, que dista de x menos de ϵ, e um

k cuja distância entre F k(x) e F k(y) é pelo menos β.

Existem diversas maneiras possíveis de capturar a essência do caos. Apresentamos aqui, a definição
de caos segundo Devaney [1]. Tal definição tem a vantagem de ser prontamente verificável em
diferentes e importantes sistemas dinâmicos.

Definição 2.4. Um sistema dinâmico F : X → X é caótico se:

1. O conjunto dos pontos periódicos de F é denso em X .

2. F é transitivo.

3. F depende sensivelmente das condições iniciais .

2.1 Aplicação Shift

Para definirmos a aplicação shift precisamos introduzir o conjunto espaço de sequência em dois

símbolos:
Σ = {(s0s1s2...); sj = 0 ou sj = 1}.

Note que o conjunto Σ consiste de todas as possíveis sequências de 0′s e 1′s.
Com o intuito de verificar se duas sequências em Σ estão próximas, consideremos a seguinte

métrica em Σ (não é difícil verificar).

Definição 2.5. Sejam s = (s0s1s2...) e t = (t0t1t2...) pontos de Σ. A distância entre s e t é dada por

d[s, t] =
∞∑

i=0

|si − ti|
2i

.

O próximo resultado nos garante que duas sequências em Σ estarão próximas se suas n primeiras
entradas coincidem.

Teorema 2.6 (Teorema da Proximidade). Sejam s, t ∈ Σ tais que si = ti para i = 0, 1, ..., n. Então

d[s, t] ≤ 1/2n. Por outro lado, se d[s, t] < 1/2n, então si = ti para i ≤ n.

Demonstração. Seja si = ti para i ≤ n então:

d[s, t] =
n∑

i=0

|si − si|
2i

+
∞∑

i=n+1

|si − ti|
2i
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=
∞∑

i=n+1

|si − ti|
2i

≤
∞∑

i=n+1

1

2i
=

1

2n
.

Caso sj ̸= tj para algum j ≤ n, então temos:

d[s, t] ≥ 1

2j
≥ 1

2n
.

Consequentemente, se d[s, t] < 1/2n, então si = ti, para i ≤ n. ■

Apresentamos agora a aplicação shift a qual é definida no espaço Σ.

Definição 2.7. A aplicação shift σ : Σ → Σ é dada por:

σ(s0, s1, s2...) = (s1, s2, s3...).

Note que σ elimina a primeira entrada de qualquer ponto em Σ. Dessa maneira, é fácil iterar σ,
basta eliminar a primeira entrada em cada iterada. Com isso temos que

σ2(s0s1s2...) = (s2s3s4...), σ
3(s0s1s2...) = (s3s4s5...), · · · , σn(s0s1s2...) = (sn, sn+1, ..),

o que torna uma tarefa fácil encontrar os pontos periódicos de σ. Se s é uma sequência repetitiva da
forma

s = (s0s1...sn−1s0s1...sn−1...) = (s0s1...sn−1),

então σn(s) = s.
Veremos agora que a aplicação shift é contínua.

Teorema 2.8. A aplicação shift σ : Σ → Σ é contínua em todos os pontos de Σ.

Demonstração. Seja s = (s0s1s2...) um ponto qualquer de Σ, vamos mostrar que σ é contínua em
s. Para isso, dado ϵ > 0, tomemos n tal que 1/2n < ϵ e escolhemos δ = 1/2n+1. Se t é um ponto
em Σ tal que d[s, t] < δ então, pelo Teorema da Proximidade, si = ti, para i = 0, 1, ..., n+ 1. Isto é,
t = (s0...sn+1tn+2tn+3...).

Note que, σ(t) = (s1...sn+1tn+2tn+3...) possui as n + 1 primeiras entradas iguais às de σ(s).
Novamente pelo Teorema da Proximidade, temos que

d[σ(s), σ(t)] ≤ 1/2n < ϵ.

Portanto, σ é contínua em s. Como s é um ponto arbitrário, concluímos que σ é uma função
contínua. ■
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3 A Aplicação Shift é Caótica

Após definir a aplicação shift e explorar suas propriedades no conjunto espaço de sequência Σ,
podemos utilizar dessas observações para provar que esta aplicação atende às propriedades de caos de
Devaney.

Teorema 3.1. A aplicação shift σ : Σ → Σ é um sistema dinâmico caótico.

Demonstração. Para provar que a aplicação σ : Σ → Σ é um sistema dinâmico caótico devemos
mostrar que seu conjunto de pontos periódicos é denso em Σ, que σ é transitiva e que depende
sensivelmente das condições iniciais.

Iniciemos com a densidade do conjunto de pontos periódicos de σ. Seja s = (s0s1s2...) um ponto

qualquer de Σ. Dado ϵ > 0, tomemos um inteiro n tal que
1

2n
< ϵ e consideremos a sequência

tn = (s0s1...sns0s1...sn) ∈ Σ. Como as primeiras (n + 1) entradas de s e tn são iguais, segue do
Teorema da Proximidade que

d[s, tn] ≤
1

2n
< ϵ.

Note que tn é uma sequência periódica de período n + 1 em σ. Portanto, como ϵ e s são quaisquer,
encontramos um ponto periódico, a saber tn, arbitrariamente próximo de qualquer ponto em Σ.

Para mostrarmos a transitiva de σ, vamos encontrar uma órbita que esteja arbitrariamente próxima
a qualquer ponto em Σ. Para isso, consideremos o ponto

ŝ = ( 0 1︸︷︷︸
1−blocos

00 01 10 11︸ ︷︷ ︸
2−blocos

000 001 ...︸ ︷︷ ︸
3−blocos

...︸︷︷︸
4−blocos

)

isto é, ŝ é a sequência que consiste de todos os possíveis blocos de 0′s e 1′s de comprimento 1, seguido
de todos os blocos de comprimento 2, em seguida todos os de comprimento 3 e assim por diante.

A órbita do ponto ŝ é um subconjunto denso em Σ. De fato, sejam s = (s0s1s2...) um ponto

qualquer de Σ e um ϵ > 0. Agora, tomemos um inteiro n tal que
1

2n
< ϵ. Note que, por construção, a

sequência ŝ possui um bloco de comprimento n+ 1 que consiste dos dígitos s0s1...sn. Suponha que s0
é a k-ésima posição da sequência. Assim, se aplicarmos o shift k vezes em ŝ, então as primeiras n+ 1

entradas de σk(ŝ) são exatamente s0s1...sn. Logo, pelo Teorema da Proximidade,

d[σk(ŝ), s] ≤ 1

2n
< ϵ,

isto é, a órbita de ŝ dista menos de
1

2n
unidades de qualquer s ∈ Σ. Portanto, σ é transitiva.

Por fim, provaremos que σ depende sensivelmente das condições iniciais. Tomemos β = 1. Para
quaisquer s ∈ Σ e ϵ > 0, escolhemos, novamente, um inteiro n tal que 1

2n
< ϵ. Agora, suponhamos que

t ∈ Σ é tal que d[s, t] < 1
2n

e t ̸= s. Assim, pelo Teorema da Proximidade, ti = si, para i = 0, 1...n.
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Como t ̸= s, existe k > n tal que sk ̸= tk e, então, |sk − tk| = 1. Com isso, a primeira entrada de
σk(s) e de σk(t) são diferentes e, portanto,

d[σk(s), σk(t)] ≥ |sk − tk|
20

+
∞∑

i=1

0

2i
= 1.

■
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Resumo

A teoria dos números complexos é uma ferramenta importante em diversas
áreas, tais como a Física e a Engenharia. Ao se ensinar essa teoria nas
escolas, e até mesmo nas universidades, quase nada é discutido sobre a
geometria que está por detrás dos números complexos. Entretanto, existe
uma forte relação entre essas duas áreas. Sendo assim, o objetivo deste
trabalho é estudar algumas aplicações dos números complexos na geometria
plana, apresentando resultados sobre semelhança de triângulos e pontos
notáveis, cujas demonstrações são feitas a partir da teoria dos números
complexos.
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1 Introdução

O conjunto dos números complexos surgiu no século XVI a partir da procura de alguns matemáticos
por soluções de equações com grau inferior a quatro. O símbolo i foi introduzido por Leonhard Euler
em 1765. Em geral, a ideia que se tem é que tais números servem apenas para se calcular raiz de um
número negativo, e muito pouco se discute sobre a geometria que está implícita neles. Pode ser esse
um dos motivos que causam um estranhamento por parte dos alunos quando se deparam com a teoria
dos números complexos. Nesse trabalho serão estudados algumas aplicações envolvendo colinearidade
de três pontos no plano cartesiano, semelhança e pontos notáveis de um triângulo, tudo sob o ponto
de vista dos números complexos. Outras aplicações interessantes podem encontradas em [1] e [2].
Precisaremos de algumas definições e resultados preliminares.

Definição 1.1. Um número complexo é um par ordenado (a, b) de números reais com as seguintes

propriedades:

i. Dois números complexos (a, b) e (c, d) são iguais se, e somente se, a = c e b = d.

ii. A soma e o produto de dois números complexos (a, b) e (c, d) são definidos por

D1 : (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d);

D2 : (a, b) · (c, d) = (ac− bd, bc+ ad).

Com as operações definidas acima o conjunto dos números complexos é um corpo. Considerando
a função f : R → R× 0 dada por f(x) = (x, 0), pode-se mostrar que f é bijetora e, além disso,

(x, 0) + (y, 0) = (x+ y, 0) e (x, 0) · (y, 0) = (x · y, 0).

Portanto, identificando (x, 0) = x, o número complexo z = (x, y) pode ser escrito da seguinte forma

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1) · (y, 0) = x+ (0, 1)y.

Definindo i = (0, 1), chamado de unidade imaginária, tem-se que z = x + iy. A representação
dada anteriormente é chamada de forma algébrica ou representação algébrica do número complexo
z = (x, y). Denomina-se x como sendo a parte real do número complexo z, denotada por ℜz, e y a
parte imaginária de z, denotada por ℑz.

A seguir será definido conjugado e módulo de um número complexo, que serão importantes para
resultados posteriores.

Definição 1.2. Se z = (x, y) = x+ iy, o número complexo (x,−y) = x− iy é chamado de conjugado

complexo ou número complexo conjugado de z, o qual será denotado por z.

Definição 1.3. O número |z| =
√
x2 + y2 é chamado de módulo ou valor absoluto do número

complexo z = x+ iy.

Além da representação algébrica de um número complexo z = x + iy, define-se também a sua
forma polar. Para isso, seja P = (x, y) o ponto que corresponde ao número complexo z = x+ iy no
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plano cartesiano e considere o vetor
−→
OP , onde O = (0, 0). Sendo θ o ângulo entre

−→
OP e o semieixo

positivo Ox, e r o comprimento de
−→
OP , tem-se que x = r cos θ e y = r sen θ. Logo, z pode ser

escrito na forma x = r(cos θ + i sen θ), chamada de forma polar do número complexo z. O ângulo θ é
chamado de argumento de z e denotado por arg de z.

Figura 1: Forma polar de um número complexo

Observa-se que a cada número complexo z = x+ iy está associado o ponto de coordenadas (x, y).
Para simplificar a linguagem usaremos também z para denotar o ponto (x, y) correpondente ao número
complexo z.

Considere a equação zn − 1 = 0. De acordo com o Teorema Fundamental da Álgebra,tem-se que
essa equação possui exatamente n raízes, chamadas de raízes n-ésimas da unidade. Tais raízes são
dadas na proposição abaixo.

Proposição 1.4. As soluções de zn − 1 = 0 são dadas por

zk = cos
2kπ

n
+ isen

2kπ

n
, k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

Por exemplo, as raízes de z3 = 1 são dadas por 1, w = −1/2 + i
√
3/2 e w = −1/2− i

√
3/2. É

fácil verificar que w2 = w. É conhecido que as raízes n-ésimas da unidade são vértices de um polígono
regular com n lados inscrito no círculo unitário. Assim, as raízes cúbicas da unidade 1, w e w2 são
vértices de um triângulo equilátero inscrito no círculo unitário, com um vértice em 1.

2 Aplicações de números complexos a geometria plana

Nessa seção serão vistas algumas aplicações dos números complexos na geometria plana. Sendo
z1, z2 e z3 números complexos, denota-se por ∆z1z2z3 o triângulo cujos vértices são os pontos z1, z2
e z3. Quando a ordem dos vértices de um triângulo for especificada, ele será dito orientado. Nesse
caso, diz-se que a orientação é positiva se os vértices são orientados no sentido anti-horário e negativa
quando os vértices são orientados no sentido horário.

Definição 2.1. Sejam z1, z2, z3, w1, w2 e w3 números complexos. Diz-se que os triângulos ∆z1z2z3 e
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∆w1w2w3 são semelhantes com a mesma orientação, e indica-se por

∆z1z2z3 ∼ ∆w1w2w3,

se o ângulo em zk é igual aquele em wk, k = 1, 2, 3, e se eles possuem a mesma orientação, ou seja,

estão orientados ambos no sentido anti-horário ou ambos no sentido horário. Caso os triângulos

possuam orientações opostas (um no sentido horário e outro no sentido anti-horário), diz-se que eles

são semelhantes com orientação oposta e escreve-se

∆z1z2z3 ∼ ∆w1w2w3 (opostos).

Nesse caso, tem-se ainda que o vértice zk corresponde ao vértice wk, k = 1, 2, 3.

O teorema abaixo traz uma aplicação de números complexos a semelhança de triângulos.

Teorema 2.2. Os triângulos ∆z1z2z3 ∆w1w2w3, são semelhantes com a mesma orientação se, e

somente se,
z2 − z1
z3 − z1

=
w2 − w1

w3 − w1

.

A última igualdade é equivalente a ∣∣∣∣∣∣∣

z1 w1 1

z2 w2 1

z3 w3 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Demonstração. Dois triângulos são semelhantes se, e somente se as razões entre os comprimentos
de dois lados correspondentes são iguais e os ângulos correspondentes entre os lados são iguais,
levando-se em conta a orientação. Então,

∆z1z2z3 ∼ ∆w1w2w3 ⇔
∣∣∣∣
z2 − z1
z3 − z1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
w2 − w1

w3 − w1

∣∣∣∣ e arg

(
z2 − z1
z3 − z1

)
= arg

(
w2 − w1

w3 − w1

)

⇔ z2 − z1
z3 − z1

=
w2 − w1

w3 − w1

Note que,

z2 − z1
z3 − z1

=
w2 − w1

w3 − w1

⇔ (z2 − z1)(w3 − w1) = (z3 − z1)(w2 − w1)

⇔ z2w3 − z2w1 − z1w3 + z2w1 = z3w2 − z3w1 − z1w2 + z1w1

⇔ z2w3 − z2w1 − z1w3 − z3w2 + z3w1 + z1w2 = 0

⇔

∣∣∣∣∣∣∣

z1 w1 1

z2 w2 1

z3 w3 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

■
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Corolário 2.3. Os triângulos ∆z1z2z3 e ∆w1w2w3 são semelhantes com orientação oposta se, e

somente se,

z2 − z1
z3 − z1

=
w2 − w1

w3 − w1

A última igualdade é equivalente a

∣∣∣∣∣∣∣

z1 w1 1

z2 w2 1

z3 w3 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Dadas as raízes 1, w, w2 de z3 = 1 tem-se que elas são vértices de um triângulo equilátero. Assim,
para determinar se um triângulo qualquer é equilátero basta verificar se ele é semelhante ao triângulo
cujos vértices são as raízes cúbicas da unidade.

Proposição 2.4. Sejam z1, z2, z3 ∈ C e considere as raízes 1, w, w2 de z3 = 1, Então ∆z1z2z3 é

equilátero se, e somente se, ∆z1z2z3 ∼ ∆1ww2 ou ∆z1z2z3 ∼ ∆1w2w. Equivalentemente, ∆z1z2z3 é

equilátero se, e somente se, z1 + wz2 + w2z3 = 0 ou z1 + w2z2 + wz3 = 0.

Exemplo 2.5. Sejam z1 = 1+ i, z2 = 5+ i, z3 = 1+ 4i, w1 = 0, w2 = −4i, w3 = −3. Os triângulos

∆z1z2z3 e ∆w1w2w3 são semelhantes com orientação oposta, pois

z2 − z1
z3 − z1

=
5 + i− 1− i

1 + 4i− 1− i
=

4

3i
=

−4i

3
e

w2 − w1

w3 − w1

=
4i− 0

−3− 0
=

−4i

3

Figura 2: Triângulos semelhantes com orientação oposta

O resultado abaixo fornece uma forma de analisar quando números complexos distintos z1, z2, z3
são colineares.

Proposição 2.6. Os números complexos distintos z1, z2 e z3 são colineares se, e somente se,
z2 − z1
z3 − z1∈ R.
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Note que, segue da proposição anterior que três pontos distintos z1, z2 e z3 são colineares se, e

somente se
z2 − z1
z2 − z1

=
z2 − z1
z3 − z1

, ou seja,

∣∣∣∣∣∣∣

z1 z1 1

z2 z2 1

z3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Mas pelo Teorema 2.2, isso é equivalente a ∆z1z2z3 ∼ ∆z1z2z3.
Se ∆z1z2z3 é um triângulo qualquer, então o ponto no qual as mediatrizes dos três lados do

triângulo ∆z1z2z3 se encontram é denominado circuncentro. Além disso, o ponto no qual as três
medianas de ∆z1z2z3 se encontram é chamado de baricentro ou centróide, e o ponto de interseção
das três alturas de ∆z1z2z3 é chamado de ortocentro.

Utilizando a teoria dos números complexos é possível determinar tais pontos notáveis através das
fómulas dadas no teorema abaixo.

Teorema 2.7. Sejam z1, z2 e z3 ∈ C os vértices de um triângulo qualquer. Então o circuncentro zc, o

baricentro zb e o ortocentro zo do triângulo ∆z1z2z3 são dados respectivamente por:

zc =
|z1|2 (z2 − z3) + |z2|2 (z3 − z1) + |z3|2 (z1 − z2)

z1(z2 − z3) + z2(z3 − z1) + z3(z1 − z2)
,

zb =
1

3
(z1 + z2 + z3)

e

zo = z1 + z2 + z3.
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Resumo

Uma função de variáveis complexas é analítica se possui derivada em todos
os pontos da região em que está definida. Neste trabalho, apresentamos
uma maneira prática de verificar a analiticidade de uma função. Para isso,
utilizamos algumas relações conhecidas como equações de Cauchy-Riemann.
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1 Introdução

As funções de variáveis complexas nasceram da busca por soluções para equações que desafiavam
a lógica dos números reais. No início do século XIX, matemáticos como Leonhard Euler e Carl
Gauss se depararam com problemas que não podiam ser solucionados com as ferramentas matemáticas
existentes na época. A necessidade de novas ferramentas impulsionou o desenvolvimento de um novo
campo de estudo: a análise complexa.

No coração dessa análise estão as equações de Cauchy-Riemann, as quais estabelecem uma relação
fundamental entre as partes real e imaginária de uma função complexa diferenciável. Neste trabalho,
trataremos de uma condição necessária e suficiente para que uma função complexa seja analítica, a
partir dessas equações.

2 Conceitos e Resultados Preliminares

Iniciemos com algumas definições básicas da teoria de funções complexas.
Dados os números r > 0 e z0 complexo qualquer, chamamos disco aberto de centro em z0 e raio r

ao conjunto
Dr(z0) = {z ∈ C; |z − z0| < r},

isto é, ao conjunto de todos os números complexos que estão a uma distância menor que r do ponto z0.
Uma vizinhança de um ponto z0 é um conjunto V que contém um disco de centro z0. Em particular,

qualquer disco Dr(z0) é uma vizinhança de z0, a qual denotaremos por Vr(z0).
Um ponto z0 de um conjunto C é um ponto interior se C é vizinhança de z0, isto é, existe um disco

de centro z0 inteiramente contido em C. Se todos os pontos de C são pontos interiores, dizemos que C
é um conjunto aberto.

Um conjunto aberto é conexo se quaisquer dois de seus pontos podem ser ligados por um caminho
todo contido no conjunto.

Finalmente, chamamos região a todo conjunto aberto e conexo.
Considerando funções da forma w = f(z) de uma variável complexa z = x+ iy, temos, associadas

a w, duas funções reais das variáveis reais x e y, dadas por

u = u(x, y) = Re f(z) e v = v(x, y) = Imf(z),

em que Re f(z) e Imf(z) denotam, respectivamente, a parte real e a parte imaginária da função f .
As definições e propriedades de limites e derivadas, bem como a continuidade e derivabilidade de

funções de variáveis complexas, que omitiremos nesse trabalho, são análogas ao caso real (para mais
detalhe, veja [1].

O próximo resultado nos dá uma importante relação entre o limite de uma função complexa e os
limites de suas partes real e imaginária.
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Teorema 2.1. Sejam f = u+ iv uma função com domínio D e L = x0 + i y0 ∈ C, então

lim
z→z0

f(z) = x0 + i y0

se e somente se

lim
z→z0

u(x, y) = x0 e lim
z→z0

v(x, y) = y0

Demonstração. Veja Teorema 2.12 de [1]. ■

A definição de derivada de uma função de variável complexa é formalmente a mesma que no caso
de função de variável real.

Definição 2.2. Sejam f uma função cujo domínio é uma região R e z um ponto de R. Dizemos que f

é derivável no ponto z se existe o limite

lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
,

ou, equivalemente, se existe

lim
w→z

f(w)− f(z)

w − z
.

Quando esse limite existe, ele define uma nova função de z, a derivada ou função derivada de f,
denotada por f ′ ,

f
′
(z) = lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
.

Chamamos a atenção para o fato de que, para a existência da derivada, o limite acima não pode
depender do modo como ∆z tende a zero ou w tende a z. Em particular, w pode tender a z ao longo
de diferentes raios, todos com origem em z0 e o limite deve ser o mesmo.

As propriedades de derivadas, bem como a derivabilidade de funções de variáveis complexas, que
omitiremos nesse trabalho, são análogas ao caso real (para mais detalhes, veja [1]).

No segue, apresentamos a definição de uma função analítica.

Definição 2.3. Uma função f é analítica em uma região R se ela é derivável em cada ponto de R. A

função f é analítica num ponto z0 se f for analítica numa região contendo z0, por exemplo, numa

vizinhança Vδ(z0).

3 Função Analítica e as Equações de Cauchy-Riemann

Nesta seção obteremos uma condição necessária e suficiente para que uma função f seja analítica.
Tal condição será dada a partir das equações de Cauchy-Riemann, apresentadas abaixo.

Seja f = u+ iv uma função de variáveis complexas derivável num ponto z = x+ iy. Então,

f
′
(z) = lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
.
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Em particular, é possível fazer ∆z tender a zero por valores reais ∆z = k e, separadamente, por
valores imaginários ∆z = it. Obtemos, assim, duas expressões

f ′(z) = lim
k→0

u(x+ k, y)− u(x, y) + i[v(x+ k, y)− v(x, y)]

k

f ′(z) = lim
t→0

u(x, y + t)− u(x, y) + i[v(x, y + t)− v(x, y)]

it

Pelo Teorema 2.1, a existência desses limites implica na existência, separadamente, dos limites das
partes reais e imaginárias, isto é:

f ′(z) = lim
k→0

u(x+ k, y)− v(x, y)

k
+ i lim

k→0

v(x+ k, y)− v(x, y)

k

f ′(z) = lim
t→0

v(x, y + t)− v(x, y)

t
− i lim

t→0

u(x, y + t)− u(x, y)

t

Como consequência, as funções u e v possuem derivadas parciais no ponto (x, y) e valem as seguintes
relações:

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
e f ′(z) =

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
.

Assim, igualando as partes reais e imaginárias, obtemos equações que chamamos de equações de

Cauchy-Riemann:
∂u

∂x
=
∂v

∂y
e

∂v

∂x
= −∂u

∂y
.

Observe que a construção acima mostra que se uma função f é analítica, então as equações de
Cauchy-Riemann são satisfeitas. Em outras palavras, as equações de Cauchy-Riemann são uma
condição necessária para a existência da derivada de uma função f . Porém, como veremos no exemplo
seguinte, elas não são suficientes.

Exemplo 3.1. Consideremos a função

f(z) = z = x− iy.

Claramente as equações de Cauchy-Riemann são satisfeitas. No entanto, f não é diferenciável em 0.

De fato, tomando ∆z = reiθ = r(cos θ + i sin θ), obtemos que

lim
∆z→0

f(∆z)− f(0)

∆z
=

cos(2π − θ) + i sin(2π − θ)

eiθ
=
ei(2π−θ)

eiθ
=
e−iθ

eiθ
= e−2iθ,

isto é, o limite acima depende do valor de θ escolhido e, portanto, f
′
(0) não existe.

No próximo resultado, veremos que se f = u+ iv é uma função, em que u e v possuem derivadas
parciais contínuas numa região R, então as equações de Cauchy-Riemann são suficientes para que f
seja analítica.
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Teorema 3.2. Sejam u(x, y) e v(x, y) funções reais com derivadas parciais contínuas numa região

R. Então a função f(z) = u(x, y) + iv(x, y) é analítica em R se, e somente se, as equações de

Cauchy-Riemann são satisfeitas em R.

Demonstração. Resta mostrarmos que f é analítica em R. Para isto, consideremos z = x+ iy ∈ R e
um número δ > 0 tal que a vizinhança Vδ = {(x+ k)+ i(y+ t) : k2+ t2 < δ2} esteja toda contida em
R. Em particular, os segmentos zz1 e z1z2, onde z1 = (x+ k, y) e z2 = (x+ k, y + t), também estão
contidos em R. Pelo Teorema do Valor Médio (de função de variável real), existem θ1 e θ2 tais que

u(x+ k, y)− u(x, y) = kux(x+ θ1k, y) (1)

u(x+ k, y + t)− u(x+ k, y) = tuy(x+ k, y + θ2t). (2)

Somando as equações (1) e (2), obtemos

∆u = u(x+ k, y + t)− u(x, y) = kux(x+ θ1k, y) + tuy(x+ k, y + θ2t). (3)

Como as funções ux e uy são contínuas, podemos escrever

ux(x+ θ1k, y) = ux(x, y) + δ1

uy(x+ k, y + θ2t) = uy(x, y) + δ2,

onde δ1 → 0 e δ2 → 0 quando k2 + t2 → 0. Assim, reescrevemos a equação (3) como

∆u = u(x+ k, y + t)− u(x, y) = kux + tuy + kδ1 + tδ2. (4)

De maneira análoga, podemos escrever

∆v = v(x+ k, y + t)− v(x, y) = kvx + tvy + kδ3 + tδ4 (5)

onde δ3 → 0 e δ4 → 0 quando k2 + t2 → 0. Agora, fazendo ∆z = h = k + it e usando as equações
(4) e (5), obtemos:

f(z +∆z)− f(z)

∆z
=

∆u+ i∆v

h
=

(kux + itvy) + i(kvx − ituy)

h
+
k

h
(δ1 + iδ3) +

t

h
(δ2 + iδ4).

Usando agora as equações de Cauchy-Riemann, obtemos

f(z +∆z)− f(z)

∆z
= (ux + ivx) +

k

h
(δ1 + iδ3) +

t

h
(δ2 + iδ4).
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Logo,

f
′
(z) = lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z

= lim
h→0

(
(ux + ivx) +

k

h
(δ1 + iδ3) +

t

h
(δ2 + iδ4)

)

= ux + ivx,

sendo a última igualdade válida, pois |k/h| ≤ 1 e |t/h| ≤ 1, enquanto δ1, δ2, δ3, δ4 tendem a zero
quando ∆z = h→ 0. Portanto, a derivada f ′

(z) existe e é dada por ux + ivx. ■

Para finalizarmos, apresentamos um exemplo onde aplicamos o teorema acima.

Exemplo 3.3. A função f(x+ iy) = (x2 − y2 − 2x) + 2iy(x− 1) é analítica.

De fato, temos que u(x, y) = x2 − y2 − 2x e v(x, y) = 2y(x− 1) e suas derivadas parciais são:

∂u

∂x
= 2x− 2,

∂u

∂y
= −2y,

∂v

∂x
= 2y,

∂v

∂y
= 2x− 2.

Assim, as derivadas parciais de u e v são contínuas em todo número complexo z e satisfazem as

equações de Cauchy-Riemann em todos esses pontos. Portanto, pelo Teorema 3.2, f é analítica.
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Resumo

O Teorema de Recorrência de Poincaré é um resultado muito importante na
teoria dos sistemas dinâmicos. Este trabalho aborda os tópicos necessários
para o estudo do teorema. Foram abordados temas como enumerabilidade de
conjuntos, integral de Riemann, espaços mensuráveis, integral de Lebesgue
e também o Teorema de Recorrência de Poincaré bem como suas aplicações
em diferentes áreas.
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1 Introdução

A Teoria Ergódica é uma área muito ampla de estudos de sistemas dinâmicos com sua base sendo
as funções e medidas invariantes, o estudo e compreensão da Teoria Ergódica são muito importantes
para a compreensão dos resultados.

O trabalho em desenvolvimento é focado no estudo do Teorema de Recorrência de Poincaré, com
sua base inicial de estudos sendo constituída por enumerabilidade de conjuntos, integral de Riemann
pela definição, espaço mensurável, medidas, integral de Lebesgue e o Teorema de Recorrência de
Poincaré bem como suas aplicações. Com essa linha de estudos é possível seguir com o entendimento
do Teorema bem como suas aplicações.

2 Enumerabilidade de Conjuntos

Enumerabilidade de conjuntos é uma maneira de comparar conjuntos com uma quantidade infinita
de elementos.

Definição 2.1. Um conjunto A é enumerável se existe uma função f : N → A bijetora. Nesse caso,

denotamos como #A = #N, isto é, cardinalidade de A é igual a cardinalidade de N.

Considere A = {10n : n ∈ N}, isto é, os múltiplos positivos de 10. A função f : N → A, definida
por f(n) = 10n é uma bijeção. De fato, podemos mostrar que ela é tanto injetora quanto sobrejetora
sendo então satisfeita a condição de bijeção, sendo assim temos:

1. Injetividade (Função Injetora):
Uma função é injetora se, e somente se, para quaisquer x1, x2 ∈ N, f(x1) = f(x2) implica que

x1 = x2.
Suponha que f(x1) = f(x2) para alguns x1, x2 ∈ N. Isso significa que:

10x1 = 10x2.

Dividindo ambos os lados por 10, obtemos:

x1 = x2.

Portanto, a função é injetora, já que f(x1) = f(x2) implica x1 = x2.
2. Sobrejetividade (Função Sobrejetora):
Uma função é sobrejetora se, e somente se, para todo elemento y ∈ A, existe pelo menos um x ∈ N

tal que f(x) = y.
Considere qualquer elemento y ∈ A. Por definição de A, y = 10n para algum n ∈ N. Portanto,

para este n, temos f(n) = 10n = y. Isso mostra que para qualquer y ∈ A, existe um n ∈ N
(nomeadamente, o próprio n) tal que f(n) = y.
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Assim, a função é sobrejetora, pois para cada elemento em A, existe um correspondente em N que
mapeia para ele.

Podemos definir que, para qualquer n escolhido entre os naturais (N), sempre vai existir uma
imagem no conjunto A, e a recíproca também vale. Logo, #N = #A, mostrando assim que o conjunto
A é enumerável.

3 Uma função não integrável a Riemann

Vejamos que a função

f(x) =





0, se x ∈ [0, 1] ∩Q

1, se x ∈ [0, 1] ∩ (R \Q)

não é integrável com o método da integral de Riemann. De fato, a integral de Riemann sobre uma dada
função f sobre um intervalo [a,b] é definida pelo limite das somas (inferiores e superiores) de Riemann
à medida que o número de subintervalos tende ao infinito e o comprimento do maior subintervalo
tende a zero. Dizemos informalmente que quando a soma superior é igual a soma inferior, a função é
Riemann integrável. Note que nesse exemplo, o máximo que a função assume em qualquer intervalo é
1 e o mínimo que a função assume em qualquer intervalo é 0. Portanto essa função não é Riemann
integrável.

A função dada não é integrável devido a sua descontinuidade em todo ponto, por menor que seja a
vizinhança em torno de qualquer ponto x, sempre vai existir tanto números racionais quanto números
irracionais, com isso concluimos que não importa o quanto seja pequeno o intervalo em torno de x, a
função assume tanto o valor 0 quanto 1 dentro desse mesmo intervalo, mostrando a descontinuidade da
função. Essa função é conhecida como função de Dirichlet.

Pergunta: Existe alguma forma de integrar essa função que não seja pelo método de Riemann?

4 Espaço Mensurável e Medida

Definição 4.1. Uma σ-álgebra de um conjunto X é uma coleção β de subconjuntos de X tal que:

1. X ∈ β

2. Se A ∈ β, então Ac ∈ β

3. Se A1, A2, A3, . . . , An, . . . todos estiverem em β, então
∞⋃
i=1

Ai ∈ β.

Exemplo 4.1. Se X = {a, b, c} e β = {X, ∅, {a}, {b, c}}, então β é uma σ-álgebra.

Definição 4.2. Um espaço mensurável é uma dupla (X, β) onde X é um conjunto e β é uma σ-álgebra

de subconjuntos de X . Os elementos de β são chamados conjuntos mensuráveis do espaço.
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Definição 4.3. Uma medida µ em um espaço mensurável (X, β) é uma função µ : (X, β) → [0,+∞]

tal que µ(∅) = 0 e se {Ai}∞i=1 for uma família de conjuntos 2 a 2 disjuntos, então

µ

( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

µ(Ai).

Como visto a função de Dirichlet não é integrável pelo método de Riemann, agora é possível
analisar sua integrabilidade no mundo de Lebesgue.

Definição 4.4. (Medida de Lebesgue)

Existe uma única medida µ na σ-álgebra β que contém todos os intervalos abertos (Borelianos)

tal que:

µ

( ∞⋃

i=1

Ii

)
=

∞∑

i=1

µ0(Ii) =
∞∑

i=1

comprimento(Ii).

Observação 4.1. Temos duas observações nesse caso:

1. µ0 mede apenas intervalos.

2. µ mede todo elemento da σ-álgebra.

Definição 4.5. Uma função s : X → [−∞,+∞] é simples se existem constantes α1, α2, α3, . . . , αk e

conjuntos mensuráveis A1, A2, A3, . . . , Ak tais que:

s(x) =
k∑

i=1

αiχAi
(x)

onde χAi
(x) = 1 se x ∈ Ai e χAi

(x) = 0 se x ̸∈ Ai, é chamada de função característica.

Definição 4.6. Considere (X,α) e (Y, β) espaços mensuráveis. Uma função f : X → Y é mensurável

se para todo B ∈ β, f−1(B) ∈ α.

Proposição 4.1. Se f : X → [−∞,+∞] é mensurável, então existe uma sequência sn de funções

simples tal que:

lim
n→∞

sn(x) = f(x)

para todo x ∈ X , com |sn(x)| ≤ |f(x)| para todo x ∈ X .

Definição 4.7. (Integral de Lebesgue para funções simples) Seja s : X → [0,+∞] uma função simples,

e µ uma medida. Então, ∫

X

sdµ =
k∑

i=1

αiµ(Ai).
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Definição 4.8. (Integral de Lebesgue para funções mensuráveis) Seja f : X → [0,+∞] mensurável e

µ uma medida. Então, ∫

X

fdµ = lim
n→∞

∫

X

sndµ,

onde limn→∞ sn(x) = f(x) para todo x ∈ X e |sn(x)| ≤ |f(x)| para todo x ∈ X .

Podemos generalizar a definição de integração para funções não necessariamente positivas. Basta
considerar f = f+ − f− onde f+ e f− são as partes positiva e negativa da função f.

Exemplo 4.2. Considere µ a medida de Lebesgue. Então

∫

[2,5]

2dµ = 2µ([2, 5]) = 2 · 3 = 6.

Agora com esse novo método da integral de Lebesgue, concluimos que a função de Dirichlet é
integrável por esse método.

A função de Dirichlet f definida por

f(x) =





0, se x ∈ [0, 1] ∩Q

1, se x ∈ [0, 1] ∩ (R \Q)

e µ a medida de Lebesgue. A integral de Lebesgue de f sobre um intervalo [a, b] é dada por

∫

[a,b]

fdµ = µ([a, b]) = b− a.

Os números racionais têm medida nula, sendo assim a medida dos irracionais é total (no intervalo), e
portanto temos que:

∫

[0,1]

fdµ = 1 · µ([0, 1] ∩ (R \Q)) = 1.

Teorema 4.3. (Recorrência de Poincaré). Seja f :M →M uma transformação mensurável e seja

µ uma medida finita invariante por f . Seja E ⊂ M qualquer conjunto mensurável com µ(E) > 0.

Então, para µ-quase todo ponto x ∈ E existem infinitos de valores de n para os quais fn(x) também

está em E. [1]

A demonstração desse teorema será omitida nesse resumo.

5 Aplicações

Com o auxílio do Teorema de Recorrência de Poincaré, temos como primeira aplicação, que quase
todo número entre 0 e 1 tem infinitos dígitos 0 em sua expansão decimal.
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Como segunda aplicação, existe uma transformação invariante que ao iterar uma imagem 241 vezes,
a imagem retorna a sua posição original (pelo menos em medida dos pixels). Veja a imagem abaixo:

Figura 1: O retorno da foto de Poincaré após 241 iterações. [4]
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Resumo

O presente trabalho discute a unicidade do limite de sequências. Inicialmente
introduzimos a definição de sequências e de convergência de sequências em
espaços K e Kn, onde K = R ou K = C. A partir dessas definições, vemos
que o limite das sequências nesses espaços é único. Em seguida, definimos e
analisamos a convergência de sequências em espaços métricos e, novamente,
provamos que o limite de uma sequência em um espaço métrico é único. Por
fim, vemos que nos espaços topológicos isso não ocorre, ou seja, existem
sequências em espaços topológicos que convergem para mais de um ponto.
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1 Introdução

Segundo [1], a importância das sequências na matemática remonta ao Antigo Egito, por volta
de 3000 a.C., com a criação do calendário egípcio, que sugeriu a ideia de sequência ao estabelecer
um padrão relacionado às épocas de cheias do rio Nilo. Mais tarde, em torno de 450 a.C., Zeno de
Elea apresentou 40 paradoxos, alguns dos quais discutiam a soma de um número infinito de termos,
tornando-se relevante então o estudo das sequências numéricas e da convergência de séries infinitas de
números.

A evolução do estudo das sequências, impulsionada pelo desenvolvimento do cálculo diferencial e
integral, resultou em sua ampla utilização em áreas como Análise e Topologia dos Espaços Métricos,
visto que podem ser utilizadas para caracterizar conceitos importantes dessas áreas. No entanto, ao
considerar sequências em espaços topológicos, surge algo inesperado: a unicidade do limite, uma
propriedade central das sequências, não é válida.

Considerando os aspectos históricos e matemáticos abordados sobre as sequências, neste trabalho
discutiremos a unicidade dos limites de sequências em diversos ambientes matemáticos. Para isso,
utilizaremos as referências [2], [3], [4] e [5].

2 Sequências em K e Kn

Nesta seção, vamos definir sequências convergentes em K e Kn, onde K = R ou K = C.

Definição 2.1. Seja X um conjunto não vazio. Uma sequência em X é uma função f : N −→ X .

Escrevemos (x1, x2, . . . , xn, . . . ) ou (xn)
∞
n=1 para denotar a sequência e xn para denotar f(n), que é

chamado de termo geral da sequência.

Definição 2.2. Dizemos que uma sequência (xn)
∞
n=1 ⊆ K converge para x ∈ K se, dado ε > 0, existe

n0 ∈ N tal que |xn − x| < ε para todo n ≥ n0. Neste caso, dizemos que x é o limite da sequência

(xn)
∞
n=1 e denotamos xn −→ x ou lim

n→∞
xn = x.

A sequência (xn)
∞
n=1 é dita convergente em K se existe x ∈ K tal que xn −→ x. Caso contrário, a

sequência é dita divergente.

Considerando as definições dadas, podemos afirmar que o limite de uma sequência em K é único?
A proposição a seguir responde essa pergunta.

Proposição 2.3 (Unicidade do limite). Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência em K. Se xn −→ x e xn −→ y,

então x = y.

Demonstração. Suponha que x ̸= y. Como xn −→ x e xn −→ y, para ε =
|x− y|

2
> 0 existem

n1, n2 ∈ N tais que |xn−x| < ε para n ≥ n1 e |xn−y| < ε para n ≥ n2. Tomando n0 = max{n1, n2},
temos

n ≥ n0 =⇒ n ≥ n1 e n ≥ n2 =⇒ |x− y| ≤ |xn − x|+ |xn − y| < 2ε = |x− y|,
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o que é uma contradição. Portanto, x = y. ■

Agora, vejamos sequências em Kn. Analogamente, podemos definir:

Definição 2.4. Dizemos que uma sequência (xn)
∞
n=1 ⊆ Kn converge para x ∈ Kn se, dado ε > 0,

existe n0 ∈ N tal que ∥xn − x∥ < ε para todo n ≥ n0, onde ∥ · ∥ é a norma euclidiana. Neste caso,

dizemos que x é o limite da sequência (xn)
∞
n=1 e denotamos como na Definição 2.2.

A sequência (xn)
∞
n=1 é dita convergente em Kn se existe x ∈ Kn tal que xn −→ x. Caso contrário,

a sequência é dita divergente.

Assim como em K, é possível provar que os limites de sequências em Kn são únicos e a demons-
tração é análoga à demonstração da Proposição 2.3.

3 Espaços Métricos

Note que os conjuntos anteriormente considerados possuem uma noção de distância dada pela
norma usual desses espaços. De modo geral, a distância é uma função como definimos a seguir.

Definição 3.1. Um espaço métrico é um par ordenado (M,d) formado por um conjunto M e uma

função d : M ×M −→ R, chamada métrica, satisfazendo as seguintes condições para quaisquer

x, y, z ∈M :

(a) d(x, y) ≥ 0,

(b) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(c) d(x, y) = d(y, x),

(d) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Desigualdade Triangular).

A função d também é chamada de distância.

Definição 3.2. Dizemos que a sequência (xn)
∞
n=1 no espaço métrico (M,d) converge para x ∈M se

lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

Neste caso, denotamos lim
n→∞

xn = x ou xn −→ x. A sequência (xn)
∞
n=1 é dita convergente se existe

x ∈M tal que xn −→ x. Caso contrário, a sequência é dita divergente.

Trazendo a pergunta da seção anterior para o contexto de espaços métricos: toda sequência
convergente de um espaço métrico converge para um único ponto? A proposição a seguir responde
essa pergunta de maneira afirmativa.

Proposição 3.3. Sejam (M,d) um espaço métrico e (xn)
∞
n=1 uma sequência em M . Se xn −→ x e

xn −→ y, então x = y.
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Demonstração. Suponha que x ̸= y. Considere ε =
d(x, y)

2
> 0, como xn −→ x e xn −→ y,

existem n1, n2 ∈ N tais que d(xn, x) < ε para n ≥ n1 e d(xn, y) < ε para n ≥ n2. Tomando
n0 = máx{n1, n2}, temos que

n ≥ n0 =⇒ n ≥ n1 e n ≥ n2 =⇒ d(x, y) ≤ d(xn, x) + d(xn, y) < 2ε = d(x, y),

o que é uma contradição. Logo, x = y. ■

Apresentaremos a seguir dois conceitos que usaremos na próxima seção.

Definição 3.4. Seja (M,d) um espaço métrico. Uma bola aberta de centro x0 ∈M e raio r > 0 é o

conjunto

B(x0, r) = {x ∈M | d(x, x0) < r}.

Definição 3.5. Seja (M,d) um espaço métrico. Dizemos que um conjunto A ⊆M é aberto se, para

todo x ∈ A, existe r > 0 tal que B(x, r) ⊆ A.

4 Espaços Topológicos

Na seção anterior, vimos que sequências convergentes em espaços métricos tem limites únicos.
Notaremos que isso se deve a existência da métrica. Em espaços nos quais a noção de distância é
relativa, esse fato pode não ocorrer. Nesta seção, estudaremos os chamados espaços topológicos, que
são uma generalização do conceito de espaço métrico nos quais não há a necessidade de existir uma
métrica. Veremos que nesses espaços existem sequências que convergem para mais de um ponto.

Definição 4.1. Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos de X , chamados

conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Qualquer união de elementos de τ é um elemento de τ .

(b) Qualquer interseção finita de elementos de τ é um elemento de τ .

(c) X e ∅ pertencem a τ .

Neste caso, dizemos que (X, τ) é um espaço topológico.

Exemplo 4.2. Todo espaço métrico (M,d) é um espaço topológico com topologia formada pelos

abertos da Definição 3.5.

Definição 4.3. Uma vizinhança de um elemento x do espaço topológico X é um subconjunto U de X

que contém um aberto V contendo x, isto é, x ∈ V ⊆ U . A coleção Ux de todas as vizinhanças de x é

chamada sistema de vizinhanças de x.
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Considerando a definição de sequência convergente em espaços métricos, é possível provar que,
dada uma sequência (xn)

∞
n=1 em um espaço métrico (M,d),

xn −→ x ∈M ⇐⇒ ∀U ∈ Ux,∃n0 ∈ N tal que xn ∈ U,∀n ≥ n0.

Essa equivalência sugere a seguinte definição:

Definição 4.4. Uma sequência (xn)
∞
n=1 no espaço topológico X converge para x ∈ X se, para toda

vizinhança U de x, existe n0 ∈ N tal que xn ∈ U para todo n ≥ n0. Neste caso, dizemos que x é o

limite da sequência (xn)
∞
n=1 e denotamos por lim

n→∞
xn = x ou xn −→ x.

A sequência (xn)
∞
n=1 é dita convergente se existe x ∈ X tal que xn −→ x. Caso contrário, a

sequência é dita divergente.

A seguir, veremos que o limite de uma sequência num espaço topológico nem sempre é único.

4.1 Espaço de Sierpinski

Considere o conjunto X = {a, b} com a ̸= b. Então τ = {{a, b}, {b}, ∅} é uma topologia em X e
(X, τ) é chamado espaço de Sierpinski. Vejamos que esse espaço possui uma sequência convergente
com mais de um limite.

Seja (xn)
∞
n=1 a sequência constante e igual a b. Dada uma vizinhança U de b, tomando n0 = 1,

temos que xn = b ∈ U para todo n ≥ n0. Logo, xn −→ b. Agora, dada uma vizinhança W de a,
existe V ⊆ X aberto tal que a ∈ V ⊆ W . Como V é aberto e a ∈ V , segue que V = X . Se n0 = 1,
então xn ∈ X = V ⊆ W para n ≥ n0. Assim, xn −→ a. Portanto, (xn)∞n=1 é uma sequência do
espaço topológico X que converge para dois pontos distintos.

4.2 Propriedade de Hausdorff

Com o exemplo anterior em mente, existe alguma condição suficiente para que uma sequência
tenha limite único? Uma possível resposta para essa pergunta é dada pela seguinte propriedade:

Definição 4.5. Um espaço topológico X é um espaço de Hausdorff se para todos x, y ∈ X com

x ̸= y, existem vizinhanças U de x e V de y tais que U ∩ V = ∅.

Proposição 4.6 (Propriedade de Hausdorff). Se (X, τ) é um espaço topológico de Hausdorff, então

toda sequência convergente tem limite único.

Demonstração. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência em X tal que xn −→ x e xn −→ y. Suponha que x ̸= y.

Por X ser Hausdorff, existem vizinhanças U de x e V de y tais que U ∩ V = ∅. Como xn −→ x e
xn −→ y, para U e V , existem n1, n2 ∈ N tais que xn ∈ U para todo n ≥ n1 e xn ∈ V para todo
n ≥ n2. Tomando n0 = max{n1, n2}, temos que xn0 ∈ U ∩ V , o que é uma contradição, já que
U ∩ V = ∅. Logo, x = y. ■
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Vejamos a seguir que todo espaço métrico tem essa propriedade. Essa seria outra maneira de
verificar que toda sequência em um espaço métrico tem limite único.

Proposição 4.7. Sejam (M,d) um espaço métrico e a, b ∈M com a ̸= b. Então existem r, s > 0 tais

que B(a, r) ∩B(b, s) = ∅.

Demonstração. Tome r = s =
d(a, b)

2
. Suponha que B(a, r) ∩B(b, s) ̸= ∅. Então,

x ∈ B(a, r) ∩B(b, s) =⇒ x ∈ B(a, r) e x ∈ B(b, s)

=⇒ d(a, b) ≤ d(x, a) + d(x, b) < r + s = d(a, b),

o que é uma contradição. Logo, B(a, r) ∩B(b, s) = ∅. ■

Por fim, a Propriedade de Hausdorff é necessária para que o limite seja único? Não. Por exemplo:

Exemplo 4.8. Seja X um conjunto e seja τ = {U | X − U é enumerável} ∪ {∅}. Então τ é uma

topologia chamada topologia coenumerável. Se X = R, é possível mostrar que essa topologia não é

Hausdorff e que toda sequência convergente possui um único limite.
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Resumo

A Teoria de Homotopia é fundamental em Topologia Algébrica e o Grupo
Fundamental de um espaço topológico é um poderoso invariante algébrico
que está associado a essa teoria. Neste trabalho, além de abordar conceitos
e resultados sobre Homotopia, Homotopia de Caminhos e Grupo Funda-
mental, apresentamos um importante resultado sobre a independência do
ponto base no cálculo do grupo fundamental de um espaço topológico.
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1 Introdução

A Topologia Algébrica teve início com a publicação de uma série de trabalhos do matemático
Henri Poincaré no final do século XIX. Ela é uma área importante da Matemática na qual se resolvem
problemas de Topologia com auxílio da Álgebra. E um dos conceitos mais relevantes desta área é
o de homotopia que, de modo geral, descreve deformações contínuas entre funções. Neste contexto,
ainda é estudado o conceito de Grupo Fundamental de um espaço topológico.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar a demonstração do teorema que mostra a inde-
pendência da escolha do ponto base no cálculo do grupo fundamental, sob determinadas hipóteses.
Para isto, antes estudamos conceitos e resultados sobre Homotopia, Homotopia de Caminhos e Grupo
Fundamental.

As principais referências para o desenvolvimento deste trabalho foram [1], [2] e [3].

2 Homotopia

O conceito de homotopia é um dos mais importantes na Topologia Algébrica. Intuitivamente,
duas funções f e g são homotópicas quando a imagem de f pode ser continuamente deformada na
imagem de g. Durante o desenvolvimento deste trabalho sempre consideraremos I = [0, 1].

Definição 2.1. Sejam X e Y espaços topológicos e f, g : X → Y funções contínuas. Dizemos que f

e g são homotópicas (ou que f é homotópica a g) quando existe uma função contínua F : X×I → Y

tal que

F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = g(x),

para todo x ∈ X . A função F é chamada uma homotopia entre f e g. Escreve-se f ≃ g.

Exemplo 2.2. Sejam f e g funções quaisquer de um espaço topológico X em R2. Defina

F : X × I → Y por

F (x, t) = (1− t)f(x) + tg(x)

(segmento de reta ligando f(x) a g(x)), para todo (x, t) ∈ X × I . Temos que F está bem definida e

é contínua (pois o segmento de reta ligando f(x) a g(x) está inteiramente contido em R2 e f e g são

contínuas). Além disso, F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = g(x), para todo x ∈ X. Logo, f ≃ g.

Lema 2.3. (Lema da colagem) Seja X = A ∪ B, onde X é um espaço topológico e A e B são

fechados em X . Sejam f : A → Y e g : B → Y funções contínuas. Se f(x) = g(x), para todo

x ∈ A ∩B, então é contínua a função h : X → Y definida como

h(x) =





f(x), se x ∈ A,

g(x), se x ∈ B.
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Demonstração. Seja C um fechado em Y . Temos que,

h−1(C) = f−1(C) ∪ g−1(C).

Como f é contínua e C é fechado em Y , então f−1(C) é fechado em A e, consequentemente, f−1(C)

é fechado em X . Da mesma forma, g−1(C) é fechado em B, e assim, é fechado em X . A reunião de
ambos é h−1(C), que é fechado em X . ■

Proposição 2.4. A relação de homotopia ≃ é uma relação de equivalência no conjunto de todas as

funções contínuas f : X → Y .

Demonstração. Seja f : X → Y uma função contínua. A função F : X × I → Y dada por
F (x, t) = f(x), para todo (x, t) ∈ X × I , é uma homotopia entre f e f . Logo, ≃ é reflexiva.

Agora, considere F : X × I → Y uma homotopia entre f e g. Defina K : X × I → Y por
K(x, t) = F (x, 1 − t), para todo (x, t) ∈ X × I e obtemos uma homotopia entre g e f . Assim, ≃ é
simétrica.

Por fim, sejam F : X × I → Y uma homotopia entre f e g, e K : X × I → Y uma homotopia
entre g e h. Defina L : X × I → Y como

L(x, t) =





F (x, 2t), se t ∈
[
0, 1

2

]
,

K(x, 2t− 1), se t ∈
[
1
2
, 1
]
.

Temos que L está bem definida, pois se t = 1
2

temos que F (x, 2t) = g(x) = K(x, 2t− 1). Além
disso, como L é contínua nos fechados X ×

[
0, 1

2

]
e X ×

[
1
2
, 1
]

de X × I , então L é contínua pelo
Lema 2.3. Logo, L é uma homotopia entre f e h. Portanto, a relação ≃ é transitiva. ■

2.1 Homotopia de Caminhos

Antes de definirmos o Grupo Fundamental, estudaremos um caso particular do conceito de homo-
topia, que se trata do conceito de homotopia de caminhos.

Definição 2.5. Sejam f, g : I → X caminhos com f(0) = g(0) = x0 e f(1) = g(1) = x1. Dizemos

que f é homotópico a g se existe uma função contínua F : I × I → X tal que

F (s, 0) = f(s), F (s, 1) = g(s), F (0, t) = x0 e F (1, t) = x1,

para cada s ∈ I e para cada t ∈ I . Chamamos F de homotopia de caminhos entre f e g. Se existe

uma homotopia de caminhos entre f e g, escrevemos f ≃p g.

Proposição 2.6. A relação ≃p é uma relação de equivalência.
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Demonstração. Seja f : I → X um caminho em X com f(0) = x0 e f(1) = x1. A função
F : I × I → X dada por F (s, t) = f(s), para todo (s, t) ∈ I × I , é uma homotopia de caminhos
entre f e f . Logo, ≃p é reflexiva.

Agora, considere F : I×I → X uma homotopia de caminhos entre f e g. Defina K : I×I → X

por K(s, t) = F (s, 1− t), para todo (s, t) ∈ I × I e obtemos uma homotopia entre g e f . Assim, ≃p

é simétrica.
Por fim, sejam F : I × I → X uma homotopia de caminhos entre f e g, e K : I × I → X uma

homotopia de caminhos entre g e h. Defina L : I × I → X como

L(s, t) =





F (s, 2t), se t ∈
[
0, 1

2

]
,

K(s, 2t− 1), se t ∈
[
1
2
, 1
]
.

Temos que L está bem definida, pois se t = 1
2

temos que F (s, 2t) = g(s) = K(s, 2t − 1). Além
disso, como L é contínua nos fechados I ×

[
0, 1

2

]
e I ×

[
1
2
, 1
]

de I × I , então L é contínua pelo Lema
2.3. É fácil ver que L(s, 0) = f(s), L(s, 1) = h(s), L(0, t) = x0 e L(1, t) = x1. Logo, L é uma
homotopia de caminhos entre f e h. Portanto, a relação ≃p é transitiva. ■

Observação 2.7. Seja f : I → X um caminho em X de x0 a x1. Como ≃p é uma relação de

equivalência, vamos denotar por [f ] a classe de equivalência do caminho f , ou seja,

[f ] = {g : I → X| g é um caminho de x0 a x1 e f ≃p g}.

Definição 2.8. Seja x0 ∈ X. O caminho ex0 : I → X com ex0(t) = x0, para todo t ∈ I , é chamado

caminho constante em x0.

Definição 2.9. Sejam x0, x1 ∈ X e f : I → X um caminho com f(0) = x0 e f(1) = x1. Caminho

reverso de f é o caminho f̄ : I → X definido por f̄(t) = f(1− t), para todo t ∈ I.

Definição 2.10. Se f é um caminho emX de x0 a x1, e se g é um caminho emX de x1 a x2, definimos

o produto de caminhos f ∗ g de f e g como sendo o caminho h dado por

h(s) =





f(2s), se s ∈
[
0, 1

2

]
,

g(2s− 1), se s ∈
[
1
2
, 1
]
.

Observação 2.11. 1) Observe que a função h está bem definida e é contínua, pelo Lema 2.3; assim

h define um caminho em X de x0 a x2.

2) A operação produto de caminhos ∗ induz uma operação sobre as classes de homotopia de

caminhos, definida pela equação

[f ] ∗ [g] = [f ∗ g].

Para a demonstração, consulte p.326 de [3].
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Teorema 2.12. A operação ∗ satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (Associatividade) Se [f ]∗ ([g]∗ [h]) está definido, então ([f ]∗ [g])∗ [h] também está definido. Além

disso, [f ] ∗ ([g] ∗ [h]) = ([f ] ∗ [g]) ∗ [h].
(ii) (Identidades à direita e à esquerda) Se f é um caminho em X de x0 a x1, então

[f ] ∗ [ex1 ] = [f ] e [ex0 ] ∗ [f ] = [f ],

onde ex0 é o caminho constante em x0 e ex1 é o caminho constante em x1.

(iii) Dado o caminho f em X de x0 a x1, seja f̄ o caminho reverso de f . Então,

[f ] ∗ [f̄ ] = [ex0 ] e [f̄ ] ∗ [f ] = [ex1 ].

Demonstração. [3], Theorem 51.2, p.326. ■

3 Grupo Fundamental e Independência do Ponto Base

Aqui daremos atenção especial às homotopias de caminhos em que os caminhos são fechados
(laços, Definição 3.1), isto é, o ponto inicial e o ponto final são os mesmos.

O grupo fundamental é o invariante algébrico mais simples associado à ideia de homotopia. Ve-
remos nesta seção a independência do ponto base do Grupo Fundamental, desde que eles pertençam
a mesma componente conexa por caminhos.

Definição 3.1. SejamX um espaço topológico e x0 um ponto deX . Uma função contínua f : I → X

tal que f(0) = f(1) = x0 é chamada um caminho fechado ou um laço baseado em x0.

Observação 3.2. Sejam X um espaço topológico e x0 um ponto de X . Consideremos o conjunto das

classes de homotopia de caminhos dos laços baseados em x0, com a operação ∗. Segue do Teorema

2.12 que a operação ∗, quando restrita a esse conjunto, satisfaz os axiomas da definição de grupo.

De fato, dados dois laços f e g baseados em x0, o produto f ∗ g está sempre definido e é um laço

baseado em x0. A associatividade, a existência de uma única identidade [ex0 ], e a existência de um

inverso [f̄ ] para [f ] são imediatos.

Definição 3.3. Sejam X um espaço topológico e x0 um ponto de X . O conjunto das classes de

homotopia de caminhos dos laços baseados em x0, com a operação ∗, é chamado grupo fundamental

de X com base no ponto x0. Denotamos esse grupo por π1(X, x0).

Mas até que momento a escolha do ponto base influência a estrutura do grupo fundamental? Para
responder essa pergunta, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 3.4. (Independência do ponto base) Se x0 e x1 pertencem a mesma componente conexa

por caminhos de X então π1(X, x0) e π1(X, x1) são grupos isomorfos.
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Demonstração. Suponhamos que x0 e x1 pertencem a mesma componente conexa por caminhos de
X . Assim, existe um caminho α : I → X tal que α(0) = x0 e α(1) = x1. Defina a função
α̂ : π1(X, x0) → π1(X, x1) por

α̂([f ]) = [ᾱ] ∗ [f ] ∗ [α],

para todo [f ] ∈ π1(X, x0).
• α̂ está bem definida pois a operação ∗ dada na Observação 2.11 (2) está bem definida.
• α̂ é homomorfismo. De fato, sejam [f ], [g] ∈ π1(X, x0). Daí,
α̂([f ]) ∗ α̂([g]) = ([ᾱ] ∗ [f ] ∗ [α]) ∗ ([ᾱ] ∗ [g] ∗ [α]) = [ᾱ] ∗ ([f ] ∗ [g]) ∗ [α] = [ᾱ] ∗ ([f ∗ g]) ∗ [α] =

α̂([f ∗ g]) = α̂([f ] ∗ [g]).
• Considere β̂ : π1(X, x1) → π1(X, x0) dada por β̂([g]) = [α]∗[g]∗[ᾱ], para todo [g] ∈ π1(X, x1).

De modo análogo ao de α̂, β̂ está bem definida. Além disso, β̂ é o homomorfismo inverso de α̂ pois
β̂([g]) ∗ β̂([h]) = ([α] ∗ [g] ∗ [ᾱ]) ∗ ([α] ∗ [h] ∗ [ᾱ]) = [α] ∗ ([g] ∗ [h]) ∗ [ᾱ] = [α] ∗ ([g ∗ h]) ∗ [ᾱ] =

β̂([g ∗ h]) = β̂([g] ∗ [h]), para todo [g], [h] ∈ π1(X, x1).

(α̂ ◦ β̂)([g]) = α̂([α] ∗ [g] ∗ [ᾱ]) = [ᾱ] ∗ ([α] ∗ [g] ∗ [ᾱ]) ∗ [α] = [g], para todo [g] ∈ π1(X, x1).

(β̂ ◦ α̂)([f ]) = β̂([ᾱ] ∗ [f ] ∗ [α]) = [α] ∗ ([ᾱ] ∗ [f ] ∗ [α]) ∗ [ᾱ] = [f ], para todo [f ] ∈ π1(X, x0).

Portanto, π1(X, x0) e π1(X, x1) são grupos isomorfos. ■

Corolário 3.5. Se X é um espaço topológico conexo por caminhos e x0 e x1 são dois pontos de X ,

então π1(X, x0) é isomorfo a π1(X, x1).

Demonstração. Sejam x0 e x1 são dois pontos de X . Como X é conexo por caminhos, segue que
X tem uma única componente conexa por caminhos, que é X . Assim, x0 e x1 pertencem a mesma
componente conexa por caminhos e pelo Teorema 3.4, π1(X, x0) é isomorfo a π1(X, x1). ■
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Resumo

Os conjuntos fuzzy representam uma abordagem para lidar com situações
incertas ou imprecisas de maneira mais flexível. Ao invés de simplesmente
determinar se algo pertence ou não a um conjunto, como nos conjuntos
tradicionais, os conjuntos fuzzy permitem expressar o grau de pertinência
desse algo ao conjunto. Essa ideia emergiu como uma nova forma de
modelar conceitos vagos e imprecisos.
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1 Introdução

Os conjuntos fuzzy representam uma extensão dos conjuntos clássicos, permitindo uma modelagem
mais flexível e realista de sistemas imprecisos ou incertos. Introduzidos por Lotfi Zadeh nos anos
60, os conjuntos fuzzy tratam a incerteza de maneira mais flexível. Em contraste com a rigidez dos
conjuntos clássicos, que se limitam a "sim"ou "não", os conjuntos fuzzy possibilitam expressar o grau
de pertinência de um elemento ao conjunto. Em outras palavras, eles indicam o quão fortemente um
elemento pertence a um conjunto fuzzy, oferecendo uma descrição mais precisa de situações imprecisas.
Os elementos podem ter diferentes graus de pertinência, representados por valores numéricos entre
zero e um. Essa abordagem reflete melhor a natureza subjetiva e imprecisa de muitos fenômenos do
mundo real, sendo amplamente aplicada em áreas como controle de sistemas, tomada de decisões,
inteligência artificial e engenharia.

O objetivo deste trabalho é apresentar a definição de conjuntos fuzzy, demonstrar as diversas formas
de representá-los por meio de exemplos e elucidar as operações entre esses conjuntos. Para tal, será
utilizado como principal referência o livro [1].

2 Conjuntos fuzzy

Um subconjunto fuzzy A de um conjunto universo U é descrito usando uma função chamada função
de pertinência, denotada por uA. Esta função associa a cada elemento x do conjunto U um número
uA(x) entre zero e um, que é chamado de grau de pertinência de x ao subconjunto A, ou seja,

uA : U → [0, 1].

Em essência, o grau de pertinência indica o quanto um elemento pertence ao subconjunto A, variando
de nenhuma pertinência (representada por uA(x) = 0) a uma pertinência total (representada por
uA(x) = 1). Isso permite uma descrição mais flexível e gradual da relação de pertinência dos
elementos ao conjunto A.

Um subconjunto fuzzy pode ser representado por um conjunto de pares ordenados clássicos, deno-
tado por G = {(x, uA(x)) |x ∈ U}. Este conjunto G representa graficamente a função de pertinência
uA. Em termos formais, a definição de subconjunto fuzzy é obtida ao expandir o contradomínio da
função característica de um conjunto clássico, que originalmente é o conjunto {0, 1}, para o intervalo
[0, 1].

2.1 Abordagens e representação de conjuntos fuzzy

A representação de conjuntos fuzzy pode ser realizada de diversas maneiras, permitindo uma
visualização clara e compreensível. Tradicionalmente, os conjuntos fuzzy são representados usando
duas formas principais: tabelas e gráficos. As tabelas oferecem uma organização sistemática dos
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elementos do conjunto universo e seus respectivos graus de pertinência ao conjunto fuzzy em questão,
enquanto os gráficos proporcionam uma representação visual mais intuitiva, mostrando a distribuição
dos graus de pertinência ao longo do domínio do conjunto universo. Essas abordagens fornecem
ferramentas valiosas para a análise e interpretação de conjuntos fuzzy em diversos contextos, ajudando
na compreensão das relações de pertinência entre os elementos e o conjunto fuzzy em questão. A
seguir, apresentaremos exemplos de como essas representações funcionam.

Exemplo 2.1. Considere X como o conjunto dos estudantes de uma escola e A como o subconjunto de

X , composto por Fernando, Carlos, Yuri e Danielle. Nem todos os estudantes do conjunto A estudam

diligentemente, de modo que alguns têm um grau maior de dedicação aos estudos, enquanto outros

têm menos, variando entre 0 e 1. Para os estudantes mencionados, A é representado pela Tabela 1:

Estudantes Grau de estudo
Carlos 0, 3
Y uri 0, 7

Fernando 0, 8
Danielle 0, 9

Tabela 1: Estudantes e graus de estudo.

Uma maneira comum de representar um conjunto fuzzy é por meio de gráficos, os quais são
amplamente preferidos devido à sua interpretação mais intuitiva. Quando representados em duas
dimensões, o eixo vertical indica o grau de pertinência, variando de 0 a 1, enquanto o eixo horizontal
mostra a informação que está sendo modelada. Essa representação visual facilita a compreensão do
grau de pertinência dos elementos do conjunto fuzzy em relação à informação em questão.

Exemplo 2.2. Um conjunto fuzzy J compatível com o conceito de jovem deve, no mínimo, indicar que

quanto menor a idade de um indivíduo, mais jovem ele será. Sua função grau de pertinência uJ pode

ser representada conforme mostrado na Figura 1.

Figura 1: Função de pertinência de jovens.
Fonte: [1], página 6.
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2.2 Operações entre conjuntos fuzzy

As operações entre conjuntos fuzzy são uma extensão das operações entre conjuntos clássicos para
lidar com a incerteza e a imprecisão.

Em operações entre conjuntos clássicos, como união, interseção e complemento, os elementos são
classificados de forma binária - ou pertencem completamente ao conjunto, representado pelo valor
1, ou não pertencem, representado pelo valor 0. Essa abordagem é precisa e determinística, mas não
consegue capturar a sutileza da incerteza presente em muitos fenômenos do mundo real.

Por outro lado, as operações entre conjuntos fuzzy permitem que os elementos tenham graus
variáveis de pertinência, ou seja, eles podem pertencer ao conjunto em diferentes graus, representados
por valores entre 0 e 1. Isso permite modelar com mais precisão a incerteza e a imprecisão, fornecendo
uma representação mais fiel de muitos conceitos do mundo real que não podem ser facilmente descritos
de maneira binária.

Definição 2.3. Dados dois subconjuntos fuzzy A e B de um conjunto universo U e x um elemento de

U , as funções de pertinência que representam os conjuntos fuzzy união, interseção e complementar

são dadas, respectivamente por:

uA∪B(x) = max{uA(x), uB(x)},
uA∩B(x) = min{uA(x), uB(x)},

uA′(x) = 1− uA(x).

As Figuras 2, 3, 4 e 5 exemplificam conjuntos fuzzy A e B e as representações gráficas das
operações entre eles. As imagens foram extraídas de [1], páginas 9 e 10.

Figura 2: Conjuntos fuzzy A e B. Figura 3: União dos conjuntos A e B.

Vale observar que se A é um subconjunto clássico de U então A ∩ A′ = ∅ e A ∪ A′ = U , onde A′

representa o complementar de A. Na teoria fuzzy, não necessariamente ocorre essa dicotomia, como
ilustrado no exemplo a seguir:

Exemplo 2.4. Suponha que o conjunto universo U seja composto pelos pacientes de uma clínica,

identificados pelos números 1, 2, 3, 4 e 5. SejamA eB os conjuntos fuzzy que representam os pacientes

com febre e dor, respectivamente. A Tabela 2 ilustra a união, interseção e o complemento.
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Figura 4: Interseção dos conjuntos A e B. Figura 5: Complementar do conjunto A.

Paciente Febre (uA) Dor (uB) uA∪B uA∩B uA′ uA∩A′

1 0, 7 0, 6 0, 7 0, 6 0, 3 0, 3
2 1 1 1 1 0, 0 0, 0
3 0, 4 0, 2 0, 4 0, 2 0, 6 0, 4
4 0, 5 0, 5 0, 5 0, 5 0, 5 0, 5
5 1 0, 2 1 0, 2 0, 0 0, 0

Tabela 2: União, interseção e complementar dos conjuntos A e B.

Nesse caso, esses sintomas poderiam auxiliar num diagnóstico precoce de uma doença e contribuir

para o tratamento dos pacientes. Atualmente, os conjuntos fuzzy vêm sendo empregados na medicina na

interpretação de resultados de testes médicos, como exames de imagem ou análises laboratoriais. Os

conjuntos fuzzy podem ajudar a lidar com a imprecisão nos resultados e a incerteza na interpretação,

auxiliando os médicos na tomada de decisões mais precisas.

3 Considerações finais

Os conjuntos fuzzy são importantes porque nos auxiliam a lidar com situações onde as coisas não
são muito claras ou precisas. Eles são úteis em muitos campos, como controle de sistemas complexos,
tomada de decisões em situações incertas, processamento de linguagem natural e até mesmo em
aprendizado de máquina. Em essência, os conjuntos fuzzy nos permitem lidar com a incerteza de uma
forma mais flexível, o que nos auxilia a tomar decisões melhores e a entender melhor o mundo ao
nosso redor.
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Resumo

Quantização de cores é uma prática comum em áreas de design gráfico e
processamento de imagens. Esta técnica consiste em reduzir a paleta de
cores de uma imagem preservando seu formato e atualmente é aplicada com
frequência para compactar imagens. No contexto deste trabalho, empregou-
se o método de agrupamento K-médias para realizar a quantização, tratando
as intensidades RGB dos pixels da imagem como variáveis e atribuindo
a grupos de pixels cores específicas de acordo com o centróide de cada
aglomerado. Implementou-se esse processo utilizando a linguagem R. Ao
aplicar o método para diferentes valores de K, observou-se uma redução no
tamanho em disco das imagens resultantes.
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1 Introdução

Quantização de cores é uma prática comum em áreas de design gráfico e processamento de imagens
que consiste em reduzir a quantidade total de cores de uma imagem mantendo o máximo possível do
seu formato original.

(a) Imagem original. (b) Imagem quantizada.

Figura 1: Imagem original (capa do álbum Audioslave) e imagem quantizada para 20 cores.

Esta técnica é usada com frequência para adequar uma imagem a um display com profundidade de
cores menor que o idealizado pelo criador da imagem original ou para reduzir o espaço ocupado pelo
arquivo em disco. Há diversos métodos para se atingir uma quantização satisfatória. Um dos métodos
mais conhecidos é o agrupamento de pixels através do modelo K-médias. Neste modelo, os pixels são
agrupados em K aglomerados e a cor de cada aglomerado será determinada pelo centróide do grupo.

2 Aplicações de quantização

Para melhor compreender o processo de quantização tal como suas aplicações é necessário um
entendimento geral de como cores são expressas digitalmente.

2.1 Definição de cores

Uma imagem é, em sua forma mais simples, uma matriz de pixels, onde cada pixel é composto
pelas 3 cores primárias vermelho, verde e azul, (referidas de agora em diante pelo seu acrônimo em
inglês RGB, significando Red, Green e Blue). Cada cor real será representada por uma combinação
diferente de intensidades de RGB.

Displays comerciais modernos possuem, usualmente, 24 bits de cores, significando que cada
cor RGB será armazenada em 8 bits e, por consequência, sua intensidade irá variar de 0 a 255 (28

intensidades). Sendo assim, tal display é capaz de 16777216 (224) cores distintas.
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Essa lógica se estende para mais ou menos bits de cores. Câmeras de última geração podem atingir
30 ou 36 bits de cor enquanto monitores mais antigos estão restritos a 18, 16 ou até mesmo 8 bits de
cor.

2.2 Aplicações reais

Considerando a disponibilidade de displays modernos, a aplicação mais frequente da quantização se
tornou a compactação de imagens. Reduzir o espaço em disco de uma imagem ou vídeo é extremamente
útil e pode ser observado no dia a dia. A plataforma de vídeos YouTube utiliza de diversos métodos
para reduzir o custo de banda larga da trasmissão de seus conteúdos, sendo um deles a redução da
paleta de cores total de um dado quadro de um vídeo (Figura 2).

(a) Vídeo em 1080p. (b) Vídeo em 1080p.

Figura 2: Comparação de um vídeo com diferentes resoluções.

Outra possível aplicação se dá na área de aprendizado de máquina e algoritmos de reconhecimento
de imagem. O artigo publicado pela Australian National University "Learning to Structure an Image
with Few Colors"[1] aborda com extensivos detalhes os pontos positivos e negativos de quantizar uma
imagem antes de aplicá-la em um algoritmo de detecção.

As metodologias e especificidades do estudo fogem do escopo desta análise, porém os resultados
dos experimentos são indicativos de que qualquer redução na paleta de cores impacta negativamente a
acurácia de um modelo (Figura 3). Ainda assim, há um ganho referente a simplificação dos dados a
serem analisados, o que também leva a tempos de execução mais curtos.

3 K-médias para quantização

Para esta análise uma imagem será representada como uma matriz de pixels Pij onde cada pixel
é uma tripla (Rij ,Gij ,Bij). Desta forma, o método de agrupamento estatístico K-médias poderá ser
aplicado ao tratar cada elemento da tripla como uma variável e cada pixel como uma observação.

De maneira simplificada, o modelo consiste em estabelecer previamenteK aglomerados e preenchê-
los com observações de tal modo que a variação entre as observações dentro de cada grupo seja a
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(a) Original. (b) 4-bit. (c) 2-bit. (d) 1-bit.

Figura 3: Resultado de um experimento inicial do estudo [1].

mínima possível. De acordo com [2], as etapas para a realização do agrupamento por K-médias são:

1. Associar de forma aleatória os K grupos às n observações disponíveis.

2. Calcular os centróides dos grupos através da fórmula abaixo, onde cada centróide, tal como os
pixels, é uma tripla.

CK =
P11 + P12 + ...+ Pij

n
.

3. Calcular a semelhança de cada observação em relação aos centróides calculados. Há diversas
medidas de semelhança válidas para métodos de agrupamento, porém a mais comum é a distância
euclidiana abaixo:

d(Pab, Pij) =
√
(Rab −Rij)2 + (Gab −Gij)2 + (Bab −Bij)2,

em que Pab = (Rab, Gab, Bab) e Pij = (Rij, Gij, Bij). A fórmula anterior é válida tanto para
distâncias entre observações quanto observações e centróides.

4. Atribuir as observações ao grupo do centróide mais próximo e depois calcular a soma das taxas
de variação interna de cada grupo, que se dá a partir da média da soma dos quadrados das
distâncias entre todas as observações:

K∑

k=1

1

|Ck|
∑

i,l∈Ck

p∑

j=1

(Pij − Plj)
2.

5. Repetir as etapas 2 a 4 até que a soma das taxas de variação interna dos grupos pare de mudar a
cada iteração, sinalizando que as observações foram agrupadas de tal forma que se minimizou a
taxa de variação do conjunto e concluindo o agrupamento.

6. Para todos os pixels de um dado grupo, atribuir a seus valores RGB os valores do centróide do
grupo, concluindo assim a quantização.
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4 Codificação

A codificação foi realizada na linguagem R de programação e executada no programa RStudio.
Abaixo, o código para a quantização de cores de uma imagem a partir do modelo K-médias. No
repositório github [3] encontram-se descrições das funções utilizadas tal como as imagens geradas nos
experimentos.

l i b r a r y ( j p e g )
l i b r a r y ( d p l y r )
l i b r a r y ( g g p l o t 2 )

imagem <− readJPEG ( " A u d i o s l a v e _Album . j p g " )
imagemRGB <− t i b b l e (

x = rep ( 1 : dim ( imagem ) [ 2 ] , each = dim ( imagem ) [ 1 ] ) ,
y = rep ( dim ( imagem ) [ 1 ] : 1 , dim ( imagem ) [ 2 ] ) ,
R = as . v e c t o r ( imagem [ , , 1 ] ) ,
G = as . v e c t o r ( imagem [ , , 2 ] ) ,
B = as . v e c t o r ( imagem [ , , 3 ] ) )

k <− 2
kMeans <− kmeans ( imagemRGB [ , c ( "R" , "G" , "B" ) ] , c e n t e r s = k , i t e r . max = 30)
imagemRGB %>% m ut a t e ( k C o l o u r s = rgb ( kMeans$ c e n t e r s [ kMeans$ c l u s t e r , ] ) ) %>%

g g p l o t ( a e s ( x = x , y = y , c o l o r = I ( k C o l o u r s ) ) ) +
geom_ p o i n t ( show . l egend = FALSE) +
l a b s ( t i t l e = p a s t e ( " k−Means ( k=" , k , " c o r e s ) " ) ) +
theme _ minimal ( )

5 Experimentos

A metodologia aplicada consistiu em selecionar uma imagem (neste caso, a capa do álbum
“Audioslave” do supergrupo musical “Audioslave” lançado em 2002), aplicar a quantização de cores
com K-médias para diferentes valores de K e comparar seus espaços em disco.

Foram geradas imagens para K = 500, 20, 5 e 2 cores, cada imagem foi exportada com dimensões
1024 x 1024 utilizando a função Export > Save as Image da plataforma RStudio, garantindo que
nenhuma imagem seria menor que as demais por conter menos pixels. Os resultados encontrados estão
na Tabela 1, enquanto as imagens geradas estão na Figura 4.

K = 2 5 20 500
Kilobytes : 36 88 197 1110

Tabela 1: Quantidade de cores por espaço em disco
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A partir da Tabela 1 é possível verificar que uma quantização com menor quantidade de cores
produz uma imagem que ocupa menos espaço em disco. Já a Figura 4, apresenta o impacto da
quantização em uma imagem. Embora a quantidade de cores seja menor na imagem (d), percebe-se
que as formas da imagem original foram preservadas.

(a) 500 cores. (b) 20 corest.

(c) 5 cores. (d) 2 cores.

Figura 4: Processo de quantização de uma imagem com diferentes quantidades de cores.
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Resumo

O artigo conduz uma análise descritiva e inferencial do impacto da pandemia
do COVID-19 no comércio de automóveis novos. Para alcançar o objetivo,
comparou-se dados de preços, volume e tipos dos 30 automóveis mais
vendidos nos períodos pré e pós pandemia. Para produzir resultados, utilizou-
se métodos da estatística descritiva para processar as variáveis de estudo
referentes aos automóveis em cada período. Foi observado que a maioria
das vendas de 2019 eram automóveis populares, principalmente Hatchs
e Sedans, de em média, R$76500,00, realidade explicada pela facilidade
de financiamentos e uma economia melhor. Contexto transformado em
2022 com a pandemia agredindo a economia global, aumentando preços
dos automóveis de 15% à 37%, duplicando taxas de juros e modificando o
poder de compra brasileiro. Como resultado, o perfil de venda do mercado
foi modelos SUV de, em média, R$125000,00.
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1 Introdução

Com informações da Organização Pan-Americana de Saúde [OPAS] (2023) [9] no dia 11 de março
de 2020 a Organização Mundial de Saúde (OMS) classificou o COVID-19, uma doença infecciosa
causada pelo coronavírus SARS-CoV-2, como pandemia. Em consequência dessa ação, o Brasil
e diversos Países entraram em estado de isolamento, classificado pela restrição da circulação das
pessoas em lugares públicos e funcionando, apenas, serviços considerados essenciais (supermercados,
farmácias e hospitais). Assim, restringiu-se o setor de distribuição de veículos no Brasil que, em anos
anteriores, com dados da Federação Nacional de Distribuição de Veículos Automotores [FENABRAVE]
(2014) [5], produzia uma receita anual de R$ 287,9 bilhões e gerava cerca de 400 mil empregos diretos.

Mediante essa ótica, o Banco Central do Brasil [BCB] (2020) [1] relatou que a economia mundial,
incluindo a brasileira, passa por momento de elevado grau de incerteza devido à pandemia, provocando
desaceleração da atividade econômica, queda nos preços das commodities e aumento da volatilidade
nos preços de ativos financeiros. Sob esta perspectiva, de acordo com o estudo de Schultz et al. (2023)
[10] a indústria automobilística, com as concessionárias fechadas, o clima de incerteza econômica, a
falta e o aumento do preço de insumos para fabricação de automóveis repassaram os novos custos para
o consumidor, disparando o preço dos carros novos e seminovos.

Com base nos dados apresentados, o objetivo do presente artigo é fazer uma análise descritiva
e inferencial acerca do impacto da pandemia no setor de venda de automóveis. Os dados foram
coletados da Tabela Fipe, que expressa preços médios para pagamento à vista na revenda de veículos
para o consumidor final brasileiro, servindo como um parâmetro para negociações ou avaliações e da
FENABRAVE, que é a entidade representativa do setor de Distribuição de Veículos no Brasil, na qual
reúne 52 Associações de Marca de automóveis comerciais, implementos rodoviários, motocicletas e
máquinas agrícolas. Dessa forma, analisando a mudança nos preços, volume e modelos vendidos antes
e depois da pandemia, buscamos entender quais são os perfis de venda e preferências de cada período,
assim como a lei de oferta e demanda afeta a indústria nesse novo contexto.

2 Material e Métodos

Este estudo tem como base a abordagem de pesquisa descritiva que, de acordo com Lakatos e
Marconi (2011) [8], tem como finalidade analisar aspectos mais profundos em relação a determinado
fato ou objeto, gerando análises mais específicas sobre certas atitudes, investigações e tendências de
comportamento.

O artigo foi desenvolvido com dados de 61 carros, 30 de 2022 e 31 de 2019, coletados da Tabela
Fipe [7] e do relatório de emplacamentos da FENABRAVE de 2019 [3] e 2022 [4]. As informações
foram processados em tabelas, analisando os valores e volumes de vendas dos automóveis em evidência,
produzindo as variáveis que serão utilizadas no estudo: quantidade de vendas, tipo do automóvel e
preço médio das transações nos anos de 2019 e 2022.
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Desta maneira, o informativo de emplacamentos da FENABRAVE, representam o ranking de
emplacamentos acumulados de carros novos, por outra ótica, a quantidade acumulada de vendas de
carros novos. Vale ressaltar que em 2019 foi lançado um modelo novo de Onix, o “Onix Plus”, e o
relatório da FENABRAVE soma suas vendas, entretanto, no presente estudo, consideramos as duas
quantidades diferentes, dessa forma a amostra de 2019 possui um carro a mais que a de 2022. Para a
definição do preço dos automóveis mais vendidos, foi utilizado a referência da Tabela Fipe nos meses
de dezembro/2018 e março/2022, para mostrar, respectivamente, o preço inicial dos veículos de 2019 e
o último dos modelos de 2022, e para o "Onix Plus"foi considerado preço de lançamento.

Na definição do preço médio de um veículo foi considerado uma média do valor da sua versão
mais cara e da mais barata, visto que são diversas versões e acessórios que mudam o preço final
(manual/automático, acabamentos, etc). Vale ressaltar também que um mesmo veículo pode possuir
construções diferentes, por exemplo Hatch e Sedan, mas as vendas contabilizadas no relatório da
FENABRAVE já fazem essa distinção.

Mediante essa perspectiva, foi feita a análise descritiva, utilizando o software estatístico R, com-
parando e processando os valores de cada época, validando-os pelos testes de hipótese com 5% de
significância. Produzindo, assim, os resultando de valores médios de venda, preços e tipo de automó-
veis, para entender qual seria o perfil das vendas dos veículos em cada período em evidência. Nesse
contexto, comparou-se cada uma das variáveis de estudo, valores médios de quantidades de vendas e
dos preços médios, em sua respectiva época (pré ou pós pandemia) com o teste t-pareado, além de
produzir gráficos comparativos acerca dos tipos de veículos predominantes.

3 Resultados e Discussão

Acerca das variáveis de estudo da média de vendas, foi constatado que a média amostral de
2019 é 60804,54 com desvio padrão de 27905 e 2022 com média 53659,81 com desvio padrão
23920, entretanto foi constatado (p-valor = 0,06443) que a diferença de vendas em 2019 e 2022 é
estatisticamente irrelevante. Os resultados acima podem ser vizualidados na Figura 1.

Figura 1: Quantidades de Vendas por Ano

Posteriormente estudou-se o valor médio dos carros vendidos, sendo a média amostral de 2019
igual à R$ 76520,08 e 2022 referente à R$ 125047,59 com desvios padrões, respectivamente, 30191 e
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49156, concluindo que (p-valor = 2,882e-06) os automóveis em 2022 estavam em média mais caros do
que em 2019. Os resultados acima podem ser vizualidados na Figura 2.

Figura 2: Preço dos Veículos por Ano

A última variável de estudo foi o tipo dos carros vendidos, considerando duas maneiras de
visualização, a distribuição de tipos pelas posições do ranking na Figura 3, e a quantidade de vendas
por período na Figura 4.

Figura 3: Distribuição de Tipos no Ranking

Figura 4: Quantidade de Vendas por Tipo de Veículo

É evidente que em 2019 havia uma preferência maior por carros Hatchs, Sedans e SUVs, fato este
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que mudou bastante em 2022, visto que os modelos SUV tomaram a preferência total, diminuindo a
quantidade dos outros. As picapes e os compactos se mantiveram basicamente nos mesmos lugares,
com vendas e posições bastante semelhantes nos dois períodos.

Levando em consideração o estudo de Schultz et al. (2023) [10], que determinava o impacto da
pandemia nos valores de carros novos e seminovos em 2020 até 2022. Concluíu-se que as dificuldades
no setor automotivo levaram ao aumento do preço de carros de 15% até 37%. O presente artigo
constata essa tese, analisados uma amostra (carros mais vendidos), que refletem o aumento do preço
relatado no mercado por inteiro.

Além disso, de acordo com a Federação Nacional das Associações dos Revendedores de Veículos
Automotores [FENAUTO] (2021) [6], as vendas de automóveis usados aumentaram em 55%. O artigo
constata que essa realidade não é refletida na venda de carros zero quilômetro. Esse movimento pode
ser explicado pela elevação de preço dos carros zero quilômetros em conjunto do aumento dos juros de
financiamento, que de acordo com o BCB (2023) [2] em 2022 a taxa Selic girou em torno de 10,75%
até 13,75% ao ano, e em 2019 era em média 4,5% ao ano. Assim, diversos consumidores de 2019
mudaram para o mercado de seminovos ou não trocaram seus veículos devido as incertezas econômicas
e o aumento dos valores, visto que arcar com as dívidas de um financiamento ou investir em um carro
novo se tornou mais complicado.

Por fim, um último fator é a continuidade das picapes em posições altas, visto que elas são de
extrema importância para setores empregatícios no Brasil. Mesmo com o aumento de preço elas
mantiveram suas vendas quase constantes, uma das conclusões é que a economia do país necessita das
camionetes para desempenharem uma função chave de transporte em todas as áreas (agropecuário,
transporte de mercadorias, mudanças etc), tornando um investimento necessário.

4 Considerações finais

A pandemia abalou toda a estrutura socioeconômica brasileira por conta da lei de oferta e demanda
e o setor automotivo não ficou de fora. Por isso, os valores dos carros dispararam como uma forma de
receber o capital perdido pela pandemia. Por causa disso e da incerteza econômica (falta de empregos,
juros altos, inflação alta) as vendas diminuíram bastante causando lesões nos produtores e vendedores
de automóveis.

Mediante esse novo contexto, o perfil das vendas de veículos novos no Brasil mudou, antes, pré-
pandemia, eram preferíveis veículos populares, Hatchs, Sedans e SUVs, por causa da facilidade de
financiamentos e de uma economia melhor. Com as dificuldades ocasionadas pela pandemia, isso foi
transformado para uma realidade de veículos mais caros e menos consumidores, com uma preferência
dos SUVs entre todos os tipos de veículos.
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Resumo

Temos como objetivo para este trabalho o estudo da irracionalidade do
número neperiano utilizando conceitos como frações contínuas e séries.
Durante o texto mostraremos como as frações contínuas são construídas e
como podemos utilizá-las para representar números racionais e irracionais.
Além disso, chegaremos à conclusão de que o número de Euler, representado
por e, é irracional para qualquer potência da forma 2

a , onde a é inteiro
positivo, em particular e e e2 são irracionais.
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1 Introdução

O número neperiano conhecido também como número de Euler, e representado por e, possui
diversas propriedades, como por exemplo, e é irracional. Apesar disso, pouco se discute sobre esta
constante nos cursos de graduação. Outro assunto que não é mencionado são as frações contínuas.

As frações contínuas são ferramentas utilizadas para representação de números tanto racionais
quanto irracionais e nos permite trabalhar com estes números com certa especificidade. Veja [1] para
um maior aprofundamento em sua origem histórica e propriedades.

Com isso em mente, trabalharemos a construção do conceito das frações contínuas e suas represen-
tações, e faremos uso desta poderosa ferramenta para mostrar que existem infinitas potências para as
quais e é irracional, em particular, e e e2 são irracionais.

2 Princípios Fundamentais

Teorema 2.1 (Princípio da Boa Ordenação). Todo subconjunto não vazio A de números naturais

possui um elemento mínimo, isto é, existe n0 ∈ A, tal que n0 ≤ n, para todo n ∈ A.

Demonstração. Veja [3, página 7].
■

Teorema 2.2 (Princípio Fundamental da Teoria dos Números). Dado m ∈ Z, não existe n ∈ Z tal que

m < n < m+ 1.

Demonstração. Veja [2, página 8]. ■

Definição 2.3 (Máximo divisor comum). O Máximo divisor comum (MDC) de dois inteiros a e b (a ou

b diferente de 0) denotado por (a,b) ou mdc(a,b), é o maior inteiro que divide a e b.

3 Frações Contínuas

Dado um número racional u0

u1
, com mdc(u0, u1) = 1 e u1 > 0, aplicamos o algoritmo da divisão de

Euclides, que pode ser encontrado em [1, página 3], para obter as seguintes equações:

u0 = u1a0 + u2, 0 < u2 < u1

u1 = u2a1 + u3, 0 < u3 < u2
...

uj−1 = ujaj−1 + uj+1, 0 < uj+1 < uj

uj = uj+1aj
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Escrevendo ζi =
ui
ui+1

para 0 ≤ i ≤ j, então as equação acima tornam-se:

ζi = ai +
1

ζi+1

, 0 ≤ i ≤ j − 1 e ζj = aj.

Quando i = 0 e i = 1, temos ζ0 = a0 +
1
ζ1

e ζ1 = a1 +
1
ζ2

. Combinando as igualdades, temos:

ζ0 = a0 +
1

a1 +
1
ζ2

,

substituindo ζ2 = a2 +
1
ζ3

,

ζ0 = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1
ζ3

,

continuando esse processo, obtemos

u0
u1

= ζ0 = a0 +
1

a1 +
1

. . .+ 1
aj

(1)

Essa é a expansão em fração contínua de
u0
u1

. Presumimos que
u0
u1

tem denominador positivo, mas

não podemos fazer suposição similar para u0 e consequentemente a0 pode ser positivo, negativo ou
zero.

Usaremos a notação ⟨a0; a1, . . . , aj⟩ para representar a fração contínua em (1). Em geral, para quais-
quer x0, x1, . . . , xj números reais positivos, exceto possivelmente x0, podemos escrever ⟨x0;x1, . . . , xj⟩
no formato como em (1). Tal fração contínua é chamada de simples, se todos os xi são inteiros.

Temos ainda as seguintes relações:

⟨x0;x1, . . . , xj⟩ = x0 +
1

⟨x1; . . . , xj⟩
=

〈
x0;x1, . . . , xj−1 +

1

xj

〉
.

Além disso, temos também ⟨x0;x1, . . . , xj−1, xj⟩ = ⟨x0;x1, . . . , xj−1, xj − 1, 1⟩.
Um fato interessante sobre as frações contínuas é que qualquer número racional pode ser expresso

como uma fração contínua simples e finita, como vimos no início desta seção. Reciprocamente,
qualquer fração contínua simples e finita representa um número racional. Este fato pode ser verificado
em [2, página 10].

Dados a0, a1, . . . uma sequência infinita de inteiros, todos positivos, exceto possivelmente a0,
definimos duas sequências de inteiros (hn)n e (kn)n recursivamente do seguinte modo:

h−2 = 0, h−1 = 1, hi = aihi−1 + hi−2, ∀i ≥ 0;

k−2 = 1, k−1 = 0, ki = aiki−1 + ki−2, ∀i ≥ 0.
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Proposição 3.1. Para qualquer número real x > 0, temos ⟨a0; a1, . . . , an−1, x⟩ = xhn−1+hn−2

xkn−1+kn−2
.

Demonstração. Veja [2, página 11]. ■

Proposição 3.2. Se rn := ⟨a0; . . . , an⟩ para todo n ≥ 0, então rn = hn

kn
.

Demonstração. Aplicando a proposição anterior para x = an, temos:

rn = ⟨a0; . . . , an⟩ =
anhn−1 + hn−2

ankn−1 + kn−2

=
hn
kn
.

■

Proposição 3.3. As equações hiki−1 − hi−1ki = (−1)i−1 e ri − ri−1 =
(−1)i−1

kiki−1
são válidas para i ≥ 1.

Além disso, as identidades hiki−2 − hi−2ki = (−1)iai e ri − ri−2 =
(−1)iai
kiki−2

são válidas para i ≥ 2.

Demonstração. Veja [2, página 12]. ■

Teorema 3.4. A sequência (rn)n, definida na proposição 3.2, satisfaz r0 < r2 < · · · < r3 < r1. Além

disso, lim
n→∞

rn existe e r0 < r2 < r4 < · · · < lim
n→∞

rn < · · · < r5 < r3 < r1.

Demonstração. Veja [2, página 12]. ■

Definição 3.5. A sequência infinita de inteiros a0, a1, a2, . . . todos positivos, exceto possivelmente a0,

determinam uma fração contínua simples e infinita ⟨a0; a1, . . . ⟩. O valor de ⟨a0; a1, . . . ⟩ é definido

como lim
n→∞

⟨a0; a1, . . . , an⟩

Teorema 3.6. O valor de qualquer fração contínua simples e infinita é irracional.

Demonstração. Seja θ = ⟨a0; a1, . . . ⟩. Pela Definição 3.5, θ = lim
n→∞

⟨a0; a1, . . . , an⟩. Entretanto, pelo

Teorema 3.4, rn < θ < rn+1. Logo, 0 < |θ−rn| < |rn+1−rn|.Usando a identidade rn+1−rn = (−1)n

kn+1kn
,

temos
0 < |θ − rn| <

1

knkn+1

.

Multiplicando essa desigualdade por kn,

0 < |knθ − rnkn| <
1

kn+1

⇒ 0 < |knθ − hn| <
1

kn+1

.

Suponha que θ = a
b

com a ∈ Z e b ∈ N. Então

0 <
∣∣∣kn

a

b
− hn

∣∣∣ < 1

kn+1

⇒ 0 < |kna− hnb| <
b

kn+1

.

Como kn+1 → ∞ quando n → ∞, existe n0 ∈ N tal que b < kn0+1, ou seja, 0 < |kn0a− hn0b| < 1.
Causando uma contradição, já que kn0a− hn0b ∈ Z. Portanto, θ é irracional. ■
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Lema 3.7. Dada a série Sm =
∞∑

i=0

2m(m+ i)!

i!(2m+ 2i)!

(
1

a

)2i+m

, temos que Sm− (2m+1)aSm+1 = Sm+2,

para todo m ≥ 0.

Demonstração. Sabendo que

Sm =
∞∑

i=0

2m(m+ i)!

i!(2m+ 2i)!

(
1

a

)2i+m

e Sm+1 =
∞∑

i=0

2m+1(m+ 1 + i)!

i!(2m+ 2 + 2i)!

(
1

a

)2i+m+1

,

temos que Sm − (2m+ 1)aSm+1 é igual a

∞∑

i=0

2m(m+ i)!

i!(2m+ 2i)!

(
1

a

)2i+m

− (2m+ 1)a
∞∑

i=0

2m+1(m+ 1 + i)!

i!(2m+ 2 + 2i)!

(
1

a

)2i+m+1

=
∞∑

i=0

2m(m+ i)!

i!(2m+ 2i)!

(
1

a

)2i+m

−
∞∑

i=0

2m+2(m+ 1 + i)!

i!(2m+ 2 + 2i)!

(
1

a

)2i+m

− 2m+1(m+ 1 + i)!

i!(2m+ 2 + 2i)!

(
1

a

)2i+m

=
∞∑

i=0

2m+1(m+ 1 + i)!

i!(2m+ 2 + 2i)!

(
1

a

)2i+m

[2m+ 1+ 2i− 2m− 1] =
∞∑

i=0

2m+1(m+ 1 + i)!

i!(2m+ 2 + 2i)!

(
1

a

)2i+m

(2i)

=
∞∑

i=1

2m+2(m+ 1 + i)!

(i− 1)!(2m+ 2 + 2i)!

(
1

a

)2i+m

. Tomando k = i− 1, temos que

Sm − (2m+ 1)aSm+1 =
∞∑

k=0

2m+2(m+ k + 1)!

k!(2m+ 4 + 2k)!

(
1

a

)2k+m+2

= Sm+2.

■

Teorema 3.8. Se a é um inteiro positivo, então
e

2
a + 1

e
2
a − 1

= ⟨a; 3a, 5a, 7a, . . . ⟩.

Demonstração. Considere para todo m ≥ 0, a série

Sm =
∞∑

i=0

2m(m+ i)!

i!(2m+ 2i)!

(
1

a

)2i+m

Observe que
2m(m+ i)!

i!(2m+ 2i)!

(
1

a

)2i+m

≤ 2m

am
1

i!

(
1

a2

)i

, ou seja, Sm ≤ e
1
a2

(
2

a

)m

. Logo, as séries

Sm convergem para cada m. Veja que tomando m = 0 e m = 1, temos

S0 =
∞∑

i=0

1

(2i)!

(
1

a

)2i

=
e

1
a + e

−1
a

2
e S1 =

∞∑

i=0

1

(2i+ 1)!

(
1

a

)2i+1

=
e

1
a − e

−1
a

2
.

Definimos então, Dm = Sm

Sm+1
. Logo,

D0 =
S0

S1

=
e
1
a+e

−1
a

2

e
1
a−e

−1
a

2

=
e

2
a + 1

e
2
a − 1

.
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Pelo Lema 3.7, temos que Dm = (2m+ 1)a+
1

Dm+1

. Em particular,

D0 = a+
1

D1

, D1 = 3a+
1

D2

, D2 = 5a+
1

D3

, . . .

Assim,

e
2
a + 1

e
2
a − 1

= a+
1

D1

= a+
1

3a+ 1
D2

= · · · = ⟨a; 3a, 5a, . . . ⟩.

■

Corolário 3.9. O número de Euler e o seu quadrado são irracionais.

Demonstração. Aplicando o Teorema 3.8 para a = 1 e a = 2 temos respectivamente que

e2 + 1

e2 − 1
= ⟨1; 3, 5, 7, . . . ⟩ e

e+ 1

e− 1
= ⟨2; 6, 10, 14, . . . ⟩

são números irracionais pelo Teorema 3.6. Portanto e e e2 são irracionais.
■
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Resumo

De acordo com a teoria de Évariste Galois, a solubilidade de grupos está
intimamente ligada com a resolução de equações por meio de radicais. A
essência desse trabalho consiste em apresentar propriedades e resultados de
Teoria de Grupos e Solubilidade de Grupos, afim de aplicar tais resultados
para provar que o grupo simétrico de 4 elementos é solúvel.
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1 Introdução

Se tomarmos um polinômio p(x) a coeficientes racionais, podemos definir K como o menor
corpo que contém todas as raízes de p(x) e também os racionais, o qual recebe o nome de corpo
de decomposição do polinômio sobre os racionais. Quando analisamos o conjunto de todos os
isomorfismos de K em K que fixam os racionais, no fim, cada isomorfismo corresponde simplesmente
a uma permutação das raízes do polinômio. Por outro lado, é possível demonstrar que esse conjunto
de isomorfismos de K é um grupo e, ainda mais, é finito. Évariste Galois demonstrou que é possível
encontrar as soluções de p(x) por radicais, ou seja, utilizando operações elementares se, e somente se,
tal grupo é solúvel.

2 Teoria de grupos

Definição 2.1. Seja G um conjunto não vazio onde está definida uma operação entre os pares de G,

denotada por
∗ : G×G → G

(x, y) ⇝ x ∗ y.

Dizemos que o par (G, ∗) é um grupo se são válidas as seguintes propriedades:

• a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, ∀a, b, c ∈ G;

• ∃e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a, ∀a ∈ G;

• ∀a ∈ G,∃b ∈ G tal que a ∗ b = b ∗ a = e.

Se em (G, ∗) vale também a ∗ b = b ∗ a para todos a, b ∈ G, dizemos que G é um grupo abeliano.

Observação 2.2. Por simplicidade de notação nos limitaremos a escrever G quando nos referirmos a

um grupo e ab para o resultado de a operado por b. Ademais, b é único e representaremos por b = a−1,

o qual recebe o nome de inverso de a em relação à operação ∗.

Proposição 2.3. Sejam G um grupo e H um subconjunto de G. H é subgrupo de G se possui elemento

neutro, o inverso de todo elemento de H está em H e se a, b são dois elementos de H , então ab ∈ H .

Demonstração. Ver [2, Proposição 1]. ■

Definição 2.4. A classe de equivalência que contém x é o conjunto {y ∈ G | y ∼e x} = {xh | h ∈ H};

o qual denotaremos por xH e chamaremos de classe lateral à esquerda de H . De forma análoga,

define-se classe lateral à direita de H . Em adição, para x em G se xH = Hx, dizemos que H é

subgrupo normal de G e denotaremos por H ◁ G.

Definição 2.5. O número de classes laterais à esquerda de H em G é denotado por (G : H) e é

chamado de índice de H em G.
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Definição 2.6. Seja G um grupo finito. A ordem de G é o número de elementos de G e esse número é

denotado por |G|.

Teorema 2.7 (Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Então |G| = |H|(G : H);

em particular, a ordem e o índice de H dividem a ordem de G.

Demonstração. Ver [1, Teorema V.3.5]. ■

Proposição 2.8. Seja G um grupo. Se H é subgrupo de G de índice 2, então H é subgrupo normal de

G.

Demonstração. Ver [1, Item 4, página 154]. ■

Definição 2.9. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O conjunto de suas classes laterais,

com a operação de G, é um grupo denominado grupo quociente de G por H e denotaremos por G/H .

Definição 2.10. Sejam (G, ∗) e (G,×) dois grupos. Uma função f : G→ G é um homomorfismo se

f(a ∗ b) = f(a)× f(b), ∀a, b ∈ G.

Se f for bijetora, dizemos que f é um isomorfismo.

Definição 2.11. Seja f : (G, ∗) → (G,×) um homomorfismo de grupos. Denomina-se núcleo de f o

conjunto kerf := {x ∈ G | f(x) = eG}.O núcleo de f é subgrupo normal de G.

Definição 2.12. Seja G um grupo e g um elemento de G. Dizemos que G é um grupo cíclico gerado

por g se para cada elemento h em G existe um inteiro k tal que h = gk, onde gk é g operado consigo

mesmo k vezes.

Teorema 2.13 (Cauchy). Seja p um divisor primo da ordem de um grupo finito G. Então existe a ∈ G

tal que |a| = p.

Demonstração. Ver [2, Teorema 6]. ■

Teorema 2.14. Todo grupo cíclico é abeliano.

Demonstração. Sejam G um grupo cíclico gerado por g e x, y elementos arbitrários de G. Então
existem inteiros m,n tal que x = gm e y = gn. Como a adição é comutativa, isso é, m+ n = n+m

então gm+n = gn+m, logo, xy = yx. Portanto, G é abeliano. ■

3 Grupos solúveis

Definição 3.1. Seja G um grupo. Uma série subnormal de G é uma cadeia de subgrupos

G = G0 ▷ G1 ▷ G2 ▷· · · ▷ Gn = {e}, (1)

onde Gi+1 é um subgrupo normal de Gi, para i = 0, 1, . . . , n− 1.
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Os grupos quocientes da série são os gruposGi/Gi+1, i = 0, 1, . . . , n−1. Em uma série subnormal,
o mesmo subgrupo pode ser repetido e, portanto, alguns dos grupos quocientes podem ser triviais.
Um refinamento da série subnormal supracitada é uma série subnormal obtida pela inserção de alguns
(ou nenhum) subgrupos. O refinamento é dito próprio se algum subgrupo distinto dos já existentes
é inserido na série. Ademais, a série (1) é uma série de composição se não admite refinamento
próprio. Por fim, duas séries subnormais de G são ditas equivalentes se existe uma bijeção entre
os grupos quocientes não triviais das séries, de modo que os grupos quocientes correspondentes são
isomorfos. Sejam H1 e H2 duas séries subnormais de G, utilizaremos a notação H1 ≃ H2 quando H1

for equivalente a H2.

Teorema 3.2. Duas séries subnormais de um grupo G possuem refinamentos que são equivalentes.

Demonstração. Ver [1, Teorema VII.1.7]. ■

Teorema 3.3 (Jordan-Hölder). Seja G um grupo. Então todas as séries de composição de G são

equivalentes.

Demonstração. Sejam G1 e G2 duas séries de composição de G. Os refinamentos Ri possíveis de G1

ou G2 são refinamentos não-próprios, portanto, são refinamentos equivalentes à série de composição
dada, ou seja, Ri = G1 ou Ri = G2. Contudo, séries de composição são, em particular, séries
subnormais, assim, pelo Teorema 3.2, G1 ≃ G2. ■

Grupos que possuem séries de composição cujos grupos quocientes são cíclicos de ordem prima
desempenham um papel fundamental na teoria dos grupos finitos. Portanto, apresentaremos algumas
particularidades destes grupos. Se H e K são dois subgrupos de um grupo G, definimos seu grupo de
comutadores por [H,K] := ⟨hkh−1k−1 | h ∈ H, k ∈ K⟩, em particular, o grupo de comutadores
de G é G′ = [G,G]. Definimos, por indução, G(0) = G e G(i+1) = [G(i), G(i)], ou seja, G(i+1) é o
subgrupo de comutadores do grupo G(i), para cada i = 0, 1, 2, . . . .

Proposição 3.4. Seja G um grupo. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. O grupo G possui uma série subnormal cujos grupos quocientes são abelianos.

2. Existe um inteiro n tal que G(n) = {e}.

3. O grupo G possui uma série de composição cujos grupos quocientes são abelianos (cíclicos de

ordem prima).

Demonstração. Ver [1, Proposição VII.2.1]. ■

Observação 3.5. Se G satisfaz as condições supracitadas, G é nomeado grupo solúvel.

Teorema 3.6. Sejam G um grupo e H subgrupo de G. Se G é solúvel, então H é solúvel. Por outro

lado, se H é subgrupo normal de G, então G é solúvel se, e somente se, H e G/H são solúveis.
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Demonstração. Ver [1, Teorema VII.2.8]. ■

Teorema 3.7. Seja G um grupo finito. Se para todo inteiro a tal que |G| = ab com mdc(a, b) = 1,

existe H subgrupo de G, onde |H| = a, então G é solúvel.

Demonstração. Ver [3, Theorem 9.3.3]. ■

4 Grupos simétricos

Definição 4.1. Se In = {1, 2, . . . , n}, o grupo de todas as funções bijetoras de In em In é denotado

por Sn e é chamado de grupo simétrico de grau n.

Observação 4.2. Os elementos de Sn são chamados de permutações e serão denotados por letras

gregas minúsculas. Em adição, o grupo simétrico Sn possui exatamente n! elementos.

Notação 4.3. Seja α ∈ Sn uma permutação. Utilizaremos a notação

α =

(
1 2 · · · n

α1 α2 · · · αn

)

para indicar que α(1) = α1, α(2) = α2, . . . , α(n) = αn.

Definição 4.4. Sejam i, j inteiros positivos distintos do conjunto In = {1, 2, . . . , n}. O símbolo (i, j)

representa a permutação α ∈ Sn definida por α(i) = j, α(j) = i e α(s) = s para todo s /∈ {i, j}. A

permutação (i, j) é chamada de transposição.

Proposição 4.5. Toda permutação de Sn se escreve como produto de transposições.

Teorema 4.6. Se uma permutação α ∈ Sn se escreve de duas formas distintas como produto de

transposições, isto é,

α = τ1τ2 · · · τr e α = σ1σ2 · · ·σs,

com τ1, τ2, . . . , τr, σ1, σ2, . . . , σs transposições, então r e s têm mesma paridade.

Demonstração. Ver [2, Teorema 10]. ■

Definição 4.7. Seja α ∈ Sn uma permutação que se escreve como um produto de r transposições.

Dizemos que α é uma permutação par se r é par e dizemos que α é uma permutação ímpar se r é

ímpar.

Definição 4.8. O conjunto de todas as permutações pares de Sn é um grupo. Este grupo é chamado

de grupo alternado de grau n e é denotado por An.

Proposição 4.9. Para n > 1, o grupo alternado An tem ordem
n!

2
.
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Demonstração. Ver [2, Exemplo 13, páginas 132-133]. ■

Teorema 4.10. A4 é subgrupo normal de S4 e ambos são solúveis.

Demonstração. Pela Proposição 2.8, A4 é normal em S4 já que o índice de A4 em S4 é (S4 : A4) =

|S4|/|A4| = 2. Como S4/A4 é um grupo de ordem 2, pelo Teorema 2.13, S4/A4 possui um elemento
de ordem 2. Logo, esse elemento gera S4/A4, o que significa que S4/A4 é cíclico. Em particular,
S4/A4 é solúvel. Dessa forma, pelo Teorema 3.6, temos que S4 é solúvel se, e somente se, A4 é solúvel.

Para provar que A4 é solúvel, usemos o Teorema 3.7. Como |A4| = 12 e a única forma de escrever
12 = a · b, com mdc(a, b) = 1, é 12 = 3 · 4, então só precisamos provar que A4 possui um subgrupo
de ordem 4 e um subgrupo de ordem 3 . Considere as seguintes permutações pares τ1 = (1, 2)(3, 4),
τ2 = (1, 3)(2, 4) e τ3 = (1, 4)(2, 3). Denotando por id a permutação identidade, podemos verificar
que τ 21 = id, τ 22 = id, τ 23 = id e τ1τ2 = τ3. A partir disso, é fácil verificar que H = {id, τ1, τ2, τ3} é
um subgrupo de A4 de ordem 4.

Veja que α =

(
1 2 3

2 3 1

)
= (12)(23) é uma permutação par. Além disso, α2 ̸= id e α3 = id.

Dessa forma K = ⟨α⟩ = {id, α, α2} é um subgrupo de ordem 3 em A4.
Pelas observações acima, e pelo Teorema 3.7, A4 é solúvel. ■

5 Considerações finais

Pelo Teorema 4.10, o grupo de permutações de 4 elementos e, portanto, todos os seus subgrupos
são solúveis. Assim, de acordo com as considerações da introdução, as raízes de todo polinômio de
grau no máximo 4 podem ser escritas por meio de radicais. Esse último resultado, bem conhecido
na literatura, é a motivação principal para o estudo da teoria de Galois e a relação entre resolução de
equações por meio de radicais e grupos solúveis.
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O objetivo deste trabalho é oferecer uma breve síntese do movimento lógico-
histórico do conceito de volume, na perspectiva da Atividade Orientadora de 
Ensino. Este estudo é parte de uma pesquisa de Trabalho de Conclusão de 
Curso, na qual investigamos as percepções demonstradas por graduandas em 
Pedagogia ao vivenciarem uma prática pedagógica que aborda os conceitos de 
volume e capacidade.   

Atividade Orientadora de Ensino.  
Educação Matemática.  
Movimento lógico-histórico. 
Volume.  

  
 

 

1 Introdução  
Este artigo é fruto de uma investigação realizada como parte de um Trabalho de Conclusão 

de Volume e Capacidade com 

seguinte questão de pesquisa: Que impressões licenciandos(as) de um curso de Pedagogia 
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expressam ao vivenciar uma prática pedagógica envolvendo os conceitos geométricos de 

volume e capacidade?   

Um dos capítulos do TCC discorre sobre o movimento lógico-histórico do conceito de 

volume. Foi necessário fazer esse estudo para produção de uma Situação Desencadeadora de 

Aprendizagem (SDA) delineada dentro da Atividade Orientadora de Ensino (AOE) proposta por 

Moura (2002).    

Nosso objetivo nesse trabalho é apresentar parte do estudo realizado sobre esse conceito, 

mas antes, faremos uma breve contextualização do que é a Atividade Orientadora de Ensino.   

2 Breve síntese da Atividade Orientadora de Ensino  
  

A Atividade Orientadora de Ensino (AOE) proposta, inicialmente, por Manoel Oriosvaldo 

de Moura, cujo pressupostos são a Teoria Histórico-Cultural (THC) e a Teoria da Atividade 

compreendida como uma unidade entre a atividade de ensino, realizada pelo professor, e a 

 

Ela é orientadora, pois é dividida em duas etapas: Atividade de Ensino (AE), realizada 

pelo professor ao estudar e elaborar propostas; e Atividade de Aprendizagem (AA), realizada 

pelo aluno ao formular hipóteses e solucionar o problema. Nessa perspectiva, temos as Situações  

Desencadeadoras de Aprendizagem, onde um dos seus objetivos é fomentar a necessidade de  

udante, de modo que suas ações sejam realizadas em busca da 

solução de um problema que o mobilize para a atividade de aprendizagem - a apropriação dos 

 

As referências de SDA podem ser o jogo, a história virtual do conceito ou uma situação 

emergente do cotidiano. Todas compartilham o objetivo de proporcionar aos alunos uma 

situação problema semelhante à vivida no passado, quando o conceito em questão foi 

desenvolvido (Moura et al.,2010). Diante disso, surge a necessidade de realizar um estudo do 

movimento lógico-histórico dos conteúdos que o professor pretende abordar em suas SDA para 

produzi-las de acordo com a real necessidade que originou o estudo do conceito envolvido. O 

termo "histórico" está relacionado à necessidade humana, enquanto o "lógico", ao 

desenvolvimento científico.   
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A seguir apresentamos um breve esquema que exemplifica como é dividida a AOE. 

Salientamos que o movimento lógico-histórico do conceito não está no esquema, mas seu estudo 

é fundamental para as produções das SDA e, por isso, pode ser visto como pano de fundo para 

a elaboração delas.  

Figura 1: Breve esquema da AOE 

Fonte: autoria própria 

Após essa breve contextualização, apresentaremos um estudo do movimento lógico-histórico do 

conceito de Volume. 

3 Uma síntese do Movimento Lógico-Histórico do Conceito de 
Volume 
Tratando-se de contexto histórico, Magalhães (2014) diz que o estudo do cálculo de 

volume teve origem na época em que o ser humano começou a transportar e armazenar, 

especialmente na agricultura, onde era fundamental guardar as colheitas. De acordo com ele, as 

noções de volume eram perceptíveis em registros egípcios cerca de 3500 anos atrás, algo que, 

segundo Moura et al. (2018), também estavam documentadas em textos babilônicos da mesma 

época. Isso demonstra que esse movimento era necessário e ocorria em várias regiões distintas.  

Em um contexto lógico, esse avanço científico estava documentado nos papiros de Moscou 

e de Rhind, que continham cálculos de volume semelhantes aos que utilizamos hoje em dia. Além 

disso, nos estudos de Moura et al. (2018), é mencionado um evento relevante para esse 

desenvolvimento: o livro "Os Elementos" de Euclides, onde um dos volumes discute a relação entre 
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o volume de um prisma e de uma pirâmide, bem como a relação entre o volume de um cone e o de 

um cilindro.  

Ao longo da história, alguns matemáticos desempenharam um papel significativo no 

desenvolvimento desse conceito, incluindo Arquimedes (287 a.C. - 212 a.C.), Joannes Kepler 

(1571-1630) e Cavalieri (1598-1647).  

A necessidade de elaborar conhecimentos relacionados ao conceito de volume por 

Arquimedes surgiu a partir de uma solicitação do rei, que o encarregou de determinar se sua 

coroa era feita de ouro puro. Após um banho de imersão em uma banheira, Arquimedes observou 

que a quantidade de água que escoava correspondia ao seu próprio volume. Com isso em mente, 

ele decidiu realizar um experimento similar com a coroa, submergindo-a em uma certa 

quantidade de água, e também com outro objeto de ouro puro que tinha a mesma massa da coroa. 

Ao perceber que os objetos deslocavam quantidades diferentes de água, Arquimedes concluiu 

que a coroa não era feita de ouro puro. Esse experimento deu origem ao que hoje é conhecido 

como "Princípio de Arquimedes" ou "Lei da Hidrostática", que afirma que um corpo colocado 

em um fluido recebe uma força de baixo para cima, também chamada de empuxo, que vai se 

opor ao peso do objeto" (Silva, 2023, p. 16).   

A demanda que levou Kepler a sua pesquisa surgiu em uma época em que o escambo 

predominava como forma principal de comércio, demandando a padronização de recipientes para 

facilitar as transações comerciais. Após negociações com um comerciante de vinho ele se sentiu 

enganado, e começou a questionar o método empregado para mensurar o volume e o preço dos 

barris. Essa insatisfação o impulsionou a iniciar estudos para determinar o formato ideal do barril, 

visando maximizar seu volume. Após uma série de experimentos, Kepler concluiu que o volume 

do barril poderia ser aproximado pela soma dos volumes de vários cilindros empilhados, sendo 

que quanto mais próximos estivessem esses cilindros, melhor seria a aproximação do formato e 

do volume do barril. Esse conceito é reconhecido hoje como "métodos infinitesimais".  

A necessidade que levou Cavalieri a suas pesquisas estava ligada à medição de volumes de 

sólidos com formatos variados. Ele começou seus estudos com o intuito de descobrir maneiras de 

calcular esses volumes. Após suas investigações, Cavalieri desenvolveu o que hoje é reconhecido 

como o "Princípio de Cavalieri", utilizado nos conceitos de área e volume. Este princípio 

estabelece que  
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Se os segmentos determinados pela intersecção de qualquer reta perpendicular a uma direção 
fixa com duas figuras planas tiverem sempre o mesmo comprimento, então, as superfícies 
têm a mesma área. 2. Se as áreas das secções por qualquer plano perpendicular a uma direção 
fixa de dois sólidos forem iguais, então, os sólidos têm volumes iguais (Brolezzi, 2002, p. 
49).  

 Esses eventos mencionados são apenas alguns dos muitos que marcaram a trajetória 

histórica e lógica do desenvolvimento do conceito de volume.   

4 Considerações finais  
Neste trabalho, oferecemos uma apresentação sucinta do desenvolvimento lógico-histórico do 

conceito de Volume, acompanhada por uma contextualização da Atividade Orientadora de Ensino. 

Esperamos que o conteúdo apresentado possa contribuir para uma compreensão mais abrangente 

desses temas, promovendo reflexões relevantes para a prática educativa.  
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Grupos.
Ações de grupos.
Espaços homogêneos.

Resumo

Uma ação de grupo de um grupo G em um conjunto X é um homomorfismo
de grupo de G para algum grupo (sob composição de funções) de funções
de X para si mesmo. Já um espaço homogêneo para um grupo G é um
grupo quociente sobre o qual G atua transitivamente. Introduziremos tais
conceitos usando teoria básica de grupos, explorando e exemplificando com
espaços como grupos de matrizes e a circunferência unitária.
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1 Introdução

A principal motivação deste trabalho é introduzir o estudo dos espaços homogêneos. Um espaço
homogêneo M é um espaço com uma ação transitiva de um grupo de Lie. Em uma ação transitiva
existe apenas uma única órbita, logo podemos concluir que M é isomorfo ao espaço quociente G/Hx,
onde Hx é o subgrupo de isotropia em x ∈M . Tal conceito é utilizado em muitas áreas importantes
da Matemática, tais como Geometria Riemanniana, Teoria de Lie, Grupos Algébricos e Topológicos.
Embora este assunto possua uma certa complexidade, este trabalho tem por finalidade introduzir tal
conceito de maneira acessível com elementos básicos da teoria de grupos. Para isto, exploramos o
estudo com exemplos, principalmente grupos de matrizes e apresentamos alguns espaços comuns que
são, na verdade, espaços homogêneos.

2 Grupos

Definição 2.1. Um grupo é um conjunto não vazio G munido de uma operação interna que satisfaz

certas propriedades. Dizemos que (G, ∗) ( G munido com a operação ∗ ) é um grupo se, para todo g,

h, k ∈ G :

i) g ∗ (h ∗ k) = (g ∗ h) ∗ k (propriedade associativa);

ii) Existe um elemento neutro em G, tal que g ∗ e = e ∗ g = g (existência de elemento neutro);

iii) Para todo g ∈ G, existe g−1 tal que g ∗ g−1 = e = g−1 ∗ g (existência de elemento inverso).

Um grupo (G, ∗) é dito abeliano se satisfaz a propriedade comutativa, ou seja, g ∗ h = h ∗ g, para

todo g, h ∈ G.

Exemplo 2.2. Seja S1 = {(cos θ, senθ); θ ∈ R} ⊂ R2. Defina a seguinte operação interna em S1:

(cos θ1, senθ1) ∗ (cos θ2, senθ2) = (cos(θ1 + θ2), sen(θ1 + θ2)).

Temos que (S1, ∗) é um grupo abeliano com esta operação.

Exemplo 2.3. Sejam (G, ·) e (H, ∗) dois grupos e consideremos seu produto cartesiano

G×H = {(g, h); g ∈ G e h ∈ H}.

Defina a seguinte operação interna em G×H:

(g1, h1) ◦ (g2, h2) = (g1 · g2, h1 ∗ h2),

para (g1, h1), (g2, h2) ∈ G×H . Temos que (G×H, ◦) é um grupo. É claro que se G e H são grupos

abelianos, então G×H também será um grupo abeliano.

170 Anais da XIII Mostra IC



XIII Mostra de Iniciação Científica da FAMAT PET Matemática Uberlândia

Tomando G = H = S1, temos que S1 × S1 é um grupo abeliano com a operação definida

anteriormente. O grupo S1 × S1 é chamado de toro e denotado por T2.

Poderíamos também tomar G = S1 e H = R, assim o cilindro S1 × R é um grupo.

Exemplo 2.4. Denote por Mn(R) o conjunto das matrizes quadradas n× n. Seja

Gl(n,R) = {A ∈ Mn(R); det(A) ̸= 0}.

Note que Gl(n,R) é um grupo com a operação interna do produto de matrizes.

Definição 2.5. Seja (G, ∗) um grupo e H um subconjunto não vazio de G. Se H com a mesma

operação ∗ de G for um grupo, dizemos que H é um subgrupo de G. Se (H, ∗) for um grupo abeliano,

dizemos que H é um subgrupo abeliano de G.

Proposição 2.6. Um subconjunto H ̸= ∅ de um grupo (G, ∗) é um subgrupo se, e somente se, as

seguintes condições são satisfeitas:

i) Se g, h ∈ H , então g ∗ h ∈ H;

ii) Se g ∈ H , então g−1 ∈ H .

Demonstração. Veja Proposição 2.10 de [1]. ■

Exemplo 2.7. Defina

Sl(2,R) =

{(
a b

c d

)
∈ Gl(2,R) : ad− bc = 1

}

= {A ∈ Gl(2,R) : det(A) = 1}.

Consideramos a operação interna em Sl(2,R) dada pelo produto usual de matrizes. É fácil ver que

Sl(2,R) é um subgrupo de Gl(2,R), assim como Sl(n,R) é um subgrupo de Gl(n,R).

Exemplo 2.8. Seja

O(n) =
{
A ∈ Gl(n,R) : A−1 = At

}
.

Temos que O(n) é um subgrupo de Gl(n,R)), chamado de grupo ortogonal.

Exemplo 2.9. Podemos definir o seguinte subgrupo de O(n):

SO(n,R) = {A ∈ O(n); det(A) = 1}.

Este grupo é chamado de grupo ortogonal especial ou grupo de rotação. Para A ∈ SO(2,R), existe

uma base ortonormal de R2 tal que

A =

(
cos θ sen θ

−sen θ cos θ

)
.
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Note que SO(2,R) é um subconjunto de Sl(2,R), já que

det

(
cos θ sen θ

−sen θ cos θ

)
= cos2 θ + sen2θ = 1.

Além disso, SO(2,R) é um subgrupo de Sl(2,R).

Exemplo 2.10. SO(n) é subgrupo de O(n). De fato, é claro que SO(n) ⊂ O(n). Ainda temos que as

condições da Proposição 2.6 são satisfeitas:

i) Sejam A, B ∈ SO(n): det(AB) = det(A) det(B) = 1 ⇒ AB ∈ SO(n);

ii) Seja A ∈ SO(n). Já sabemos que A−1 ∈ O(n), logo: det(A−1) =
1

det(A)
= 1, isto é,

A−1 ∈ SO(n).

Na próxima seção, precisaremos dos seguintes conceitos e resultados.

Definição 2.11. Sejam (G, ·) e (H, ∗) dois grupos. Uma aplicação ϕ : G −→ H é um homomorfismo

se satisfaz a seguinte propriedade:

ϕ(g · h) = ϕ(g) ∗ ϕ(h).

Proposição 2.12. Seja ϕ : G −→ H um homomorfismo entre dois grupos cujos elementos neutros são

e ∈ G e f ∈ H . Então, ϕ(e) = f e ϕ(g−1) = (ϕ(g))−1.

Demonstração. Veja Proposição 2.31 de [1]. ■

3 Ações de grupos

Suponha que (G, ·) é um grupo e X é um conjunto qualquer. Denote por B(X) o conjunto das
aplicações bijetivas sobre X; tal conjunto é um grupo com a operação de composição de aplicações.

Definição 3.1. Uma ação à esquerda de G em X é um homomorfismo α : G −→ B(X).

Note que, pela Proposição 2.12, α(e) = IdX , onde IdX : X −→ X é o elemento neutro de B(X),
e α(g−1) = (α(g))−1. Além disso, para g, h ∈ G, α(g · h) = α(g) · α(h).

Quando existe uma ação à esquerda de G em X , dizemos que G age em X . Podemos denotar
α(g)(x) = g · x (desde que não haja confusão para a notação utilizada em grupo).

Analogamente, podemos definir ação à direita como um anti-homomorfismo β : G −→ B(X) tal
que β(e) = IdX e, para g, h ∈ G, β(g · h) = β(h) · β(g).

Observe que, se G é um grupo abeliano, então toda ação à direita também é uma ação à esquerda.
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Exemplo 3.2. O grupo Gl(2,R) age em R2 da seguinte forma:

α(

(
a b

c d

)
) · (x, y) =

(
a b

c d

)
·
(
x

y

)
=

(
ax+ by

cx+ dy

)
.

De maneira geral, o grupo Gl(n,R) age em Rn.

Exemplo 3.3. O grupo SO(2,R) age em S1 = {(cos θ, sen θ) : θ ∈ R} da mesma maneira que

Gl(2,R) age em R2, ou seja,

α(

(
cos θ sen θ

−sen θ cos θ

)
).(cos θ1, senθ1) =

(
cos θ sen θ

−sen θ cos θ

)
·
(

cos θ1

senθ1

)

=

(
cos θ cos θ1 + sen θsen θ1

−sen θ cos θ1 + cos θsen θ1

)

=

(
cos(θ1 − θ)

sen (θ1 − θ)

)
.

Definição 3.4. Seja G um grupo agindo à esquerda em um conjunto X . A órbita de um elemento

x ∈ X é definida como o seguinte conjunto

G · x = {g · x : g ∈ G}.

Com a definição anterior, podemos definir a seguinte relação em X:

x ∼ y se, e só se, existe g ∈ G tal que y = g · x.

Proposição 3.5. A relação ∼ definida acima é uma relação de equivalência.

Demonstração. Veja Proposição 2.53 de [1]. ■

Pela definição de ∼, temos que cada órbita é uma classe de equivalência desta relação. Assim,

X =
⋃

x∈X
G · x.

No exemplo 3.2, a ação Gl(2,R)×R2 −→ R2 possui apenas duas órbitas {(0, 0)} e R2 −{(0, 0)}.
Já a ação SO(2,R)× S1 −→ S1 possui apenas uma única, a própria S1.

Definição 3.6. Seja G um grupo agindo à esquerda em um conjunto X . Se existe x ∈ X tal que

G · x = X , dizemos que a ação de G em X é transitiva ou, ainda, que G age transitivamente em X .

Em outras palavras, dizemos que uma ação é transitiva quando, para quaisquer x, y ∈ X , existe
g ∈ G tal que y = g · x. A ação SO(2,R)× S1 −→ S1, vista no exemplo 3.3, é transitiva.
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Definição 3.7. Seja G um grupo agindo à esquerda em um conjunto X . Dado x ∈ X , o conjunto

Hx = {g ∈ G; g · x = x},

é dito subgrupo de isotropia.

Proposição 3.8. O conjunto Hx definido acima é um subgrupo de G.

Proposição 3.9. Suponha que um grupo G age transitivamente em um conjunto X e tome x ∈ X .

Então a aplicação ψ : G/Hx −→ X definida por ψ(gHx) = g · x é uma aplicação bijetiva.

Demonstração. Mostremos inicialmente que esta aplicação está bem definida. Se g1Hx = g2Hx,
então por definição de classe lateral temos que g−1

1 ∗ g2 ∈ Hx. Da definição de Hx, segue que
(g−1

1 ∗ g2) · x = x. Fazendo g1 agir nos dois lados da igualdade anterior, obtemos que g1 · x = g2 · x,
e, portanto, ψ(g1Hx) = ψ(g2Hx). Para mostrar a injetividade de ψ, suponhamos que ψ(g1Hx) =

g1 · x = g2 · x = ψ(g2Hx). Fazendo g−1
1 agir na igualdade anterior, temos que (g−1

1 ∗ g2) · x = x, ou
seja, g−1

1 ∗ g2 ∈ Hx. Portanto, g1Hx = g2Hx, mostrando a injetividade de ψ. A sobrejetividade segue
imediatamente da transitividade da ação de G em X .

■

Definição 3.10. Para x ∈ X , o conjunto G/Hx é dito um espaço homogêneo do grupo G.

Exemplo 3.11. A ação Gl(2,R)×R2 −→ R2 é transitiva em R2 − {(0, 0)}. O subgrupo de isotropia

de (1, 0) em R2 é o conjunto

H(1,0) =

{(
1 b

0 c

)
: c ̸= 0

}
.

Logo, existe uma bijeção entre Gl(2,R)/H(1,0) e R2 − {(0, 0)}. Ou seja, Gl(2,R)/H(1,0) é um espaço

homogêneo.

Exemplo 3.12. Temos que S1 é um espaço homogêneo que pode ser visto como O(2)/O(1).
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