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Resumo

Este trabalho aborda a transicao da matemadtica antiga no periodo de 300
a.C. a 529 d.C., destacando o declinio da tradi¢do matemadtica grega e a
influéncia crescente de outras civilizagdes, como a bizantina. Sdo exploradas
as contribuicdes de figuras importantes, como Nicomaco de Gerasa, Diofante
de Alexandria e Papus de Alexandria, que influenciaram o desenvolvimento
da teoria dos nimeros, da dlgebra e da geometria. Além disso, discute-se
o papel de Boécio na preservacdo do conhecimento matemadtico classico e
a continuidade desse legado no Império Bizantino, que desempenhou um
papel crucial na transmissdo da matemadtica grega para o mundo islamico e,
posteriormente, para a Europa medieval.
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1 Introducao

A transi¢do da matemadtica antiga, compreendida entre 300 a.C. e 529 d.C., marca um periodo
de declinio da matemdtica grega e de influéncia crescente de outras civilizacdes, como a bizantina.
Apesar das dificuldades, avangos importantes ocorreram, especialmente na teoria dos nimeros € na
trigonometria.

A matematica grega entrou em declinio entre os periodos de Hiparco e Ptolomeu, com a predo-
minancia da matemdtica aplicada em astronomia, 6ptica e geografia. A trigonometria foi o principal
campo de avango. Apesar da influéncia romana e da limitacdo da dlgebra geométrica grega, o conheci-

mento foi preservado e transmitido para o mundo 4rabe e hindu, [1].

2 Nicomaco de Gerasa e a Teoria dos Numeros

Nicomaco (c. 60 - 120 d.C.) trouxe contribuicdes a teoria dos nimeros, vendo-os como entidades
com propriedades proprias. Ele considerava os nimeros como expressoes de harmonia universal,
influenciando profundamente a tradicdo pitagérica. Sua obra principal, Introdugdo a Aritmética, foi um
dos primeiros tratados sisteméticos sobre a teoria dos nimeros, abordando conceitos como nimeros
perfeitos, amigaveis e figurados.

Seu teorema principal estabelece que a soma de grupos sucessivos de impares resulta nos cubos

dos inteiros:

1; 3+5; 7+49+11; 13+15+17+19; ...
13. 23. 33. 43.

Essa relacio conecta-se a observacao pitagorica de que a soma dos n primeiros nimeros impares €

igual a n?:
n

D (2k—1)=n’

k=1
Conclui-se que a soma dos n primeiros cubos perfeitos € igual ao quadrado da soma dos n primeiros

inteiros: )
> (3]
k=1 k=1

Por exemplo:

1P423 435 =37 (2k—1) =6 = (1+2+3)?
P42 4+34+488=30 (2k—1) =10 = (1 + 2+ 3 +4)?
P48 4+34+84+5=3"2k—1)=15>=(1+2+3+4+5)?
Nicomaco também explorou propriedades dos nimeros triangulares e quadrados, relacionando-

os as séries aritméticas. Apesar de sua abordagem mais filoséfica do que algébrica, suas ideias

influenciaram matematicos posteriores, como Boécio e os pensadores medievais isldmicos e europeus.

8 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

3 Diofante de Alexandria e a Arithmetica

Diofante (c. 200 - 284 d.C.) é considerado o "pai da dlgebra". Sua obra Arithmetica introduziu um
novo ramo da matemadtica, afastado da geometria grega e mais proximo da algebra babilonica. Seu
trabalho focava na solu¢do exata de equagdes determinadas e indeterminadas, dando origem a anélise
diofantina. Diofante, destacou-se pelo uso inovador de notacao algébrica, embora sua abordagem nao
fosse sistemdtica. Sua obra Arithmetica consiste em cerca de 150 problemas resolvidos numericamente,
sem uma exposi¢ao formal de conceitos algébricos ou métodos gerais. Ele ndo distinguia claramente
problemas determinados e indeterminados, muitas vezes oferecendo apenas uma solugdo especifica,
mesmo quando infinitas solu¢des eram possiveis.

Em um de seus problemas, Diofante busca dois nimeros z e y tais que, a0 somar cada um ao
quadrado do outro, o resultado seja um quadrado perfeito. Ele define os nimeros como x e 2z + 1,

logo:

e Primeiramente, 2% + (2 + 1) = (z + 1)? fornecendo um quadrado perfeito qualquer que seja o

valor de x escolhido.

e Seguidamente, exige-se também que (2z + 1)? + z seja um quadrado perfeito. Diofante escolhe

um caso particular de quadrado perfeito, (22 — 2)2. De modo que:
(27 +1)* + 2 = (22 — 2)?
Expandindo ambos os lados:  42?+4r+1+x =42>—-8r+4 = 13xr=3 = z= %
Substituindo x na expressdo 2z + 1 temos: y=2xZ+1 = y=13.
Esse método ilustra a abordagem de Diofante, que escolhia um caso particular para transformar um
problema complexo em uma equagdo linear soluciondvel. Embora essa técnica ndo generalize todas

as solucdes possiveis, ela reflete o pensamento algébrico pioneiro de Diofante na busca de solucdes

racionais.

4 Papus de Alexandria e a Geometria Grega

Papus de Alexandria (c. 300 d.C.) foi um dos ultimos grandes matemaéticos da Grécia Antiga e
desempenhou um papel fundamental na preservagdo e desenvolvimento da geometria cldssica. Sua
principal obra, Colecdo Matemdtica, compila e expande conhecimentos geométricos anteriores, além

de apresentar novas descobertas.

4.1 A Trisseccao de um Angulo segundo Papus

No livro IV de sua obra, Papus enfatiza a importancia de utilizar constru¢des geométricas apropria-

das para cada tipo de problema. Ele argumenta que ndo se deve resolver problemas solidos utilizando
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apenas lugares geométricos lineares, assim como problemas planos ndo devem ser solucionados com
métodos so6lidos ou lineares. Com base nesse principio, ele propde uma abordagem especifica para a
trissec¢ao de um angulo, utilizando sec¢des conicas.

Papus considera um angulo AOB inserido em um circulo com centro O. Na Figura 1 ele traca OC
como a bissetriz do angulo e constréi uma hipérbole com A como um dos focos e OC como a diretriz
correspondente, assumindo uma excentricidade igual a 2. O ponto T onde essa hipérbole intercepta a
circunferéncia do circulo possui a propriedade de que o angulo é um terco do angulo . Dessa forma, a
trisseccao do angulo € obtida geometricamente.

Figura 1: Trissec¢do de um Angulo

A abordagem de Papus contrasta com os métodos anteriores de Arquimedes, que utilizou a neusis
(uma construcdo baseada em régua movel) e a espiral para resolver o problema. A utilizacdo das
cOnicas para a trissec¢do do angulo reflete o aprofundamento do estudo das curvas geométricas na
matematica helenistica e influenciou desenvolvimentos posteriores na geometria analitica.

Papus contribuiu significativamente para a teoria das seccdes cOnicas ao empregar propriedades
dessas curvas para resolver problemas classicos da geometria. Seu método de trisseccdo demons-
tra a sofisticacdo dos matematicos alexandrinos e seu compromisso com a busca por construgdes

matematicamente rigorosas e apropriadas ao problema em questao.

4.2 Papus e as Médias Aritmética, Geométrica e Harmonica

Papus de Alexandria, um dos dltimos grandes matematicos da antiguidade, contribuiu significativa-
mente para a geometria e teoria das propor¢coes. Em um de seus estudos sobre médias matematicas,
ele apresentou uma demonstracdo que generalizava conhecimentos anteriores sobre a relacio entre as
médias aritmética, geométrica e harmdnica.

No semicirculo ADC com centro em O Figura 2, como mostrado na figura correspondente,
considere DB 1 AC e BF 1L OD. Papus demonstra que DO representa a média aritmética entre
os segmentos AB e BC, DB € a média geométrica, e DF é a média harmdnica dessas grandezas. A
construgdo desse resultado € feita através de consideragdes geométricas sobre retas perpendiculares e

relacdes de proporcionalidade, alinhadas com a tradigdo matemdtica grega.
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Figura 2: Médias Aritmética, Geométrica e Harmonica

Papus menciona que foi o autor apenas da demonstragdo, atribuindo a construcdo original a um
gedmetra cujo nome nao foi citado. Esse resultado exemplifica a abordagem grega de interligar
conceitos algébricos e geométricos, consolidando o estudo das médias matematicas dentro da tradi¢ao

classica.

4.3 O Teorema de Papus

O teorema de Papus pode ser visto como uma generalizagdo do teorema de Pitagoras. Se ABC
é qualquer triangulo, Figura 3, e se ABDE e C BGF sdo quaisquer paralelogramos construidos
sobre dois dos lados, entdo Papus constroi sobre o lado AC um terceiro paralelogramo ACK L igual
a soma dos dois outros.

Isso se faz facilmente, prolongando os lados F'G' e E'D até se encontrarem em /, depois tragando
H B e prolongando-o até encontrar o lado AC' em J, e finalmente tracando AL e C'K paralelos a
HBJ.

H
f)f,f :

Figura 3: Generalizac¢do do teorema de Pitdgoras

R serd o ponto de intersec¢do de LK com H.J. Os paralelogramos ABDFE e ABH L possuem a
mesma area, devido ao fato de terem o mesmo comprimento de base e altura. O mesmo argumento
se aplica aos paralelogramos BC'FG e BCK H. Analogamente para os paralelogramos ABH L e
AJRL, como também para BCK H e JCK R. Isso ja nos fornece o resultado desejado, pois temos:

Aappre + Apcrc = Aapur + Apckn
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= Aujrr + Ajokr
= Auckr

Esse teorema mostra uma relagdo fundamental entre figuras geométricas associadas a um triangulo,
demonstrando que a soma das dreas dos dois primeiros paralelogramos pode ser transferida para um
unico paralelogramo construido sobre o terceiro lado. Embora seja conhecido como Teorema de Papus,

ha indicios de que Heron de Alexandria ja tivesse conhecimento dessa propriedade anteriormente.

4.4 O Teorema das Tangéncias de Papus

Outro exemplo de generalizacdo encontrada no Livro IV da Colecdo Matemdtica, que também leva
o nome de Papus, estende teoremas de Arquimedes sobre a "faca do sapateiro"Figura 4. O teorema
afirma que, se uma sequéncia de circulos C, Cs, C3, Cy, . .., C),, . .. for inscrita dentro da regido cinza
sucessivamente, todos sendo tangentes aos semicirculos construidos sobre os segmentos AB e AC, e
se cada novo circulo for tangente ao anterior, entdo a distancia perpendicular do centro do n-ésimo
circulo a base da configuracdo € igual a n vezes o didmetro do n-ésimo circulo.

Esse resultado demonstra uma progressao geométrica na disposi¢ao dos circulos inscritos, o que
revela uma importante propriedade de alinhamento e distribui¢ao geométrica dentro de uma construgao
baseada em tangéncias sucessivas. Essa propriedade foi essencial para os desenvolvimentos posteriores
da geometria das tangéncias e da teoria das cadeias de circulos.

O estudo das tangéncias desempenhou um papel crucial no desenvolvimento da matematica,
influenciando as investigacdes sobre configuracdes geométricas complexas. Esse teorema de Papus
serviu como base para avancos na teoria dos circulos e influenciou a matematica islamica medieval,
sendo retomado posteriormente por matemdaticos como Descartes, na formulacao de relagdes algébricas

envolvendo circulos tangentes.

Figura 4: Extencdo do teorema de Arquimedes sobre a faca do sapateiro, por Papus

5 O Papel de Boécio e o Fim da Matematica Antiga

A transicdo da matemadtica antiga para a era medieval foi marcada pelo declinio da tradi¢dao

matematica greco-romana e pela preservacao desse conhecimento em obras selecionadas. Entre os
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personagens fundamentais desse periodo estd Anicio Manlio Torquato Severino Boécio (c. 480 — 524
d.C.), um filésofo e matematico romano cuja influéncia perdurou durante a Idade Média.

Boécio desempenhou um papel essencial na transmissao do conhecimento matemaético classico
para o Ocidente medieval. Seu objetivo era traduzir e comentar obras matematicas e filoséficas gregas
para o latim, permitindo a continuidade desse conhecimento dentro do mundo latino-cristao. Embora
tenha traduzido algumas obras de Euclides e Nicomaco de Gerasa, sua maior contribuicdo foi a
sistematizacdo da teoria dos nimeros e da musica dentro do quadrivium, conjunto das quatro artes
matematicas (aritmética, geometria, muisica e astronomia) que estruturaram o ensino medieval.

A obra matematica mais influente de Boécio foi o tratado De Institutione Arithmetica, baseado nas
ideias de Nicomaco de Gerasa. Esse trabalho apresentou conceitos fundamentais de teoria dos nimeros,
incluindo propor¢des, progressdes e propriedades dos nimeros figurados. No entanto, diferentemente
dos matematicos gregos, Boécio ndo se preocupou com demonstragdes rigorosas, 0 que caracterizou a
matemadtica medieval como uma disciplina mais tedrica e especulativa do que aplicada.

O fim da matemadtica antiga ocorreu com o fechamento da Academia de Platdo em 529 d.C. pelo
imperador Justiniano. Esse evento simbolizou a ruptura entre a tradi¢do matemadtica classica e a
nova era medieval, onde a matematica passou a ser preservada quase exclusivamente pelos estudiosos
cristdos e posteriormente pelos matemaéticos islamicos. Sem a producdo de novos tratados significativos
no Ocidente, a matemadtica grega perdeu seu dinamismo, sendo retomada apenas séculos depois, com a
redescoberta dos textos antigos e sua reintrodu¢do na Europa através do contato com o mundo islamico.

Assim, Boécio representa a dltima figura significativa da matematica cldssica no Ocidente latino
antes do declinio do pensamento matemdtico greco-romano. Sua obra garantiu que 0s conceitos
fundamentais da matemdtica antiga sobrevivessem até a redescoberta renascentista, influenciando

séculos de ensino e estudo matemético na Europa.

6 O Legado da Matematica Grega e a Influéncia Bizantina

A matematica grega, embora tenha declinado no Ocidente ap6s o fechamento da Academia de
Platdo, continuou a influenciar o pensamento matemadtico no Império Bizantino. Os estudiosos
bizantinos preservaram e comentaram as obras cldssicas, garantindo a transmissdo desse conhecimento
para as geracdes futuras.

Durante o periodo bizantino, mateméticos como Tedo de Alexandria e sua filha Hipétia desempenha-
ram um papel fundamental na conservacdo das ideias de Euclides, Diofanto e Ptolomeu. Comentarios
detalhados foram escritos sobre esses textos, assegurando que suas teorias € métodos nao fossem
perdidos.

Um dos mais importantes matemdticos bizantinos foi Miguel Pselo, que viveu no século XI.
Ele estudou e comentou extensivamente as obras matemdticas gregas, além de contribuir para a
reintroducdo do conhecimento cldssico no mundo ocidental durante o Renascimento.

A influéncia bizantina na matematica se deu principalmente através da preservacdo de manuscritos
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e da disseminacdo desse conhecimento para o mundo islamico, que por sua vez o aprimorou e
reintroduziu na Europa séculos depois. A continuidade da tradi¢cdo matemdtica grega dentro do
Império Bizantino foi essencial para a recuperacao e o avanco do pensamento matematico durante o

Renascimento.

Referéncias
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Espaco métrico
Métricas em R™
Bola aberta

Resumo

Os espagos métricos sdo fundamentais na matematica e suas aplicagdes,
fornecendo uma estrutura formal para medir distancias. Neste trabalho,
apresentamos a defini¢do de espaco métrico e exploramos trés métricas no
R™: aeuclidiana, a do taxi e a do maximo. Discutimos as relacdes entre
essas métricas e analisamos a forma das bolas métricas associadas. Por
fim, destacamos aplicagdes dessas métricas em diversas dreas. Para maiores
detalhes sobre espacos métricos, pode-se consultar a referéncia [1], e para
mais informagdes sobre as métricas no R™ e suas aplica¢Ges, consultar a
referéncia [2].
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1 Introducao

Os espacos métricos s@o uma ferramenta essencial na matematica, permitindo a formalizacao do
conceito de distancia em diferentes contextos. Em particular, no espago R", diversas métricas podem
ser definidas, influenciando a forma como a proximidade entre pontos é medida. Neste trabalho,
apresentamos a defini¢do de espago métrico e exploramos trés métricas no R": a euclidiana, a do téxi e
a do maximo. Além de compararmos suas propriedades, analisamos a estrutura das bolas métricas

associadas e discutimos aplicacdes dessas métricas em diferentes dreas da matemadtica e da ciéncia.

2 Espacos métricos: definicao e exemplos em R”

O conceito de espaco métrico é fundamental na matematica e em diversas dreas aplicadas. Em
termos gerais, um espaco métrico € um conjunto equipado com uma funcio distancia, chamada métrica,

que satisfaz certas propriedades fundamentais. Formalmente:

Definicao 2.1. Um espaco métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto ndo vazio e d : M x M —
R, € uma funcdo que associa a cada par ordenado de elementos (x,y) € M um niimero real d(z,y),

chamado distdncia de x a vy, que satisfaz as seguintes condig¢oes para x, y, z € M:

(My) d(z,z) = 0;

(M) se x # y, entdo d(z,y) > 0;
(M3) d(x,y) = d(y,x) (simetria);
(

My) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

Diremos apenas "espaco métrico M ", pressupondo a métrica d a ser considerada. Existem diversos
exemplos de métricas, mas, neste trabalho, estamos interessados em estudar trés métricas no R", cujas

propriedades serdo apresentadas e demonstradas nas se¢Oes a seguir.

3 Meétricas em R"

O conjunto R" consiste em todas as n-uplas (x1, zs, ..., z,), onde z; € R. Existem trés métricas
importantes sobre R”, ou seja, trés maneiras diferentes de definir distancia entre dois pontos em R",
as quais serdo definidas a seguir. Sejam =z = (x1,...,x,) ey = (y1, ..., ¥y,) pontos arbitrarios de R".

Definimos:

* dl(Ly) = \/(331 - 91)2 +.o..+ (mn - yn)2§

° d2<x7y) = ’%1 _yll +.oo ’xn_yn’;

o dy(z,y) = max{|z1 —yi|, ..., |Tn — Ynl}-

Nas subseg¢des a seguir, verificamos que dy, dy € d3 sdo métricas no R™ e discutimos suas aplicacdes.
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3.1 Meétrica d;

A métrica d;, conhecida como métrica euclidiana, é a mais intuitiva e amplamente utilizada para
medir distancias no R". Ela corresponde a no¢do usual de distdncia em linha reta entre dois pontos e é
aplicada em diversas dreas, como fisica, engenharia, computacao gréfica e aprendizado de maquina,
onde a distancia real entre pontos no espago € relevante.

Verificamos que d; é métrica.

Dados z = (1, ..., Zn), Yy = (Y1, -, Yn) € 2 = (21, ..., 2,), temos:

(M) di(2,2) = [ (21— 21 + ...+ (@0 — )P = VOF . T0=0.

(My) Sew # yentdo dy(z,y) = \/ (21 — 1) + ... (w0 —y)® = /(0= 90)* = | — il > 0,
comi € {1,2,...,n}.

(Ms) di(w.9) = /(@1 =)+ (=) = =) (o — 1) = a0, 2).

(My) di(z,2) = \/(z1 — 21)2 + ... + (m, — 2,)2. Agora,
[di(z,2)]2 = (x1—21)%+. . +(n—2)2 = (@1 — 1 + 11 — 21)° +. ..

+
=@ —y)’+2@ —y) (i —2) + W — 20"+ (T — Yn) 2 (@0 — Yn) (Yo — 20) +
+ (Yo — 20)° < (@1 —w)" +2 (Vo — y1)2 (V1 — 21)2 -2+t (@)
+2 (\/xn - yn)2 (\/yn - Zn)z + (yn - Zn>2

= [d1($, y) + dl(yv Z)]Q'

(xn — Un + Yn — Zn)2
(

A desigualdade da expressdo acima acontece gracas a desigualdade de Cauchy-Schwarz (a de-
monstracdo dessa desigualdade vocé encontra no Teorema 1.7 do Capitulo 1 de [2]). Assim, obtemos
[di(z, 2)]? < [di(z,y) + di(y, 2)]*>. Como di(z, z), di(x,y) e di(y, 2) pertencem a R, segue que
dy(z,2) < dy(z,y) + di(y, 2).

Também € possivel demonstrar essa desigualdade triangular utilizando espacos vetoriais normados,
associando a métrica d; a um espaco com produto interno. A defini¢do e as propriedades desses

espagos métricos podem ser encontradas no Capitulo 2, entre as paginas 41 e 44 de [1].

3.2 Meétrica d>

A métrica d,, quando aplicada em R?, € conhecida como distancia do tdxi, também chamada de
métrica Manhattan ou L. Ela mede a distdncia como a soma dos deslocamentos absolutos em cada
eixo, semelhante ao percurso de um taxi em ruas organizadas em uma grade ortogonal. Essa métrica é
amplamente utilizada em problemas de otimizacao e roteamento, como no planejamento de rotas em
cidades com estrutura em grade.

Verificamos que d» satisfaz as propriedades de uma métrica.
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(My) do(z,2) = |27 — 21| + ... 4 |20 — 20| = [0] + ... + 0] = 0.

(M) do(z,y) =|z1 —wi| + .o+ |20 — yu| > |2s — yi| > 0, comi € {1,2,...,n}.

(M) do(z,y) = lzr =yl + ..+ o0 =yl = [ — 21+ + |yn — 20| = da(y, 2).

(Ma) do(w,2) = oy — 21+ A fon — 2ol = 21 =g+ o1 —21] + o 4 B0 = Yo+ Y0 — 20| <
Slzr—wml+ vy — 2+ 2 = vl + [Yn — 20| = do(z,y) + da(y, 2),

A desigualdade na express@o acima decorre da desigualdade triangular, que afirma que |z 4 y| <
|z| 4+ |y| (cuja demonstragdo pode ser encontrada no Teorema 1.6 do Capitulo 1 de [2]). Assim,
obtemos do (1, 2) < da(x,y) + da(y, 2).

3.3 Meétrica d;

A métrica d3, conhecida como métrica do maximo, também chamada de métrica suprema ou
L., mede a distancia como a maior diferenca em qualquer coordenada entre dois pontos. Ela tem
diversas aplicacdes, aparecendo em anélises de supremos e infimos, além de ser util em problemas que
envolvem limites maximos entre coordenadas.

Verificamos que d3 satisfaz as propriedades de uma métrica.

(M) ds(z,z) = max{|zy — 1|, ..., |Tn — zu|} = max{|0],..., |0} = max{0,...,0} = 0.
(Ms) ds(z,y) = max{|z1 — 1|, .., |Tn — Ynl} > |zi —ys| > 0,comi € {1,2,...,n}.
(Ms) ds(z,y) = max{[z; — |, ..., |00 —yul} = max{[ys — 21|, ..., |yn — 2|} = ds(y, 7).
(My) |z; — yi| = max {|z1 — 1|, ..., |20 — yn|} = d3(x,y), paraalgumi € {1,2,...,n}
ly; — zj| = max {|ly1 — 21|, ..., |yn — 20|} = d3(y, 2), paraalgum j € {1,2,...,n}
|z — zx| = max {|z1 — 21|, ..., |zn — 2a|} = ds(z, 2), paraalgum k € {1,2,... ,n}
Assim, d3(x, z) = max {|x1 — 21|, ..., |0 — 20|} = |2k — 26| = |28 — Yk + Y + 2] -

Utilizando a desigualdade triangular, temos:
ds3(z,2) < |og — ye| + lyx + 26| <20 — vl + |y; + 25 = ds(,y) + ds(y, 2).
4 Relacao entre as métricas di, ds e d3

As métricas dy, dy e d3, no espago R"”, satisfazem a seguinte desigualdade para quaisquer pontos
r=(x1,...,2) ey = (Y1, ,Yn):
dd(l',y) S dl(xay) S dZ(xvy) S n- d3($7y)

A seguir, provamos cada uma dessas desigualdades separadamente.
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e Primeira desigualdade: ds;(z,y) < di(x,y)

Por defini¢do, a métrica d; (z, y) é dada por di(z,y) = /(z1 — y1)® + ... + (¥, — y»)? 0Ou, equi-

valentemente, [dy(z,y)]> = (z1 —y1)> + ... + (2, —yn)? = Z(ml — ;)%
i=1

Para a métrica d3, existe um indice j € {1,2,...,n} tal que
d;:,(x,y) = max{]xl - y1|7 ey ‘In - yn|} = |‘T - y]’
Consequentemente, temos [d3(z,y)]? = |z; — y;|* < Z z —yi)? = [di(z, )]

Como dy(z,y) e d3(z,y) pertencem a R, podemos extralr a raiz quadrada em ambos os lados,
obtendo a desigualdade desejada: ds(z,y) < di(z,y).
e Segunda desigualdade: d;(z,y) < ds(z,y)

Consideramos a; = |z; — y;|,com z;,y; € Rei = {1,2,...,n}. Pela Proposi¢do 1.15 do Capitulo

1 de [2], temos que:

n n n 2
Z|$i_yi‘2+2' Z|$i—yi|'|$j—yj| = <Z|Iz_yz’> :
=1 i i=1

i<j
Como
D lwi— il -z —yl| >0
i=2
temos que
Z|$i_yi‘2 SZ’%—%|2+2' Z|xi—yi|'|$j—yj|

=1 =1 =1
i<y
Assim, temos:

n n 2
dl ZL’ y Z |sz yz|2 < Z |xz yz|2 + 2- Z |xz - yz| . |xj - yj| - [Z |xz - yz|] - [dQ(xay)]2'
=1 i=1
) =2

Como dy(z,y) e do(z,y) pertencem a R, podemos extrair a raiz quadrada em ambos os lados,
obtendo d; (z,y) < da(x,y).
e Terceira desigualdade: ds(z,y) < n - ds(z,y)

Sabemos que d3(z,y) = max{|z1 — 1|, ..., |Tn — Ynl} = |75 — Y5,

Ou seja, paratodo i € {1,2,...,n}, temos que |z; — y;| > |z; — ;|- Logo,
da(@,y) = |z1 —yu| + ..+ [0 — gl Sy — g = n - ds(x,y).

Concluimos que da(x,y) < n - ds(z,y).
Assim, todas as desigualdades foram demonstradas, evidenciando a relagdo entre as métricas d;,
ds e d3 no espaco R™. Isso significa que, embora as métricas possam fornecer diferentes valores

numéricos para a distancia entre dois pontos, elas induzem a mesma topologia em R”. Em outras
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palavras, uma sequéncia de pontos que converge em uma dessas métricas também converge nas outras.

S5 Bolas e esferas

Definicao S5.1. Seja a um ponto no espaco métrico (M,d), e r > 0 um niimero real. Definimos:
* Bola aberta: B(a;r) ={x € M | d(z,a) <r}.
* Bola fechada: B(a;r) ={x € M | d(z,a) < r}.
» Esfera S(a;r) ={x € M | d(x,a) =1}

As bolas s@o subconjuntos fundamentais em um espaco métrico, definidos por um centro € um
raio, com formas que variam conforme a métrica utilizada. A seguir, exploraremos as bolas e esferas
associadas as métricas d, ds e ds no espaco R?, que oferecem uma representacdo visualmente mais

acessivel do que em dimensdes superiores.

5.1 Bola e esfera na métrica euclidiana d;

Considerando o centro a = (a1, as) € R2, pela métrica d; temos:
B(a;r) = {(z1,72) € R? | di((21,72), (a1,a2)) < 7}, ou seja,
di (21, 22), (a1,a2)) <7 = /(11 —a1)? + (22 — a2)? <7 <> (11 — a1)* + (22 — a2)? < 12

E f4cil notar que essa inequacao representa o interior de uma circunferéncia de centro a e raio r,

ou seja, a bola aberta na metrica euclidiana.
A bola fechada na métrica euclidiana d; representa o circulo (a unido da circunferéncia e de seu
interior) de centro a = (ay, as) € raio r no R?. Graficamente, a esfera associada & métrica d; representa

a circunferéncia de centro a = (ay, a) € raio r no plano R

5.2 Bola e esfera na métrica do taxi d,

Considerando o centro a = (ay, as) € R?, pela metrica dy temos:
B(a;r) = {(w1,72) € R* | dy((21,2), (a1,a2)) < 7}, ouseja
do ((z1,22), (a1,a2)) <1 <= |x1 — a1| + |ra — ag| < 7.

Fazendo o estudo da equagdo |x; — ai| + |x2 — as| = r, temos:

xr1 — ay, se X1 > ay
|71 —a1| =

—x1 4+ a1, sex; <ay

To — ag, Se Lo > ag
|79 — as| =

—x9 + ag, S€e Ty < ao.
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Portanto, devemos analisar as seguintes situacdes:
(1) se x1 > a1 € xo > ay entdo
|ty —a1| +|ze —asl =rex1 —ay + 22 —as =r & x9 = —x1 + a1 +ag + 1]

(i) se x1 > a1 e To2 < as entdo

|t1 —a1|+|ze —ag| =r<= 11 —a1 —xstay =T <= 19 =11 — a1 +ay — T;
(i11) se 1 < aj € T9 > a9 entdo

|t —a1]| + |xe —ag] =r <= —x1+ a1+ 23 —ay =1 S 19 =11 —ay; + az + 1}
(iv) se r1 < ay e xo < as entdo

]xl—a1|—|—|x2—a2\ =r<— —IT1+a —To+ay=Tr<—Ty=—T1+a+ax—T.

Note que as equagdes das retas possuem coeficiente angular igual a 1 nas situacdes (ii) e (iii). Ou
seja, essas retas sdo paralelas. Por outro lado, nas situagdes (i) e (iv), o coeficiente angular € igual a
—1, 0 que também indica que essas retas sio paralelas. Além disso, as retas das situagdes (i) e (iv) sdo
perpendiculares as retas das situacdes (ii) e (iii).

Igualando as equagdes das retas perpendiculares, podemos encontrar os pontos de intersecao

(a1 +r,a2), (a1,as + 1), (a1 —r,as), (ay,as — 7).

Dada a equagdo |z, — a1| + |xe — as| = r, podemos concluir que a esfera S(a; r) na métrica do
taxi d, € representada geometricamente pelos lados de um quadrado cujas diagonais medem 2r, sendo
paralelas aos eixos coordenados. O centro desse quadrado estd em a = (aq, as), e seus vértices estdo
localizados nos pontos (a; + 7, az), (a1, as + ), (a1 — 7, as) € (a1, ag — ). Além disso, a bola aberta
¢ representada pelo interior desse quadrado, enquanto a bola fechada na métrica do taxi € representada
pelo quadrado completo, incluindo seu interior e bordas, com centro em a = (aq, as), e diagonais de

comprimento 27, também paralelas aos eixos coordenados.

5.3 Bola e esfera na métrica do maximo d;

De maneira andloga a explicacdo anterior, vamos determinar a esfera S(a; r) considerando o centro
a=(ay,as) € R?, pela metrica d3. Assim, temos:
S(a;r) = {(x1,22) € R? | d3 ((71,22), (a1,a2)) =1}, ou seja,
lz1 —ay| =71e vy —an| <,
ds ((z1,x2), (a1,a9)) =17 <= max {|r; — a1|,|r2 — as|} =r <= ¢ ou
|r1 —a1| < relzy —as| =
e Situagdo 1: |z —aq| =re|ry —as| <1
g —ag| <r<= —r<zy—ay<r<=ay—r <z <as+r.
Como devemos ter, simultaneamente, |1 — a1| = 7 e |x2 — as| < r, a regido serd representado
por |x; — ai| = r no intervalo [ay — r, as + 7|, ou seja:

—ser1>a = |t —a|=r<=rn—a=r<x =a +r;

-ser<ap = |x1—a|=r<= -—n+a=r<zx=a —r.
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o Situagdo 2: |z —ay| < re|re —as| =1

Ty — | <r<—= —r<z—a<r<=a-r<z<a+r.

Como devemos ter, simultaneamente, |x; — a;| < 7 e |ry — as| = r, a regido serd representada
por |xy — az| = r no intervalo [a; — r,a; + r ], ou seja:

—Sery>ay = | —ay| =r <= 29— ay =1 <= 19 =ag+7;

—sexy <Ay = |Ty—ay| =T <= —xotay =T <= T9 =0ay —T.

As equacOes geradas nas duas situagdes representam retas. As retas da primeira situacio sao
paralelas ao eixo y, enquanto as da segunda sdo paralelas ao eixo x. As intersecOes dessas retas
perpendiculares ocorrem nos extremos dos intervalos, nos pontos (a; + r,as + 1), (ay + r,as — r),
(ay —ryag+1)e(ay —ryag—r1).

Portanto, a esfera S(a;r) na métrica do méaximo ds é representada geometricamente por um
quadrado de centro a = (a1, as), com lados de comprimento 2r e vértices nos pontos (a; + 7, as + r),
(ay +71ya0 — 1), (a1 — 1,00 + 7)€ (a1 — 1,09 — 7T).

A bola aberta na métrica do méximo € representada pelo interior desse quadrado, enquanto a bola

fechada € representada pelo quadrado inteiro, incluindo as bordas.

6 Conclusao

A teoria dos espacos métricos fornece uma estrutura essencial para o estudo da distancia e da
convergéncia em diversos contextos matemadticos. No caso do espago R", métricas como a euclidiana,
do taxi e do maximo fornecem diferentes maneiras de medir distancias, cada uma com suas proprias
propriedades e aplicacdes. Apesar de distintas, essas métricas preservam a mesma topologia, permitindo
flexibilidade na escolha da mais adequada para um problema especifico. A compreensdo dessas
métricas e de suas implicagdes geométricas € essencial para aplicacdes em andlise, otimizagdo, ciéncia

da computacdo e inteligéncia artificial.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo introdutério dos semigrupos nu-
méricos, explorando suas propriedades fundamentais e sua relagdo com o
Problema de Frobenius. Para isso, foi realizada uma revisao de artigos acadé-
micos sobre o tema, com énfase na estrutura e nas propriedades das cadeias
infinitas de semigrupos numéricos. Essas cadeias sao formadas a partir da
remog¢ao controlada de geradores minimais, criando sequéncias infinitas de
semigrupos com caracteristicas estruturais particulares. A andlise permitiu
compreender como essas cadeias preservam e modificam propriedades como
género e conjunto de lacunas. Os resultados obtidos contribuiram para uma
melhor compreensao dos padrdes existentes na formagdo dessas cadeias e
suas implicagdes dentro da teoria dos semigrupos numéricos. Conclui-se
que o estudo dessas cadeias fornece uma ferramenta ttil para a andlise
da estrutura dos semigrupos e pode ter aplicagdes em diferentes areas da
matematica.
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1 Introducao

Seja Ny o conjunto dos inteiros ndo negativos. Dizemos que S C Ny é um Semigrupo Numérico
se contém o zero, é fechado sob a adi¢do e possui complementar finito, isto €, o conjunto Ny \ S é
finito. Eles aparecem naturalmente em diversas dreas da matemadtica, incluindo teoria de nimeros,
dlgebra e geometria algébrica.

Um problema classico associado aos semigrupos numéricos € o Problema de Frobenius, que
busca determinar o maior nimero natural que ndo pode ser representado como combinag¢do linear ndo
negativa de um dado conjunto de geradores.

Por exemplo, suponha que, em um pais ficticio, as Unicas cédulas disponiveis sejam de 4 e 5
unidades monetdrias. O conjunto de valores que podem ser pagos exatamente com essas cédulas
forma o semigrupo numérico S = (4, 5), composto por todas as combinagdes da forma 4a + 5b, onde
a, b sdo inteiros nao negativos. O problema central de Frobenius consiste em determinar o maior
valor que ndo pode ser obtido com essas notas. No caso de S = (4,5), esse valor é 11, pois ndo ha
nenhuma combinag¢do ndo negativa de 4 e 5 que resulte em 11, enquanto qualquer niimero maior pode
ser representado.

Um tépico de particular interesse € a formacao de cadeias infinitas de semigrupos numéricos, nas
quais cada semigrupo "gera"o seguinte, formando uma sequéncia infinita de semigrupos. Essas cadeias
permitem estudar propriedades fundamentais dos semigrupos numéricos, como seu género € nimero

de lacunas.

2 Nocoes Basicas

Dado um conjunto finito A = {ay,as,...,a,} C N, tal que o mdc(ay,...,a,) = 1, podemos

definir o semigrupo numérico gerado por A da forma
S = (a1, a2,...,a,) = {May + Xaag + - + Ayan | A € No}.
Exemplo 2.1. Seja g € Ny. Entdo, definimos os semigrupos O, e H, da seguinte forma:

O,={0,9+1,0+2,9g+3,...} =(g,9+1,...,2¢g—1)

Note que No \ O, = {1,2,3, ..., g}. Este semigrupo é chamado de Ordinario.

H,=1{0,2,4,6,8,...,29—2,29,29+1,...} = (2,29 + 1)
Note que Ny \ H, = {1,3,5,7,...,2g — 1}. Este semigrupo é chamado de Hipereliptico.

A seguir, apresentaremos alguns invariantes dos semigrupos que nos ajudardo a estudar sua

estrutura.
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Definicao 2.2. Seja S um semigrupo numérico, entdo temos que

* O menor conjunto {ay, ...,a,} C Stal que S = (ay,...,a,) é chamado de sistema minimal

de geradores, e sua cardinalidade, denotada por e(S), é chamada de dimenséo de S;
* O conjunto de lacunas de S é o conjunto G(S) = Ny \ S;

* O género de um semigrupo é o nimero de lacunas que ele possui. Denotamos por g(S) =

#G(5);

* A multiplicidade de um semigrupo é o menor elemento ndo nulo pertencente a S, e denotamos

porm(S) =min(S \ {0}),

* O maior niimero natural que ndo pertence a S é chamado de nimero de Frobenius. O
denotamos por F(S) = max G(S);

* O condutor de um semigrupo é dado por ¢(S) = F(S) + 1;

* Os geradores minimais de S que sdo maiores que o condutor, sdo chamados de geradores
efetivos. Os geradores minimais que sdo menores que o condutor sdo chamados de geradores a

esquerda.

Exemplo 2.3. Seja o semigrupo numérico O, = {0,9 + 1,9 + 2,9 + 3,...}, entdo temos que
G(O,) ={1,2,...,9},9(0y) = g,m(Oy) = g+ 1, F(Oy) = g,¢(0y) = g + 1.

Exemplo 2.4. Seja o semigrupo numérico H, = {2,4,6,8,...,2¢9,2g + 1,29 + 2, ...}, entdo temos
que G(H,) ={1,3,5,...,29 — 1},9(H,) = g,m(H,) =2,F(H,) =29 — 1,¢(H,) = 2g.

3 C(Cadeias Infinitas

Nesta secdo estudaremos as cadeias infinitas de semigrupos numéricos. O estudo de cadeias infinitas
foi inicialmente estudado por Bras-Amords e Bulygin em [2]. Um descendente de um semigrupo S é
obtido de S tirando um a um seus geradores efetivos. Desta forma, podemos construir cadeias que, em
alguns casos, sdo infinitas e, em outros, nao.

A seguir apresentamos um resultado de M. Rosas-Ribeiro e M. Bras-Amor6s [ |, Teorema 3.4]
que estabelece que o maior divisor comum das lacunas de um semigrupo numérico € crucial para

determinar se o semigrupo pertence a uma cadeia infinita.

Teorema 3.1. Seja A um semigrupo numérico ndo ordindrio com enumeracdo \, género g e condutor

¢, e seja d o mdximo divisor comum de A1, . .., A.—q—1. Entdo,

a. Um semigrupo A\ pertence a uma cadeia infinita se, e somente se, d # 1.

b. Se d = 1, entdo o descendente de A com maior género é gerado pelas lacunas de A.
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c. Sed # 1 edndo é primo, \ pertence a um niimero infinito de cadeias infinitas.

d. Se d for primo, o niimero de cadeias infinitas a que N\ pertence é um mais o niimero de

descendentes do semigrupo gerado pelas lacunas divididas por d.

Esses resultados fornecem uma caracterizagdo profunda das cadeias infinitas e sua formagao a

partir das lacunas de semigrupos numéricos.

4 Exemplo de Cadeias Infinitas de Semigrupos Numéricos

A seguir, mostramos alguns exemplos de cadeias infinitas de semigrupos numéricos seguindo o

processo indicado:
Exemplo 4.1. Cadeia gerada pelo Semigrupo (3,5, 7).

(3,5,7)
c=25

A sequéncia formada é uma representacdo de uma cadeia infinita de semigrupos numéricos.

Exemplo 4.2. Cadeia gerada pelos semigrupos ordindrios.

2,3)
c=2
o ~
(2,5) (3,4,5)
c=4 c=
e ~
(3,5,7) (4,5,6,7)
c=25 c=4
o N
(4,6,7,9) (5,6,7,8,9)
c= c=25
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Exemplo 4.3. Cadeia gerada pelos semigrupos hiperelipticos.
(2,3) 2,5) 2.7) 2,9) (2,11)
c=2 c=4 c=6 c=38 c=10

5 Consideracoes finais

O estudo de cadeias infinitas de semigrupos numéricos proporciona uma compreensao mais
profunda das suas propriedades algébricas. Os exemplos apresentados ilustram como os semigrupos
podem ser formados e como a estrutura de cadeias infinitas pode ser aplicada para analisar semigrupos

numéricos em diferentes contextos.
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Resumo

Este trabalho apresenta o Calculo Fraciondrio de Caputo, destacando sua
formulagdo matemédtica e aplica¢des praticas. A derivada fraciondria de
Caputo € definida via integracdo fracionaria de derivadas inteiras, preser-
vando condig¢des iniciais fisicamente interpretaveis. Aliada a transformada
de Laplace, simplifica a resolucdo de equacdes diferenciais fraciondrias,
Cleulo Fraciondrio. convertendo operadores ndo locais em expressoes algébricas. As fungdes
Derivada Fraciondria de Caputo. de Mittag-Leffler, generalizacdes da exponencial, emergem como solugdes
Fungdes de Mitagg-Leffler. fundamentais, capturando comportamentos de memoria.
Essa técnica serd aplicada ao Oscilador Harmoénico Fracionario (ordem
1 < a < 2) e a Equagdo Logistica Fraciondria (ordem 0 < o < 1), onde a
substituicdo da derivada cldssica por uma derivada fraciondria introduz efei-
tos de memoria. Ambos 0s casos recuperam as solucdes tradicionais quando
« tende ao valor do caso inteiro, validando a consisténcia da abordagem.

Palavras-chave
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1 Introducao

O Ciélculo Fraciondrio representa uma extensao notavel do cdlculo tradicional, permitindo a
generalizacdo de operacdes de diferenciaco e integracdo para ordens ndo inteiras. Essa drea demonstra
capacidade para modelar fendmenos complexos em diversos campos cientificos, proporcionando
modelos mais precisos na representacao de processos com memdaria e comportamentos nao locais.

A evolucao histérica desse campo foi marcada por contribui¢des de diversos matemdticos que
buscavam estender as no¢des de derivadas e integrais. Entre as formula¢des mais significativas do
Calculo Fracionério encontram-se as defini¢des de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov, Weyl,
Riesz, e notadamente, a formulacdo de Caputo [3]. Cada uma dessas abordagens oferece perspectivas
distintas sobre como generalizar as operagdes do cdlculo para ordens arbitrdrias, com vantagens
especificas dependendo do contexto de aplicacdo.

O presente trabalho explora especificamente a formulacdo de Caputo e suas aplicacdes em modelos
classicos como o Oscilador Harmdnico e a Equagdo Logistica, evidenciando como essa abordagem

amplia o poder descritivo da matemdtica para fendmenos naturais.

2 Definicoes e Resultados Preliminares
Nesta secdo, estdo contidas defini¢des e resultados pertinentes que servirdo de auxilio para definir
o Calculo Fraciondrio segundo Caputo e solucionar equagdes diferenciais fraciondrias.

Definicao 2.1. Seja f uma funcdo definida no intervalo 0 < t < co. Chama-se Transformada de

Laplace de f, denotada por L[f(t)] ou F (s), a fungdo definida pela integral imprdpria

/ e " f(t)dt, paras >0,
0

se ela existir. Nesse caso, s é chamado de parametro da transformada.

Teorema 2.2. Seja f uma fungdo tal que f, f', f", ..., f™V sdo continuas e f™ é continua por
partes em qualquer intervalo 0 < t < A. Suponha, além disso, que existem constantes K, a e M tais
que [f(t)| < Ke®, |f'(t)] < Ke®,...,|f™(t)] < Ke® parat > M. Entdo, L[f"™(t)] existe para

s > a e € dada por

LIFM )] = s"LIf(t)] — s" D f0) — - = sf72(0) = f1(0).

Demonstragcdo. A demonstra¢do pode ser encontrada em [ 1], Coroldrio 6.2.2. |

Teorema 2.3. Sejam f(t) e g(t) duas fun¢des de ordem exponencial o e f3, e com transformadas de
Laplace F(s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0, 00). A transformada de Laplace da convolugdo
de f e g é dada por

LI(f *g)(t)] = F(s)G(s).
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Demonstragcdo. A demonstracdo pode ser encontrada em [ ], Teorema 6.6.1. |

A seguir, abordaremos a familia de fun¢cdes de Mittag-Leffler, que € um frequente conceito ao

analisar modelos diferenciais de ordem ndo inteira.

Definicao 2.4. Seja o > 0. A Fungdo de Mittag-Leffler de um parametro é dada pela série

Teorema 2.5. Se s* > |al, entdo

Demonstracdo. Da defini¢do de Transformada de Laplace e da Funcdo de Mittag-Leffler, segue que

o0

L :l: toz / —st - :i:CL ktak /OO tak —stdt
a E E e .
C(ak+1) 1 ak + 1)
A integral dentro da soma é a Transformada de Laplace de t**, que é dada por

& I'(ak +1
/ ok o—st gp M_
0

Sak+1

Assim, obtemos

2 - * T(ak+1) = (Fa = [ +a\"
R e i == D D= S ) 9 =) I
k=0 k=0 k=0

Essa é uma série geométrica com razio 2. Se |s®| > |al, a série converge para

i (:I:a)k 1 s

— 5% ¥ 5% s*Fa
Finalmente, substituindo esse resultado na Equacao (1), obtemos

1 s~ st
L[E,(+at®)] = - - = :
[ a( “ )] s Ss*Fa S*Fa [ |

3 Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

Com o objetivo de definir a integral de ordem ndo inteira segundo Riemann-Liouville, consideremos

I:// / /  f()dt. .. drad,
0 0 0 0
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na qual f é uma fungdo real e continua no intervalo [0,al, a > x en € N.

Segundo [3], € possivel reescrever o lado direito da igualdade acima como

[ / Kol ) f (1),

na qual o nicleo K, (z,t) € uma funcio de n, x e t dada por

_ (r— )1 _ (r— t)ynt
Kalet) = 0= = Ty

Observe que essa tltima expressdo de K, (z, t) estd bem definida para n > 0. Assim, podemos definir

JY f(x), para todo v tal que v > 0, por

T () = / "I (o, 1) f (). @)

Essa é chamada de integral fracionaria de Riemman-Liouville de f de ordem v, isto é

I f(x) = % / " — 0 (1)

4 Derivada Fracionaria de Caputo

Tendo-se definida a integral fraciondria de Riemann-Liouville, é possivel introduzir a derivada
fraciondria de Caputo. Vale ressaltar que, embora existam diversas definicdes para integrais e derivadas
fraciondrias, veremos apenas a de Caputo aqui. Isso se da pela maior simplicidade dos cédlculos com

Caputo ao resolver equacdes diferenciais fraciondrias.

Definicao 4.1. Sejam 5 € R tal que 5 > 0, n o menor inteiro maior que 3 e v = n — (3, ou
seja,0 < v < 1. Nessas condicoes, a derivada de ordem 3 de f, segundo Caputo, denotada por D?, é

definida como
DIf(t) = J"[D"f(t)],

onde D denota o operador derivacdo. Ainda, podemos escrever

1 t
— [ t—2)" P (a)de, n—-1<f<n
Brpy = Tn—=5) /
D) =9 " 0 (3)
i (t), p=n.

E notivel que essa defini¢do recupera o caso inteiro quando 5 = n, ou seja, a derivada de ordem
inteira estd contida na derivada fraciondria de Caputo. Além disso, essa definicdo requer integrabilidade
da derivada de ordem n da funcdo f. Essa hipdtese serd assumida como satisfeita sempre que o operador
D? for utilizado.
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4.1 Transformada de Laplace

Agora, iremos calcular a transformada de Laplace da derivada fraciondria de Caputo, resultado que
nos permitird resolver equagdes diferenciais fracionarias com facilidade. Notemos inicialmente que a

derivada de Caputo pode ser escrita como a convolucdo de duas fungdes, da seguinte forma:

B _ 1 ' _ \n—B-1p(n) _ 1 n—3B-1 (n)
DI = gy [ (=2 O e = s () (1)
Pelo Teorema 2.3 e sabendo que L[t" A1 = %Z—f[f), temos que
£DEF0) = g UL 0] = S LU 0] = LV OL @

5 Modelos de Equacoes Diferenciais Fracionarias

Nesta secdo, serdo apresentados modelos mateméticos em uma abordagem fraciondria, com

proposito de analisar e comparar os resultados com os modelos cldssicos de ordem inteira.

5.1 Oscilador Harmonico

Utilizando a 2° Lei do Movimento de Newton aplicada a sistemas ciclicos, tem-se que a equacao

2
m%x(t) + ,u%x(t) + kx(t) = g(t)

descreve o deslocamento/alongamento de um corpo de massa m, desde a posi¢ao de equilibrio até o
instante ¢, com forca eldstica -kz(t) (de acordo com a Lei de Hooke), forca de amortecimento -2 (t)
e uma forga externa g(t), onde p e k sdo constantes positivas, sendo k a constante eldstica da mola.

Para o caso particular em que ndo h4 atrito ou forgas externas, a equacao pode ser escrita como

d2

—(t) +wer(t) =0, (5)

onde w? € a razdo entre a constante eldstica e a massa. As condi¢des iniciais s30 z(0) = zg e 2/(0) = 0.
Substituindo em (5) a derivada de ordem 2 pela derivada fraciondria de Caputo de ordem «, tal que

1 < a < 2, obtém-se a seguinte equagdo diferencial fraciondria
Dgx(t) + wx(t) = 0,

onde w2 = w®, mantendo-se as mesmas condi¢des iniciais que (5). Agora, aplicando a Transformada

de Laplace e dispondo de sua linearidade, segue que

L[Dgx(t)] +w*Llz(t)] = 0.
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Pelo resultado (4) e pelo Teorema 2.2, tem-se

0= s*2L[D?*x(t)] + w*L[x(t)] = s 2[s*L[x(t)] — s2(0) — 2/(0)] + w*L]x(t)]
= s*L[z(t)] — s* 2(0) — s* 22/ (0) + w*L[z(t)].

Denotando X (s) = L[x(t)] e substituindo as condi¢des iniciais, conclui-se que

X(s) = —2(0) + ————2'(0) = ———x.

SOC_I_WOC Sa+wa Sa+wa

Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos que

x(t) = xoEo(—wt®).

oscilagdo

L 1

tempo

Figura 1: Curvas de z(t) parazg = l ew = 0.8

Na Figura 1 estdo contidos alguns gréficos de z(t) para diferentes valores da ordem «. E possivel
verificar que quando « tende a 2, a solucao do oscilador harmdnico fracionério tende para a soluciao do
oscilador harmonico simples. De fato, basta ver que

lim z(t) = 29 By (—w?t?) = x4 cos(wt).
a—2
Um fendmeno também observével pela Figura 1 é que ao diminuir a ordem da derivada fraciondria,

obtém-se como solu¢do uma fungdo com comportamento similar a um oscilador harménico amortecido,

ou seja, com atrito.

5.2 Equacao Logistica de Verhulst

A Equacdo Logistica de Verhulst ¢ um modelo matemético de crescimento populacional, com

aplicacdo em ambientes restrito em recursos. Ele prevé um crescimento populacional limitado, uma vez

33 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

que, quando a populagdo atinge a capacidadede suporte do ambiente, seu comportamento estabiliza.

O modelo logistico possui a seguinte equagdo diferencial ordindria

%v(t) =k (1 - U(t>> , (6)

r

onde k € a taxa de crescimento populacional, r € a capacidade de suporte, e N(t) = v~!(t) representa
o nimero de individuos.
Substituindo em (6) a derivada de ordem 1 pela derivada fraciondria de Caputo de ordem «, tal que

0 < a <1, obtém-se a equacdo do modelo logistico fracionario:

r

Dou(t) = k (1 - v(t)) | 0

Aplicando a transformada de Laplace e dispondo de sua linearidade, bem como do resultado (4) e do

Teorema 2.2, temos

£IDS0(1)] = S £1) — kefo(t)] = s [$V(s) ~v(0)] = b [é - V(s)}

o= [ 2] -2 (=) 5]

—1

‘4 s71 1 s¢
jaque k T =

o TE = Segue do Teorema 2.5 que a solu¢do da equacdo diferencial fraciondria (7) é

o(t) = % + [Um) - H Eo(—kt?).

Portanto, o nimero de individuos em funcdo do tempo é

‘‘‘‘‘

Figura 2: Curvas de N (t) para v(0) = 0.008,k = 0.8 e r = 1200
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Na Figura 2 estdo retratados alguns graficos de N (t) para diferentes valores da ordem «. Note que,
quando a ordem de « tende a 1, o caso inteiro € um caso particular do caso fraciondrio. De fato, basta

ver que

1
a—1 ®) % + [U(O) — H e—kt

uma vez que a funcio de Mittag-Leffler € uma generalizagcdo da fungdo exponencial.
Outro fendmeno € que a modelagem fraciondria apresenta 0 mesmo valor suporte que a modelagem
usual de ordem inteira. B possivel provar que, se 0 < «a < 1, entdo limy;_,, E,(—kt*) = 0 (ver [2], p.

35) e, portanto,
lim N(t) =r,

t—o00

ou seja, para qualquer valor de 0 < o < 1, todas as solugdes convergem para o valor suporte 7.

6 Consideracoes Finais

Em suma, este trabalho demonstrou a relevancia do Calculo Fraciondrio de Caputo como ferramenta
para modelagem matematica. A aplicacdo da derivada de Caputo, aliada a transformada de Laplace e as
funcdes de Mittag-Leffler, permitiu obter solugdes analiticas para o Oscilador Harmoénico e a Equagao
Logistica, revelando comportamentos ausentes nos modelos classicos. A metodologia apresentada abre
portas para andlises mais precisas de sistemas complexos com memoria e ndo localidade, ampliando a

capacidade descritiva em diversas dreas da ciéncia e engenharia.
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Resumo

A dindmica linear € uma 4rea da matemadtica que vem recebendo muita
Palavras-chave aten¢do nos ultimos 40 anos. Podemos descrever a dindmica linear como o
ponto de encontro entre duas outras dreas: a Andlise Funcional e os Sistemas
Dinamicos. Neste trabalho, exploraremos o conceito de caos de Devaney
1. Dindmica linear o linear em uma classe operadores lineares definidos em espacos de sequéncias
§ ]é?; 29;)2 g:zgz;nmas absolutamente p-soméveis, mais precisamente os operadores shift com peso
varidvel. Para isso, enunciamos alguns resultados da teoria de Analise
Funcional e Sistemas Dindmicos e entdo obtemos que a existéncia de um
ponto periédico ndo trivial € uma condi¢do suficiente para a caoticidade
desses operadores.

36 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

1 Introducao

Na dindmica linear, buscamos estudar conceitos da teoria de Sistemas Dinamicos em espacgos
vetoriais. Desta forma, trabalharemos com espagos vetoriais normados completos, conhecidos como
espacgos de Banach, sobre um corpo K, onde K = C ou R. Primeiramente, vemos uma breve introdugdo
sobre sistemas dinamicos com foco no caos de Devaney no contexto da dinamica linear. Em seguida,
definimos uma generalizacdo dos espagos cldssicos de sequéncias ¢, e os operadores shift com peso
varidvel. Em vez de demonstrar a caoticidade dos operadores shift com peso diretamente, provamos
condicdes para o caos dos shifts sem peso em espagos de sequéncias com peso associados. Por fim,
obtemos o resultado principal por meio de uma relacao de equivaléncia que preserva a caoticidade
desses operadores. O ultimo resultado € enunciado em uma forma mais geral em [4]. Entretanto, nos

restringimos aos espagos cldssicos de sequéncias, assim como em [ |].

2 Dinamica linear

Nesta secdo, apresentamos alguns conceitos basicos de dinamica linear necessarios para o caos de

Devaney.

Definicao 2.1. Um sistema dindmico linear é um par (X,T) onde X é um espago de Banach separdvel
eT : X — X é um operador linear continuo. Por abuso de notacdo, nos referiremos ao sistema

dinamico pela aplicacdo T : X — X ou simplesmente T'.

Definicao 2.2. Um sistema dindmicol' : X — X é topologicamente transitivo se, dados quaisquer

dois abertos ndo nulos U,V C X, existe n € N tal que
™U)NV #0.

Definicao 2.3. Seja T : X — X um sistema dindmico. Um ponto v € X é periddico se existe n € N
tal que T"x = x.

Denotamos o conjunto de todos os pontos periédicos de T : X — X por Per(T).
Enunciamos uma versao do caos de Devaney com base na dinamica linear.

Definicao 2.4 (Caos Linear de Devaney). Um sistema dindmico linear T' : X — X é cadtico no

sentido de Devaney se satisfaz as seguintes propriedades:
1. T é topologicamente transitivo,
2. o conjunto de pontos periodicos em I’ é denso em X.

Provaremos a caoticidade dos shifts utilizando uma conjugacdo, que € uma relacdo de equivaléncia

entre sistemas dinamicos.
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Definicao 2.5. Dois sistemas dindmicos T : X — X e S : Y — Y sdo conjugados se existe um

homeomorfismo ¢ : Y — X tal que p o'T' = S o ¢. Ou seja, o diagrama abaixo comuta:

Dizemos que a conjugacdo preserva uma propriedade P se para todos os sistemas dindmicos (X, T")
e (Y, S) conjugados, se (Y, S) satisfaz a propriedade P, entdo (X, 7") também a satisfaz.

Proposicao 2.6. As seguintes propriedades dindmicas sdo preservadas por conjugagoes:
1. transitividade topoldgica;
2. possuir um conjunto de pontos periodicos denso no espaco;
3. caos de Devaney.

Demonstracdo. Veja [4, Proposition 1.13, Proposition 1.25 e Proposition 1.31]. |

3 Espacos de sequéncias

Definimos os espagos de sequéncias que serdo utilizados neste trabalho.

Definicao 3.1. Sejam 1 < p < oo e (v;); uma sequéncia positiva. O espago de sequéncias absoluta-

mente p-somaveis com peso é o conjunto

ly(v) = {x =(z;); CK: z:|xj|pv§-J < 00 }

J=1

O espago das sequéncias absolutamente p-somdveis (sem peso) {,, é um caso particular dos espagos
,(v) quando v € a sequéncia constante igual a 1.
Definimos também um importante subconjunto de (,(v), o das sequéncias que sdo nulas a partir

de um certo indice. Mais precisamente:
coo ={ (z;); CK : Fjo € Ntal que x; = 0,Yj > jo }.

Proposiciio 3.2. Os espacos (,(v) sdo espacos normados com a norma

o 0
%[0 = (Z\%‘Uﬂp) >
=1

para todo x = (z;); € {,. Além disso:

38 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

1. (,(v) é um espago de Banach, ou seja, é completo com a norma ||-||,..;

2. £,(v) € separdvel e ¢y é denso em {,(v).
Demonstracdo. Veja [5, Example 1.5-4] e [2, Exemplo 1.6.4]. [

Uma hipétese importante para a caracterizacdo de caos para os operadores shifts € a convergéncia
incondicional da base candnica dos espagos de sequéncias. Vejamos a defini¢ao de base de Schauder

em espacos de Banach e convergéncia incondicional.

Definicdio 3.3. Seja X um espago normado e (x;); C X. Entdo a série ) >~ | x; converge incondicio-

nalmente se, para toda permutacdo o : N — N, a série

o0

§ :%(j)

j=1
converge.

Definicao 3.4. Uma sequéncia (e,), C X é uma base de Schauder de um espago de Banach X se

todo elemento do espagco x € X é escrito de forma tinica por
T = E An€n,
n=1

onde (a,), C K. Se essa série converge incondicionalmente para todo v € X, a base é dita
incondicional.

Chamamos essa série de expansdo de = na base (e, )y,.
O seguinte teorema contém alguns resultados importantes que serdo utilizados no resultado final.

Teorema 3.5. Sejam X um espago de Banach e Y~ | x, uma série convergente. Entdo sdo equivalen-

tes:

1. A série Y~ | x, converge incondicionalmente.
2. Para toda sequéncia (g,,),, C {0,1}, > | x,&, converge.

3. Dado ¢ > 0 existe n. € tal que
Z Tl < e,
neM

para qualquer conjunto finito M de N tal que min M > n..

4. Dado € > ( existe n. € tal que

(o)
E Tnenll < €,

n=ng

para qualquer sequéncia (), C {0, 1}.
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Demonstragcdo. Veja [2, Teorema 10.1.16]. |

Proposicao 3.6. Denotamos a sequéncia de vetores candnicos de (,(v) por (e,), C £,(v) tal que
en = (0n,;) jen, onde & representa o delta de Kronecker. A sequéncia de vetores candnicos (ey,),, forma

uma base incondicional de {,,(v).

Demonstracdo. Veja [2, Exemplo 1.6.4]. [

4 Shifts em espacos de sequéncias

Nesta se¢do, apresentamos os operadores backward shift com peso e provamos uma caracterizagao

para a caoticidade desses operadores.

Definiciio 4.1. Seja (w;); uma sequéncia positiva e limitada. Definimos o operador backward shift

com peso B,, em {,, dado por

By :tl, — ¢,

(l’l, Zo, ... ) — (’LUQ.I’Q, wsxrs, . .. )
Analogamente definimos os shifts sem peso em (,(v) por B : {,(v) — {,(v) onde B(z1,x2,...) =
(SL’Q, T3, ... )

E fécil verificar que B, e B sio lineares. Além disso B,, : £, — {, estd bem definido desde que a
sequéncia de pesos w seja limitada. Assumimos por enquanto que o operador B : £,(v) — £,(v) estd

bem definido, ou seja, que B(z) € {,(v) para todo x € £,(v).
Proposiciio 4.2. O operador B : {,(v) — (,(v) é continuo se, e somente se, B estd bem definido.
Demonstragdo. Veja [3, Proposi¢do 4.1.3]. [ |

Provaremos agora uma caracteriza¢do para a caoticidade do operador B : £,(v) — £,(v). Utilizare-

mos o seguinte teorema que mostra um critério para que B seja topologicamente transitivo.

Teorema 4.3. Sejam B : (,(v) — (,(v) um shift unilateral e (e,,),, a base candnica em {,(v). Entdo

B é topologicamente transitivo, se e somente se, existe uma sequéncia crescente (ny,) tal que e, — 0.
Demonstracdo. Veja [4, Theorem 4.3]. |

Teorema 4.4. Sejam B : (,(v) — (,(v) um shift unilateral em um espago de sequéncias com peso e

(en) a base candnica de {,(v). Entdo sdo equivalentes:

1. B é cadtico;
[o@)

2. Z e, < 00,
j=1
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3. A sequéncia (1,1, ...) pertence a {,,(v);

4. Existe um ponto periddico ndo trivial de B em (,(v).

Demonstragdo. A implicagdo (1) = (4) € trivial.
(4) = (3) Sejam = = (z;); € £,(v) um ponto periddico ndo trivial de B e n o seu periodo. Isto
€ B"(x) = (j4n); = (7))

Segue que, dado j, x4k, = x; para todo k natural. Ou seja, x é da forma:
T = (21, Ty ..., Ty X1, T2y ooy Ty T1, T2, - ).

Como = # 0, existe um indice j, tal que x;, # 0. Tomaremos uma sequéncia (¢;); C {0,1} onde
€jo+kn = 1 paratodo k € N e 0 nos indices restantes.
Entdo, do fato de que (e,), é uma base incondicional, a sequéncia (z;¢;); pertence a ,(v). O

mesmo vale para a sequéncia (f—fsj) , que € a sequéncia
Jo ]

y=(0,..., 1 ,0,..., 1 ,0,...).

Jo jot+kn

Aplicando o shift nesse mesmo vetor, obtemos {y, By, B%y, ..., B" 'y}, cuja soma resulta na
sequéncia (1); como querfamos.

(3) = (2) Segue da hipétese de que (e,,), € base. Como (1); € ¢,(v), vemos que

(o]
Z le; < oo.
j=1

(2) = (1) Como > %, e; < oo, segue que e; — 0. Entdo pelo Teorema 4.3, B ¢é topologica-
mente transitivo. Basta entdo verificar que o conjunto de pontos periddicos é denso no espago.

Seja (z;); € £,(v). Dado € > 0, pela incondicionalidade da base e o Teorema 3.5, podemos tomar

noe = (x1,Ta...,Tn,0,...) € cop tais que
%) 1/p %) c
o= Ellpo = Dl | =\ D el < 3
j:no—l—l j:no—l—l

p,v

Utilizando novamente a incondicionalidade sobre a sequéncia (1);, é possivel construir uma
sequéncia periddica y = (y;); de perfodo n, com os termos de Z. De fato, as sequéncias que sdo 1 em

J + kng e 0 nas coordenadas restantes, ou seja

oo
pj = E €j+kno>
k=1
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pertencem a /,(v) para todo j. Entdo

no oo no
E :xjpj = E : E :xjej-i-kno
j=1 k=1 j=1

¢ um ponto periédico de B e pertence a £,,(v).
Novamente pela incondicionalidade da base, para 5 > 0, existe m tal que para qualquer sequéncia
(¢5); € {0,1} temos que

oo ng c
Z Z Tj€jthnoCithno| < 5 (1

k=m j=1 pw
Tome uma nova sequéncia periodica

oo no
z = E E Li€j+kmng-

k=0 j=1

Escolha (g;); de forma que ¢; = 1 se 1 +mnk < j < ng+ mnk, onde k € N, e 0 nos termos

restantes. Pela desigualdade (1) e a sequéncia (¢;); tomada, obtemos que
oo ng c
HZ - ‘THP,U = szjej-l-mkno < 5
k=1 j=1 P

Por fim, pela desigualdade triangular, vemos que
[ = 2llpy < llz = Zlpo + 12 = Zllp0 <&

Portanto o conjunto dos pontos periddicos é denso em /,,(v) o que torna B cadtico. |

Retomamos o problema original: caracterizar a caoticidade do operador B,, : ¢, — (,. Basta
provarmos que o shift B,, é conjugado ao shift sem peso B. Entdo B,, serd cadtico se, e somente se, B

¢é cadtico.

Proposicio 4.5. Seja B, : {, — {, um sistema dindmico. Defina o peso v = (v;); tal que w; = Uvi .
J

Entdo B : (,(v) — (,(v) estd bem definido. Além disso, B, : {, — {, e B : {,(v) — {,(v) sdo

conjugados pelo isomorfismo topologico

p: lp(v) = 6
(@); = (x5v5);-
Demonstracdo. Veja [3, Proposicao 4.1.6, Proposicao 4.1.7]. |

Reescrevemos o Teorema 4.4 de acordo com a sequéncia de pesos w do shift com peso.
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Corolario 4.6. Seja B, : {, — {,, um shift unilateral com peso e w = (w;); uma sequéncia positiva e

limitada. Entdo sdo equivalentes:

1. B, é cadtico,

oo 7 p
2. (H wi_1> < 00;
j=1 \i=1

2 -1
A

A . 1 —
3. A sequéncia (T],_,w; ' [T—, w; ', ...) pertence a (,;

4. Existe um ponto periodico ndo trivial de B,, em (),

Demonstragdo. Segue do Teorema 4.3 e da conjugacdo da proposi¢do anterior. Como B,, : £, — £,
e B : {,(v) = {,(v) sdo conjugados, B € cadtico se, e somente se, B,, é cadtico. J4 na segunda

equivaléncia, > 77| e; € £,(v) se, e somente se,

[e.e]
ZM!” < 0.
j=1

. J -1 . o~ L . .. P
Mas como v; = [[;_, w; ", a condi¢do ¢ equivalente a (ii) e (iii). Por fim, € facil ver que

r € Per(B) <= B"r =1 <= poB"(z) =¢(x) <= B (p(x)) = p(z)
< p(z) € Per(B,).

Segue que ¢(x) # 0 se x # 0 ja que  é um isomorfismo. Ou seja, B,, possui um ponto periédico

ndo trivial se, e somente se, B também possui. [ |
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Resumo
Palavras-chave : A
Neste trabalho, exploramos a abordagem global para determinar os dngulos
de rotacdo de dois bragos robdticos conectados, baseada no estudo de cine-
Brao robstico. matlca.l inversa. Derivamos forplulas para os angulos .amculares utilizando
Angulos articulares. conceitos basicos de geometria plana. Além disso, implementamos uma
Cinemética inversa. representacdo gréfica das regides de alcance e determinamos o dominio dos

angulos possiveis. Para otimiza¢do computacional, utilizamos o aplicativo

Unity, a linguagem C# e HLSL para execug¢do na placa de video.
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1 Introducao

A robdtica tem se consolidado como um dos campos mais dindmicos da ciéncia e tecnologia,
impulsionando avancgos significativos na automacao, inteligéncia artificial e simulacdo computacional.
Um dos desafios centrais na drea € a determinagdo precisa dos angulos articulares de um rob6 para
alcangar posicoes e orientacdes desejadas, tarefa conhecida como cinematica inversa. Esse problema
¢ fundamental para aplicagdes que vao desde a robdtica industrial até animac¢des em jogos digitais
e animacgdes em filmes, como podemos ver em [4, 2]. A cinemdtica inversa desempenha um papel
essencial nesses contextos, permitindo movimentos realistas e precisos, otimizando o desempenho
de sistemas automatizados. Além disso, ¢ amplamente empregada em realidade virtual e em bragos
robéticos, demonstrando sua importincia em dreas tecnoldgicas.

Neste contexto, este trabalho apresenta uma implementacdo computacional que permite visualizar
e analisar as regides de alcance do brago robético, considerando diferentes restrigdes articulares. Os
detalhes do c6digo desenvolvido serdo apresentados em uma se¢ao posterior.

Além de explorar os fundamentos matemaéticos da cinemadtica inversa, este estudo busca otimizar
os cdlculos computacionais por meio do processamento grafico, tornando a simulacdo mais eficiente e
aplicavel em tempo real com o cédigo desenvolvido. Os resultados obtidos contribuem tanto para o
entendimento tedrico do problema quanto para sua implementacdo pritica em aplicacdes que exigem

manipulacdo robdtica precisa e responsiva.

2 Conceitos basicos de robotica

Na robdtica manipuladora, a configuracao espacial de um robd € descrita matematicamente por meio
da dlgebra linear, geometria computacional e calculo diferencial. Para mais detalhes, ver referencias

[1, 3]. Entre os principais conceitos, destacam-se:

* Cinematica Direta: Relaciona os parametros articulares a posi¢do e orientagcdo do efetuador
final.

* Cinematica Inversa: Determina os valores articulares para atingir uma posi¢cao desejada,

podendo ter multiplas ou nenhuma solugdo, conforme as restricdes do sistema.

2.1 Cinematica direta

A cinemitica direta se baseia em conceitos de geometria, trigonometria e algebra linear. Em um
manipulador robético, cada junta fornece um grau de liberdade (DOF - Degree of Freedom), que pode
ser de rotacdo ou translagdo. A configuracdo das juntas determina diretamente a posi¢ao e a orientacao

do efetuador final no espago, ver [3, 6].
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Para calcular a posi¢do do efetuador final, utilizamos equa¢cdes matematicas que relacionam o0s
comprimentos dos elos e os dngulos das juntas. Essas equagdes sdo derivadas da modelagem geométrica

do robd e podem ser representadas por matrizes de transformacao homogénea.

2.2 Modelagem Matematica da Cinematica direta

As equagdes que modelam a posicao final do braco dependem dos comprimentos dos segmentos e
dos angulos de rotagdo. Dependendo do referencial adotado para medir esses angulos, as equagdes
podem ser ligeiramente diferentes, mas todas sao equivalentes por meio de transformacdes lineares.

Existem duas abordagens amplamente utilizadas. A primeira, conhecida como referencial relativo,
considera que o angulo de rotacdo de cada segmento do braco € medido em relacdo ao segmento
anterior. Ou seja, cada braco usa o braco anterior como eixo de referéncia para a medi¢do do préximo

angulo. Veja a Figura 1. No caso de um sistema com dois bracos, as equagdes sao:

x = Ly cos(0y) + Lacos(fz + 6,). )
y = Lysin(6y) + Losin(6y + 61).
Onde, L, e Ly sdo os comprimentos dos elos; 6, e 6, sd@o os angulos das juntas em relacdo a um

referencial relativos.

Figura 1: Orientacdo relativa.

A segunda abordagem, chamada de referencial global, mede os dngulos de rota¢do de cada brago
em relagdo ao eixo x, como ilustrado na Figura 2. Nesse caso, as equagdes que modelam a posicao

final do sistema sdo:

x = Ly cos(6) + Ly cos(fy).
y = Lysin(6y) + Ly sin(fy).

2)

46 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacao Cientifica PET Matematica Uberlandia

e os angulo #, e 0, serdo os Angulo das juntas em relagdo a o eixo x.

Figura 2: Orientacdo global.

Estamos interessados em aplicar as técnicas de braco robdtico para implementar cdigos na construgao
de jogos. Para termos modelos mais fieis com a realidade, iremos limitar os angulos, pois um brago
robdtico tem suas limitagdes fisicas. Em particular, vamos fixar duas amplitudes maximas w; € wo, €
considerar —w; < 6 < w; e —wy < 0y < wy. Na figura a seguir 3, representamos a orientagado relativa

e global paraw; = wy = 7,ist0 €, —7 < 0; < Fe—7 <6y < 7.

o] O |04
-Tr/4 | -Ti/4

Figura 3: A esquerda Orientagdo relativa, e a direita Orientacao global.

Em geral, dados L e Ly e um ponto P(z,y) que é alcancado pelo par (61, 6), pode ser alcangado por
outro par de angulos, que chamaremos (], 8}). no caso especial que L; = Ly é possivel verificar que
1 = 03 e 0, = 0. Porém, devido as restri¢des impostas aos dngulos —w; < 6 < w; e —wqy < Oy < wy,

pode ser que um ponto P(x,y) seja alcangado uma tnica vez.
A seguir apresentamos algumas imagens (geradas usando o c6digo desenvolvido) para ilustrar as

regides geradas quando utilizamos a orientac@o global e relativa. Definimos azul e vermelho para
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regides que sao alcancadas apenas por um par de angulos e magenta quando o ponto seja alcangado

por dois pares de angulos.

Figura 4: Regido com orientagdo relativa e global, onde Ly =1, Ly = 1€ =5 < 01,0, < 7.

Figura 5: Regiao desenhada no Geogebra e no Cédigo do author com orientacdo relativa, Ly = 1, Ly =
le—1.675 < 6, <1.05208; —2.62146 < 0, < 1.82779.

Figura 6: Regido desenhada no Geogebra e no Cédigo do autor com orientagdo global, Ly = 2, Ly, =
1.4e—1.675 < 6, <1.05208; —2.62146 < 6, < 1.82779.
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As imagens das regides geradas pelo codigo do autor foram feitas com o software Unity [5] junto
ao uso da placa de video visando velocidade e geragdo em tempo real. O cédigo utiliza o C# para
armazenar as informagdes dos comprimentos e limites de angulo de um brago robético hipotético e
pede para placa de video, com a lingudgem HLSL, que faca verifica¢cdes com a cinemdtica inversa para

cada pixel da tela e se caso ele esteja dentro da regido, ele pintard com a respectiva cor.

2.3 Cinematica inversa

A cinemdtica inversa € o processo de determinar os angulos das juntas de um rob0 para que seu
efetuador final alcance uma posi¢ao desejada no espaco. A férmula para encontrar os angulos usando
o referencial relativo € bem conhecida, ver [6]. Queremos encontrar os angulos ¢, e #; de forma que o
brago alcance o ponto P(x,y) usando o referencial global para um brago robdtico com dois segmentos

de comprimentos L, € L.

Figura 7: Angulos 6; e 6, em Orientacio Global.

Neste caso, o calculo desses angulos sera feito no referencial global, como na Figura 7. Os dados
disponiveis sdo os comprimentos, L1, L, e distincia da origem O ao ponto P, denotada por |P|. Para

isso, iremos criar um tridngulo O A’ P, como na Figura 8, com os comprimentos Li, Lo e | P|.

Figura 8: Tridngulo formado pelos pontos O, A" e P.

Nomeando os angulos orientados POA =a:ac 0,7 e A'PO = B : B € [0, ] e podemos calcular

estes angulos usando a lei dos cossenos:
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L? +|P|? — 2|P|L; cos(a) = L3 = a = arccos

L3 +|P]? — L3
2[P|L, '
L3+ PP — L

2| P| Ly

L3 + |P[* = 2|P|Ly cos(B) = L] = 8 = arccos (

Notemos que a reta que passa por O e P determina duas regides do plano. Se considerarmos o
ponto A’ acima da reta que passa por O P, teremos « e (3 positivos, porém se consideramos o ponto A’
abaixo da reta O P, como vemos na Figura 9, teremos que « e 3 serdo negativos, isto é, @ =ae
A'PO = B onde —a € [0, 7] e —fF € [0, 7].

Figura 9: Tridngulo PA’O

Tomando /P = ~ = arccos <%) \_ZII : v € [—m, 7[ no caso do tridngulo onde « e /3 sdo positivos:

V-
-
-~

o
-
-
-

Pl

Figura 10: Representacdo dos angulos calculados no tridngulo O A’ P

Notemos que trabalhamos com angulos positivos e negativos, assim podemos ver na Figura 10, que

01 >0e6y <0,seguequedy =v+aef =v+(—0),eportanto ) =y +aeby =~ —f.

Em geral, pode ser verificado que

91:7+Oé € 92:’}/—6
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Por fim dando os limites para os angulo, este ponto serd alcansavel caso —7 < —w; < 0 <w; <7
e -7 < —wy <0y <wy <.

3 Conclusao

A abordagem global apresentada neste trabalho se mostrou eficiente na determinacio dos dngulos
articulados de dois bragos robéticos conectados. A formula¢do matematica baseada em geometria plana
permitiu uma andlise clara das possiveis configuracdes do sistema. A implementacao computacional
no Unity, com suporte de C# e HLSL, possibilitou a visualizagdo das regides de alcance e a otimizagao
do célculo dos angulos vidveis. Esses resultados ressaltam a importancia de métodos alternativos para
a solucdo de problemas de cinemadtica inversa, abrindo caminho para futuras extensdes a sistemas

roboticos mais complexos e aplicagdes em tempo real.
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Resumo

Palavras-chave Este trabalho tem como objetivo analisar as relacdes entre diferentes anéis

quocientes. Para isso, iniciamos com a defini¢do da estrutura algébrica dos

anéis e seus ideais, seguida da introducdo ao conceito de homomorfismo de

Ideais. anéis. Em seguida, classificamos os elementos de um anel em relagio a um

ﬁgig:ﬁii;zme ideal e construimos o anel quociente. Por fim, demonstramos a existéncia
de uma bijecdo entre um anel quocientado por vdrios ideais e uma colecao
de anéis quocientes correspondentes, estabelecendo uma relagdo entre essas
estruturas algébricas.
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1 Introducao

A élgebra abstrata ¢ um dos pilares da matematica moderna, fornecendo estruturas e ferramentas
fundamentais para diversas dreas do conhecimento. Entre essas estruturas, os anéis desempenham
um papel central, aparecendo naturalmente em contextos como a teoria dos numeros, a geometria
algébrica e a matemadtica computacional, reforcando sua importancia dentro e fora da matemaética pura.

O estudo dos anéis envolve a andlise de suas operagdes internas, propriedades estruturais e
elementos notdveis, como os ideais. Essas propriedades permitem compreender ndo apenas 0s proprios
anéis, mas também suas interacdes com outras estruturas algébricas, em particular, outros anéis.

Essas interacdes podem ser estudadas através dos homomorfismos de anéis, que s@o fungdes que
preservam a estrutura algébrica entre anéis. Esses mapeamentos permitem a andlise de relagdes entre
diferentes anéis e sdo fundamentais para a compreensao de muitos resultados da algebra.

Neste trabalho, discutiremos sobre a existéncia de uma bijecao entre um anel quocientado por
vdrios ideais e uma cole¢do de anéis quocientes correpondentes, juntamente com exemplos para melhor

estudo. Para isso, utilizaremos as referéncias [1], [2] e [3].

2 Anéis e Ideais

Definicao 2.1. Seja A um conjunto ndo vazio no qual estdo definidas duas operagoes, chamadas
de Adicdo e Multiplicagdo, denotadas por + e -, respectivamente. A é dito um anel e denotado por
(A, +, ), se para quaisquer a, b, c € A, as seguintes condigcdes sdo satisfeitas:

Al) (Associatividade da adi¢do) a + (b+c) = (a +b) + ¢;

A2) (Comutatividade da adi¢do) a +b = b+ a;

A3) (Existéncia do elemento neutro da adicdo) Existe 0 € A tal que 0+ a =a+ 0 = a;

A4) (Existéncia do inverso da adig¢do) Para todo a € A, existe um iinico —a € A tal que
a+(—a)=(—a)+a=0;

M1) (Associatividade da multiplica¢do) a - (b-c) = (a-b) - ¢;

AM) (Distributividade da multiplicacdo com respeito a adi¢cdo) a - (b+¢) = a-b+a-ce
(b+c)-a=b-a+c-a;

Para simplificar a escrita, denotaremos a multiplicac¢do a - b simplesmente por ab.

Definicao 2.2. Um anel A é dito anel com unidade, se existe 1 € Atal que 1 -a = a -1 = a para
todo a € A.

Definicao 2.3. Um anel A é dito um anel comutativo se a operagdo de multiplicacdo é comutativa, ou

seja, se ab = ba para todos a,b € A.
Neste trabalho, anel significard sempre anel comutativo com unidade, o que nao exclui o anel nulo.

Exemplo 2.4. O conjunto 7 dos niimeros inteiros é um anel comutativo e com unidade.
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Definicao 2.5. Seja [ um subconjunto ndo vazio de um anel A. I é chamado de ideal de A, se as

seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:

x4y € I, para todos xz,y € I,

axr € I, paratodox € [ ea € A.

Ou ainda

r,yel
—ar+byel.
{a,bGA Y

Exemplo 2.6. O conjunto nZ, = {n -k | k € Z} é um ideal de 7.
De fato, sejam a,b € Z e x,y € nZ. Entdo existem k, j € 7 tais que v = nk e y = nj.

e nz
{x’z = az+by = alnk) +b{nj) = n(ak + bj) = az + by € nZ.
a,b e

Portanto, nZ é ideal de 7.

Proposicao 2.7. Sejam dois ideais I e J de um anel A. Entdo

LI+JY%a+y|zel,ye Jtéumideal de A;

2. ]-Jdéf{xlyl—k...%—xryr|r€N,x1,‘..,wTEI,yl,...,yTGJ}éumidealdeA.

Demonstragdo.

1. E claro que I + .J estd contido em A. Sejam z,y € I + J e a,b € A. Ento existem z1, x5 € |
ey, Yo € Jtaisque z = x1 + Y € Yy = Tg + yo. Assim, ax + by = a(xy +y1) + b(xy + y2) =
axy + ay; + bxry + bys = (axy + bxs) + (ay; + byz). Como axy + bxy € [ e ayy + by, € J,
entdo ax + by € I + J. Portanto, [ + J é ideal de A.

2. E claro que [ - J estd contido em A. Sejam x,y € [ - J e a,b € A. Entdo existem inteiros
positivos r < ntaisque r = r1y1 + ... + T, Y €Y = Tpy1Ypr1 + ... + TpYn,comxy € [ €
yp € J,parak =1,...,n. Assim, ax + by = a(x1y; + ... + 2,.y) + b(Xr 1 1Yri1 + - - - + TpYn)-
Pela propriedade de ideais, temos axy, bxy € [ para k = 1,...,n. Logo, ax + by € I - J.
Portanto, I - J é ideal de A.

Definicao 2.8. Dois ideais I e J de um anel A sdo ditos coprimos se [ + J = (1) = A.

Em [2] encontramos a defini¢ao formal do maximo divisor comum (mdc) entre nimeros inteiros e

ainda encontramos desmonstrado na péagina 20 o seguinte resultado:
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Teorema 2.9. Sejam a,b € 7. Entdo existem x,y € 7 com

ax + by = mdc(a, b).

Portanto se ¢ € Z é tal que ¢ | a e ¢ | b, entdo ¢ | mdc(a, b).

Exemplo 2.10. Sejam n,7Z e nyZ ideais do anel Z. com ny e ny coprimos, isto é, mdc(ny, ng) = 1.

Pelo Teorema anterior, existem x,y € 7 tais que
n1x+n2y:1:> 1 emZ +nZ — nZ +nsZ = 7.

Portanto para quaisquer inteiros ny, ne coprimos, os ideais ni7,nyZ sao ideais coprimos de 7.

3 Aplicacoes Entre Anéis

Definicao 3.1. Sejam A e B dois anéis. Uma aplicacdo ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis se

para todos .,y € A, satisfaz
* ¢z +y) =o(x) + d(y).
* P(z-y) = o(x) - d(y)-
* ¢(14) = 1.

Denotaremos o conjunto de todos os homomorfismos de anéis ¢ : A — B por Hom(A, B) e
definimos ainda o kernel de um homomorfismo como o conjunto Ker ¢ := {a € A | ¢(a) = 0}.

Veja que com esta defini¢do conseguimos mostrar facilmente os seguintes resultados:
Lema 3.2. Seja ¢ um homomorfismo de anéis. Entdo 0 € Ker ¢.
Demonstragdo. Basta observar que 0 = ¢(0) — ¢(0) = ¢(0 — 0) = ¢(0). [
Lema 3.3. Um homomorfismo de anéis ¢ : A — B é injetor se, e somente se, Ker ¢ = {0}.

Demonstracdo. Se a € Ker ¢, entdo ¢(a) = 0 = ¢(0). Como ¢ € injetor, entdo a = 0 e Ker ¢ = {0}.
Por outro lado, temos que se ¢(a) = ¢(b), entdo ¢(a — b) = 0, ou seja, a — b € Ker ¢. Assim, se Ker
¢ = {0}, entdo ¢(a) = ¢(b) se, e somente se, a = b. Portanto ¢ é injetor. |

Lema 3.4. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Entdo Ker ¢ é um ideal de A.

Demonstracdo. Sejam a,b € Ker ¢, a, § € A. Entdo

d(aa + 5b) = d(a)d(a) + B(B)B(b) = B(a)0 + G(B)0 =0+ 0 = 0.

Assim, aa + b € Ker ¢. Portanto Ker ¢ é ideal de A. [ |

55 Anais da XIII Mostra IC



PET Matematica Uberlandia

XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica

Definicao 3.5. Um homomorfismo de anéis bijetor ¢ é chamado de isomorfismo.

Dado um ideal I C A, podemos definir a seguinte relagdo: a = b (mod I) se,e sése,a — b € I,
chamada de congruéncia médulo /. Se I for um ideal gerado por um tnico elemento como no caso
nZ, obtemos a no¢do usual de congruéncia médulo n, que pode ser encontrada em [2, pdgina34]. Veja

que esta relacdo € uma relacdo de equivaléncia:
* (Reflexiva)a —a=0¢€ [ = a =a (mod [);
e (Simétrica)a =b (mod [) = a—-bel = —(a—b)=b—a €= b=a(mod I);

(mod N =a=bel (@ i =(a-c)eI

a="b
c(modI)=b—cel

¢ (Transitiva) { B
S.a=c(mod 1)
Assim, denotaremos a classe de equivaléncia de a € A por uma das seguintes formas:

a+I=amod Il =1

em que A/I é o conjunto das classes de equivaléncia médulo 1.
Podemos dar uma estrutura de anel para o conjunto A/ definindo

58

o

a+b:f6—|—l_) e a-b=a-b.

o

Definicdo 3.6. O anel A/ é chamado anel quociente de A por 1.
O anel quociente possui um homomorfismo sobrejetor natural chamado de homomorfismo quoci-

ente ou homomorfismo projecao, que leva um elemento em sua classe de equivaléncia:
7 A—> A/l
ar— a.
Teorema 3.7 (Propriedade Universal do Quociente). Seja A um anel e seja I C A um ideal, com

mapa de projecdo correspondente m : A — A/I. Para um anel qualquer B, seja

Homi(A,B) ¥ {¢ € Hom(A,B) | $(I) = 0}.

Entdo temos um bije¢do natural
Hom(A/I, B) =+ Hom;(A, B)
Y—tpom
5 — ¢7
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com ¢ definido por
¢: A/l — B

a+— ¢(a).

Demonstracdo. veja que ¢ estd bem definido, pois
G=b<=a—-becl= ¢(a—b)=0<= ¢(a) = ¢(b).

Ainda, para @,b,¢ € A/I, temos (1) = ¢(1) = 1 e ¢p(ab+c) = p(ab + c) = ¢(a)p(b) + ¢(c) =
&(@)p(b) + &(€), pois ¢ é homomorfismo de anéis. Portanto ¢ é também um homomorfismo de anéis.

Considere entdo as aplicacoes

F :Hom(A/I,B) — Hom;(A,B) e G :Hom,(A,B) — Hom(A/I,B)

Yr——Yom b — ¢.

Assim, F(G(¢)) = F(¢) = pom = ¢pe G(F(¢)) = Gy o) = ¥ o = 1. Como queriamos
demonstrar.
|

Teorema 3.8 (Teorema do Isomorfismo). Seja ¢ : A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis.

Entdo ¢ induz um isomorfismo

¢ Alker p =+ B

avr— ¢(a).

Demonstracdo. A propriedade Universal do Quociente mostra a existéncia de ¢. Como ¢ é sobrejetor,
é claro que ¢ também é sobrejetor. Por outro lado, ker ¢ = {a € A/I | (@) = ¢(a) = 0}. Se
$(a) = 0, entdo a € Ker ¢, entdo a = a + Ker ¢ = 0, pois os elementos que estdo no ideal equivalem

a 0 no quociente. Logo, Ker ¢ = (0) e ¢ é injetor também. Portanto ¢ é um isomorfismo de anéis. M

Temos entdo o suficiente para mostrar o seguinte resultado:

4 Teorema Chinés dos Restos
Teorema 4.1 (Teorema Chinés dos Restos para Anéis). Sejam A um anel e I, . .., I, ideais dois a
dois coprimos. Entdo

1. Ln---Nly,=101-... -1,

2. O mapa "diagonal”

A B A
]1-...-In_11ﬂ---ﬁ]
amod I;N---

A
I

SIS

=
n —

(amod Iy,...,amod I,)
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€ um isomorfismo de anéis.
Demonstragdo.

1. Para quaisquer ideais [;, sempre temos [y - ...- [, C I; N---N I, devido as propriedades dos
ideais. Mostraremos a inclusdo oposta por indu¢do em n, sendo o caso n = 1 trivial. Paran = 2,

como /; e I, sdo coprimos, existem a; € [; tais que 1 = a; + as. Assim,
celinly—=—c=aic+cay €11

como desejado. Agora para n > 2, mostremos que [; - ... - I, 1 e [,, s30 coprimos.

Como I; e I, sdo coprimos para ¢ < n, existem a; € [; e b; € I, tais que a; + b; = 1 para

1=1,...,n— 1. Assim,
l=(a1+b) - (ap1+byp) el L+ 1,
ouseja, I - ... I,_1 + I, = (1). Por hipétese de indugio, para 2 ideais, temos
(Lhn---NLi)Nly=U .- L)Ly = (I - oo Iq) - 1.

2. Veja que o kernel deste mapa € [; N --- N [,. Sendo assim, basta mostrarmos que o mapa €

sobrejetor e o resultado segue do Teorema do Isomorfismo.

Por A-linearidade, para mostrar a sobrejetividade € suficiente encontrar, para cadai = 1,...,n,
pré-imagens para os vetores da forma (0,...,0,1,0,...,0) com 1 na i-€sima entrada, ou seja,

elementos e; € A tais que

‘ (mod 1;) parai # j.
e; =0 (mod ;)

De fato, com isso teremos que a = bje; + - - - + bye, serd uma pré-imagem para um vetor
arbitrario (by,...,b,). Podemos assumir ¢ = n e pelo item anterior, /; N ---N [, 1 e I,, sdo
coprimos, entao existem elementos e, € [y N---NI, ;eb e [, come, +b= 1. Como e,

satisfaz as condi¢des pedidas, o resultado estd provado.
[ |

Satisfazendo as hipdsteses do Teorema 4.1, temos como um caso particular o famoso Teorema

Chinés dos Restos nos nimeros inteiros:

Exemplo 4.2. Se by, ..., by sdo inteiros quaisquer e ay, . . .,a sdo dois a dois coprimos, entdo o
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sistema de equagdes
=0b; (mod ay)

by (mod ay)

r =b, (mod ay)

admite solugdo, que é iinica modulo aias - - - ay.
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Resumo

Este trabalho apresenta um relato sobre algumas contribui¢des de matema-
ticos gregos antigos, destacando brevemente suas influéncias na evolugdo
da matemdtica e da astronomia. S3o abordadas as principais realizacdes de
Eratéstenes, Aristarco de Samos, Menelau de Alexandria, Ptolomeu e Heron
de Alexandria, incluindo métodos como o crivo de Eratdstenes, estimativas
de distancias astrondmicas, elaboracdo de tabelas trigonométricas e proposi-
¢oes geométricas. O texto ressalta a importancia dessas contribuigdes para o
pensamento cientifico, especialmente na consolidagdo da matemética como
disciplina légica e dedutiva. Para isso, sdo utilizadas fontes histéricas e
matematicas que contextualizam as descobertas e suas aplicacdes na Grécia
Antiga.

60

Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

1 Introducao

A matemadtica grega é frequentemente considerada um dos pilares fundamentais do desenvolvimento
cientifico e filoséfico da civilizacdo ocidental. Desde os primdrdios da filosofia natural na Jonia até
o florescimento da matemdtica tedrica em Alexandria, os gregos legaram ao mundo uma heranga
intelectual que influenciou profundamente a ciéncia, a filosofia e a tecnologia. Este trabalho tem
como objetivo estudar a histéria da matematica grega, com foco na primeira parte do capitulo 8 de [1],
intitulado "Correntes Secundarias". Essa secdo do livro aborda a evolugdao da matematica grega apds
o periodo cléssico, destacando as contribui¢des de figuras como Eratdstenes, Aristarco, Menelau e
Ptolomeu, e explorando como suas descobertas moldaram o pensamento matemético e astrondmico.

A escolha desse periodo especifico da matemética grega justifica-se pela sua importancia na
transicao para a matematica aplicada, que ganhou destaque com o desenvolvimento da trigonometria e
da astronomia matemdtica. Enquanto a matemadtica cldssica grega era fortemente influenciada pela
filosofia e pela busca por verdades universais, o periodo abordado em [1] reflete uma mudanca de
direcdo, em que a matemadtica passou a ser utilizada como uma ferramenta para resolver problemas
praticos, especialmente na astronomia, geografia e optica.

Outro aspecto relevante deste estudo € o relato das limitacdes e desafios enfrentados pelos matema-
ticos gregos. Apesar de suas realizacdes notdveis, muitos dos métodos e conceitos desenvolvidos por
eles eram baseados em observagdes empiricas e aproximagdes, o que levou a erros significativos em
alguns casos. Por exemplo, as estimativas de Aristarco para as distancias relativas do Sol e da Lua
estavam longe dos valores modernos, mas seu método foi revoluciondrio para a época. Essas limitacdes
ndo diminuem a importancia de suas contribui¢cdes, mas oferecem uma visao mais equilibrada e critica
da histéria da matemaética.

Além disso, com a queda de Roma e a transferéncia do centro do poder para Constantinopla, o
imperador Justiniano ordenou o fechamento da Academia de Atenas, alegando seu caréter pagdo. No
entanto, a instituicao ja havia deixado de priorizar o ensino da matemadtica, concentrando-se mais em
correntes filoséficas como o neoplatonismo e em debates teoldgicos. Paralelamente, a Biblioteca de
Alexandria enfrentava, ja havia séculos, um processo de decadéncia marcado por cortes de recursos,
saques e conflitos religiosos. Assim, as transformag¢des na matematica grega nao podem ser atribuidas
exclusivamente a queda de Roma, mas sim a um conjunto mais amplo de mudancas socioculturais
e politicas ocorridas na regido ao longo dos séculos — mudangas essas que, embora relevantes, ndo
serdao aprofundadas neste trabalho, por ndo constituirem seu foco principal, mas podem ser melhor
compreendidas por meio das referéncias [4] e [5]. Assim, a matemadtica na Grécia Antiga continuou a
evoluir, mas com menos apoio institucional.

Em suma, este trabalho busca revisitar as contribui¢des dos matemdticos gregos desse periodo. Ao
estudar a historia da matemadtica grega, podemos nao apenas apreciar as realizagdes intelectuais do
passado, mas também entender como elas moldaram o pensamento cientifico moderno. A primeira

parte do capitulo 8 de [1] oferece um ponto de partida valioso para essa investigacdo, fornecendo uma
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visdo das "correntes secunddrias"que fluiram a partir da matemaética cldssica grega.

2 [Eratostenes

Eratdstenes (275-194 a.C.) era nativo de Cirene, mas passou boa parte de sua juventude em Atenas,
fez contribui¢des em diversas dreas, como: poesia, astronomia, historia, matematica, atletismo, entre
outros. Quando estava na meia-idade foi chamado a Alexandria por Ptolomeu III para ensinar a seu
filho e para 14 ser bibliotecdrio chefe.

Erat6stenes € muito conhecido por sua medida da circunferéncia da Terra. Ele observou que, no
solsticio de verdo, o Sol brilhava diretamente em um poco em Siene, enquanto em Alexandria, a 5000

estadios ao norte, o Sol lancava uma sombra.

Figura 1: Célculo da circunferéncia da Terra.

Assim, ele estimou que o dngulo da sombra era de 1/50 (= 7, 2°) entdo concluiu que a circunfe-
réncia da Terra era 50 vezes a distancia entre Siene e Alexandria.

Esse matemadtico grego também teve outra contribui¢do muito famosa, o crivo de Eratostenes
que é um algoritmo cldssico utilizado para identificar todos os nimeros primos até um determinado
ndmero natural n. Este método baseia-se na eliminagdo sistemdtica dos multiplos dos nimeros primos,

resultando em uma lista que contém apenas nimeros primos.
1. Inicializacdo: Liste todos os nimeros naturais de 2 até n.
2. Processo de Eliminacao:

(a) Comece com o primeiro nimero da lista (p = 2).

(b) Elimine todos os miultiplos de p que sdo maiores que p € menores ou iguais a 7.

(c) Identifique o préximo nimero ndo eliminado na lista; este serd o proximo nimero primo.
(d) Repita o processo até que p* seja maior que 7, ou seja 0 processo termina quando os

muiltiplos do maior primo, menor ou igual a \/n, tenham sido marcados.

3. Resultado: Os nimeros que permanecem na lista apds a conclusdo do processo sdo os nimeros

primos até n.

Um exemplo para encontrar primos até 100:
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Figura 2: Crivo de Eratostenes. (Fonte: [2])

3 Aristarco de Samos

Aristarco de Samos (310-230 a.C.) foi um astrobnomo e matemético grego. Ele é conhecido por
propor um modelo heliocéntrico do sistema solar, embora suas obras sobre o assunto tenham sido
perdidas. Além disso, seu trabalho mais conhecido € o tratado "Sobre os Tamanhos e Distancias do
Sol e da Lua", no qual ele usou métodos geométricos para calcular as distancias relativas do Sol (5) e
da Lua (L) em relacdo a Terra (7).

Aristarco observou que, quando a Lua estd exatamente meio cheia, o angulo entre as linhas de

visao ao Sol e a Lua € de aproximadamente 87°. Por conseguinte, ele usou a relagdo trigonométrica:

Distancia até a Lua o
=send".

Distancia até o Sol

Figura 3: Distancias.

Como as tabelas trigonométricas ainda nao tinham sido desenvolvidas , Aristarco recorreu as
desigualdades geométricas para estimar o valor de sen 3°. Ele usou a seguinte desigualdade para

angulos agudos:
sena « tana

<B<tanﬁ.

sen (3
Assim, tem-se que:

! < 3° < !
— n —.
20 = 18

Com base nas desigualdades, Aristarco concluiu que:

Distancia até o Sol
istanciaatéoSol _ o _ o)

Distancia até a Lua

Logo, ele estimou que o Sol estd entre 18 e 20 vezes mais longe da Terra do que a Lua, que esta
muito longe do valor moderno que é pouco menos que 400. Entretanto, o método usado por Aristarco

era incontestavel, o resultado foi prejudicado apenas pelo erro de observacao ao medir o angulo como
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87° (quando, de fato, € aproximadamente 89°50’), ou seja, o0 método de Aristarco foi revolucionario
para a época.

Além disso, Aristarco calculou os tamanhos relativos do Sol e da Lua em relagdo a Terra. Ele
observou que o Sol e a Lua t€ém aproximadamente o mesmo tamanho aparente no céu. Entdo usou a
semelhanga de tridangulos para relacionar os raios do Sol (Ry), da Terra (R;) e da Lua (R;). Concluindo

que:
108 Ry 60 19 R, 43

B SR 10 3 R,
4 Menelau de Alexandria

Menelau (100 d.C.) foi um matematico e astronomo grego e escreveu "Sphaerica”, que estabeleceu
a base para tridngulos esféricos andloga a de Euclides I para tridngulos planos, obra que inclui também
um teorema sem equivalente na geometria euclidiana, afirmando que dois tridngulos esféricos sao
congruentes quando possuem angulos correspondentes iguais (Menelau nao diferenciava tridngulos
esféricos congruentes de simétricos). Além disso, ele formulou o "teorema de Menelau"como parte do

que € essencialmente trigonometria esférica na forma grega tipica.

Teorema 4.1. Se os lados AB, BC, CA de um triangulo sdo cortados por uma transversal nos pontos

D, E, E respectivamente, entdo
AD-BE-CF =BD-CFE - AF.
FPara triangulos esféricos, o teorema afirma que

sen AD -sen BE -senCF =sen BD -senCE -sen AF.

Figura 4: Teorema de Menelau.

Demonstragdo. A demonstracao do teorema no plano pode ser feita usando semelhanga de tridngulos
ou relacdes trigonométricas. Na esfera, a demonstragio envolve o uso de relacdes trigonométricas

esféricas.
[ |
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S O "Almagesto''de Ptolomeu

Ptolomeu (100-170 d.C.) escreveu o "Almagesto", uma obra fundamental em astronomia, que
contém tabelas trigonométricas. Ele introduziu a teoria dos ciclos e epiciclos para os planetas,
conhecida como sistema ptolomaico, e também introduziu o conceito de "equante"para explicar o
movimento dos planetas.

Segundo Toomer, a obra Almagesto pode ser sintetizada, conforme apresentado em [3], da seguinte
maneira:

Como obra diddtica, o "Almagesto"é uma obra-prima de clareza e método, superior a qualquer
livro diddtico cientifico antigo e com poucos pares em qualquer periodo. Mas é muito mais do que
isso. Longe de ser uma mera "sistematizacdo"da astronomia grega antiga, como as vezes é descrita, é,

em muitos aspectos, uma obra original.

Teorema 5.1. (Teorema de Ptolomeu) Se ABC'D é um quadrildtero (convexo) inscrito em um circulo:

AB-CD+ BC-DA=AC - BD.

Figura 5: Teorema de Ptolomeu.

Um caso particularmente ttil do teorema geral de Ptolomeu ocorre quando um dos lados, por
exemplo AD, é o didmetro do circulo. Nesse caso, se AD = 2r, arelacdo 2r - BC'+ AB - CD =

AC - BD é vilida. Definindo o arco BD = 2« e o arco C'D = 23, obtemos as seguintes expressoes:

BC =2rsen(a — ), AB =2rsen(90° —«), BD =2rsena,
CD =2rsenf3, e AC =2rsen(90°—pf).

Assim, o Teorema de Ptolomeu, portanto, conduz a relagao:

sen(a — ) = sena cos f — cos acsen f3.

Seguindo um raciocinio semelhante, obtém-se a férmula:

sen(a + ) = sen«acos 8 + cos asen f3,
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bem como sua versdo andloga para o cosseno:
cos(a & ) = cosavcos f + sen avsen 3.

Por essa razdo, essas quatro identidades de soma e diferenca sdo frequentemente chamadas, na
atualidade, de formulas de Ptolomeu.

Ptolomeu usou o circulo de 360° para construir suas tabelas de cordas, que sdao equivalentes as
modernas tabelas de senos. Ele dividiu o circulo em 360 graus e cada grau em 60 minutos (partes
minutae primae) € cada minuto em 60 segundos (partes minutae secundae). Ptolomeu encontrou
formulas trigonométricas usando o circulo de 360°. As seguintes relagdes permitem converter formulas
trigonométricas modernas para a notacdo de cordas usada por Ptolomeu.

corda(2x) corda(180° — 2z)

senxr = TO € COST = 120 .

Embora Ptolomeu seja amplamente reconhecido pelo "Almagesto", sua obra mais famosa, ele
escreveu outros trabalhos de grande importancia. Um deles foi a "Geografia", composta por oito
volumes, que teve para os gedgrafos da época a mesma relevancia que o "Almagesto" teve para
os astronomos. Nesse tratado, Ptolomeu apresentou o sistema de latitudes e longitudes de forma
semelhante ao uso atual, descreveu métodos de projecdo cartografica e catalogou aproximadamente
8.000 cidades, rios e outras caracteristicas geograficas da Terra. No entanto, a falta de técnicas precisas

para determinar longitudes na época levou a inevitdveis erros significativos.

6 Heron de Alexandria

Heron (10-70 d.C.) foi um matematico e engenheiro grego. Ele € conhecido pela férmula de Heron

para calcular a area de um triangulo:

K =/s(s —a)(s = b)(s — o),

onde a, b, c sdo os lados e s é a metade da soma destes lados, isto €, o semiperimetro.

Um exemplo, dado um tridngulo ABC' como na Figura 6, tem-se que:

K = /15(15 — 10)(15 — 10)(15 — 10) ~ 43, 3.

Heron também estudou Optica, mecanica e inventou dispositivos mecanicos. Ele formulou o
principio da minima distancia para a reflexdo da luz.

Heron mostrou que a luz segue o caminho mais curto ao refletir em um espelho. Como pode-se
observar na Figura 7, se a luz vai de uma fonte S para um espelho M M’ e depois para o olho F, o

caminho mais curto € aquele em que os angulos de incidéncia e reflexdo sdo iguais. Isso pode ser
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Figura 6: Triangulo.

demonstrado geometricamente tracando SQ).S’ perpendicular a M M’ e comparando os caminhos SPFE
e S'PE.

M

Figura 7: Principio da Minima Distancia.
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Resumo

Palavras-chave Este trabalho investiga a dindmica de um subshift de um sistema simbdlico

com trés simbolos, com foco na contagem do nimero de pontos periddicos

em fung¢do do periodo. Inicialmente, provamos que o subshift é cadtico e,

Dinamica simbélica portanto, possui infinitas érbitas periédicas. Em seguida, demonstramos

Subshift . . g

Recorréncia de Tribonacei que, para tal subshift, a quantidade de pontos n-periédicos obedece uma
recorréncia do tipo Tribonacci. Por fim, explicitamos tal quantidade em
funcao do periodo n, a partir da resolucdo desta equagdo de diferengcas com
devidas condicdes iniciais.
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1 Introducao

Um sistema dindmico deterministico discreto consiste em uma fungdo f : X — X definida
em um espaco X no qual € possivel iterar repetidamente e assim estudar os sucessivos pontos que
surgirdo a cada iteracdo. Dado xy € X, a orbita de x( pela [ é dada pela sequéncia de pontos z,
r1 = f(x0), xa = f*(x0), ..., T = f"(x0),. ... Dentre as possiveis 6rbitas, se destacam os pontos
fixos e as Orbitas periddicas. Um elemento zy € X € dito ponto fixo de f se satisfaz f(zg) = z9 e,
mais geralmente, " (xq) = xo, para todo inteiro positivo n. Uma orbita xg, z1, xo, ..., Tp, ... é dita
periddica de periodo n > 0 se f*(xo) = 79 e f*(xy) # 70 paratodo 0 < k < n. Os pontos desta
Orbita periddica sao ditos pontos periodicos de periodo n, ou, simplesmente pontos n-periodicos.

Em estudos de dindmica discreta, os sistemas cadticos se destacam pelo comportamento complexo
e imprevisivel que apresentam. Nesse contexto, embora existam diversas defini¢des de caos, neste
trabalho adotamos a definicdo de Devaney [ 1] para fungdes f: X — X definidas em um espaco
métrico X, que impde trés condicdes essenciais. A primeira € a densidade dos pontos periddicos em X.
A segunda, a transitividade, manifesta-se na existéncia de uma Orbita densa, refletindo uma propriedade
de irredutibilidade, pois impede que o sistema seja decomposto em subsistemas nao triviais. Por fim,
a terceira condi¢do € a sensibilidade as condi¢des iniciais, que consiste na existéncia de um nimero
real 5 > 0 de forma que, para qualquer z € X e toda vizinhanga U de x, haja um ponto y € U e um
nimero natural n para os quais a distdncia entre f"(z) e f"(y) seja, pelo menos, 5. Note que essa

condi¢do sintetiza a imprevisibilidade, principio fundamental dos sistemas caéticos. Em resumo:

Definicao 1.1. [Caos de Devaney [1]] Seja X um espagco métrico. Uma funcdo f: X — X é dita

cadtica em X se:
1. os pontos periodicos de f sdo densos em X,
2. [ é transitiva,
3. f é sensivel as condigdes iniciais.

Dentre as ferramentas empregadas no estudo de sistemas cadticos, as dinamicas simbdlicas se
destacam por sua simplicidade estrutural e riqueza dinamica. Neste trabalho, investigamos uma
dindmica simbdlica definida por um subshift do shift de trés simbolos. Inicialmente, estabelecemos a
caoticidade dessa dindmica, fato intrinsecamente relacionado a abundéancia de pontos periddicos, o que
nos conduz ao problema de contagem desses pontos em funcdo do periodo n. Demonstramos que a
solucdo desse problema se obtém por meio da resolu¢ao da recorréncia conhecida como Tribonacci
[2], dada por

Tn4+3 = Tp42 + Tn+1 + Ty,

com condig¢des iniciais determinadas pelo ndmero de pontos periddicos de periodos 1, 2 e 3.
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2 Um subshift de 3 simbolos

No conjunto de sequéncias de trés simbolos com restricdes dado por:
Y = {(808152 .. )| 8j = 0, 1, ou 2, mas s; = 0= Sj+1 = le S5 = 1= Sj+1 = 2}, (D)

considere a fungdo d : >’ x ¥’ — R definida por:

asy = il @)
=0

Note que a série € convergente, pois seus termos sao nao negativos e ela é majorada pela série
geométrica Z;io %, que converge para 3.Vejamos que a fun¢do d pode ser utilizada para mensurar

distancias em X'
Proposicao 2.1. A funcdo d definida em (2) estabelece uma métrica em 7.

Demonstra¢do. Sejam s = (s9$182...), t = (totita...), u = (upuquz...) € X'. Desde que
| s; —t; |>0e|s; —t; |=0 se, e somente se, s; — t;, para todo inteiro nao negativo j, segue que
d(s,t) > 0ed(s,t) =0se, esomentese, s =t. De|s; —t; |=| t; — s; |, (s,t) =d(t,s).
s; — t; ti — u; |>| s; — u; | e usando o fato de que, para séries

convergentes, a série da soma € igual a soma das séries, concluimos que d satisfaz a desigualdade

triangular, ou seja, que d(s,t) < d(s,u) + d(u,t). Portanto, d define uma métrica em >'. [

Dada uma sequéncia (sps182...) € ¥/ segue que (s159253 . ..) também estd em X'. Isto permite

concluir que a fungdo o : ¥ — ¥’ dada por

o(808182...) = (818283 ..),

estd bem definida. A fun¢do o é denominada shift quando é tomada no espago > de todas as sequéncias
de trés simbolos e é chamada subshift quando estd definida em algum subconjunto ¥ de X..
Veremos mais adiante que a dinamica deste subshift € cadtica. O seguinte resultado ilustra uma

certa praticidade para majorar distdncias no espago X/, o que se mostrara deveras util.

Teorema 2.2 (Teorema da Proximidade). Sejam s,t € ¥/, Entdo, as seguintes afirmagoes sdo vdlidas:

1. Ses; =t;paratodoi =0,1,...,n, entdo d(s,t) < .

3”L
2. sed(s,t) < g, entdo s; = t; para todo i < n.
Demonstragcdo. Se s; = t; parai < n, entdo:
o=y gl o Lzl yh gt o 5 2o n
i=n+1 i=n-+1 i=n-+1
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Por outro lado, se s; # t; para algum j < n, entdo

d(s,t) > >

1 1
3 =3
1 ~ :
Consequentemente, se d(s,t) < s entdo s; = t¢; para todo i < n. [
Isto € suficiente para mostrar que:

Teorema 2.3. O subshift 0: ¥/ — Y/ ¢é cadtico.

Demonstracdo. Densidade de pontos periédicos. Dados um ¢ > 0 e uma sequéncia s = (sps152 .. . )
qualquer em ¥/, tome n € N tal que 3% < &. Vamos construir um ponto periddico ¢t € ¥/ que estd

e-préximo de s. Tal constru¢do dependerd do termo s,,_1, da seguinte forma:

Se s,_1 =0, entdo t = (808182 ...5,-1 1 2).

Se s,—1 = 1,entdo t = (sp$1S2. .. Sn_1 2).

Se s,_1 = 2, entdo t = (505152 - - - Sp_1)-

A barra sobre os digitos significa que essa sequéncia se repete indefinidamente.

Uma vez que, ap0s o 0, s6 pode seguir o 1; apds o 1, s6 pode seguir o 2; e apds 0 2, podem seguir
quaisquer digitos, fica garantido que todas as sequéncias ¢ estardo contidas em ’. Além disso, pelo
Teorema da Proximidade, em qualquer caso, segue que: d(s,t) < 3% < e. Isso prova a densidade dos
pontos periddicos.

Transitividade, ou seja, existéncia de 6rbita densa. Considere a sequéncia $ constituida de todos os
blocos de tamanho n, para qualquer n € N, adotando entre cada bloco as seguintes regras: quando um
bloco termina em 0, acrescentam-se os algarismos 1 e 2, e quando um bloco termina em 1, acrescenta-se
o algarismo 2. Adotamos essa abordagem para assegurar que todos os blocos possam se suceder, ja
que o algarismo 2 serd o ultimo termo de cada bloco, e ele pode preceder tanto 0, quanto 1, quanto o

préprio 2. A seguir, mostramos como fica a sequéncia s até os blocos de trés digitos:

§=(012122 012122012 212 22012 12012 1212 122 2012 212 22012 2212. . .)

1-blocos 2-bf(;cos 3—bl€cos

Dadosume > 0e s = (sps152...) uma sequéncia qualquer de ¥’, tomando um natural n tal
que 3% < e. Existe um n-bloco em s que coincide com os n primeiros termos de s. Assim, existird
um k € N tal que 0%(8) = (505152 ... 5, 15k4n - - - ), €, independente dos simbolos que seguirdo a
partir do termo de indice n, tem-se que: d(0*(8),s) < 5= < €. ,provando a densidade da 6rbita de § e,
portanto, a transitividade do subshift.

A sensibilidade as condigoes iniciais. Considere uma sequéncia qualquer s € ¥’ e um ¢ > 0.
Escolhemos um numero n tal que 3% < € e tomamos outra sequéncia t € > que difere de s apenas em
um termo na posi¢ao k£ > n. Pelo Teorema da Proximidade, d(s,t) < Sln < €, mas apos k iteracdes, a
distancia entre 0% (s) e o%(t) serd de pelo menos 1. Portanto, adotando 3 = 1, concluimos que ' é

sensivel as condi¢des iniciais. |
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Deste resultado, concluimos, em particular, que o possui infinitos pontos periddicos. Isso nos leva
a questdao de quantos pontos periddicos de um dado periodo n estdo associados a o, a qual trataremos a

seguir.

3 Contagem de pontos periodicos

A fim de estudar o nimero de pontos periddicos para o subshift o: ¥’ — 37, considere Per,, C 'y
o conjunto dos pontos n-periddicos de o e denote por # Per,, sua cardinalidade. Além disto, note que

as restri¢des apresentadas na definicdo de ¥’ em (1) podem ser representadas pelo seguinte grafo:

o Y

Esse grafo pode ser ttil ao leitor na tarefa de acompanhar os raciocinios que seguirdo. Por exemplo,

a partir do mesmo nao € dificil concluir que

Pery = {(2)}, Pers = {(2),(12), (21)}, Pers = {(2), (012), (120), (201), (122), (221), (212)} e

Pery = {(2), (12), (21), (0122), (1220), (2201), (2012), (1222), (2221), (2212), (2122)}.

Assim, #Pery = 1, #Pery = 3, #Pers = 7 e #Pery, = 11. Note que #Pery, = #Pers +
#Pery + # Per;. Veremos a seguir que tal relacdo nao é coincidéncia.

Teorema 3.1. Para o subshift 0: ¥/ — Y/ e qualquer inteiro positivo n,
#Per, 3 = #Per, o+ #Per,.1 + #Per,.

Demonstragcdo. Dada uma sequéncia de Per,, 3, a ideia € associd-la a uma tnica sequéncia pertencente
a Per,, .5 ou Per,, | ou Per,,, de forma que cada sequéncia em Per,,, 5 ou Per,, ., ou Per, fica associada
a uma Unica sequéncia de Per,,, 3. Isso mostra que #Per,, .3 = #Per,,, o + #Per,, .1 + #Per,,.

Para construir tal associagdo, dado um inteiro positivo n, considere a particdo de Per,, em 5

subconjuntos disjuntos:

D, {(30 R Sn—l) € Per,, | Sog=2,8,-1 = 1}
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En = {(SO R Sn—l) € Pern | So = 2= Sn—l}

Portanto é valido que: # Per, = #A, + #B, + #C, + #D,, + #E,,.

Dada s = (50 .- Spi2) € Perpys, se so = Spio €ntdo Sg = s,.2 = 2, pois 0’s ou 1’s adjacentes
ndo sdo permitidos em Y. Neste caso, s,,1 pode ser 1 ou 2, portanto s € Per, 3 com Sy = S, = 2
determina uma sequéncia periédica de comprimento n + 2, a saber (2s; . .. s,,1), a qual pertence a
Dn+2 ou En+2.

A situagdo em que s = (Sg. .- Sp12) € Per, 3 é tal que sg # S,.2 envolve quatro casos:

Caso 1: sy = 2. Neste caso, a Unica possibilidade é que s,,. o = 1 e isto implica que s,,.1 = 0 ou
Sn+1 = 2. No caso em que s,;1 = 0, temos ainda que s,, = 2 e s € associada a uma tnica sequéncia
(251...5,_12) em E, ;. Agora, se s5,,; = 2, podemos fazer s, = 1 ous, = 2. Paras, = 1
associamos s a uma unica sequéncia (m) em D, .. Ja para s,, = 2 podemos associar
Sp—1 = lous,_; = 2, 0 que determina uma sequéncia de comprimento n, dada por (2s; ... S,_1)
pertencente a D,, ou E,,.

Caso 2: sy = (. Neste caso, obrigatoriamente s,,,o = 2 e isto implica que s,,.1 = 1 ou 5,11 = 2. Para
Sn+1 = 2, s € associada a uma dnica sequéncia (0s; ... s,2) em A, . Agora, se s,1; = 1, podemos
fazer s, = O ou s,, = 2. Para s, = 0 segue que s,_; = 2 e associamos s a uma Unica sequéncia
(0sy...5, 22) em A,. Ja para s, = 2 fica determinada uma sequéncia de comprimento n + 1, dada
por (0s; ...s,_12) pertencente a A, 1.

Caso 3: sg = 1 e s,.0 = 2. Neste caso, s,+1 = lous, 1 = 2. Se s,11 = 2, s estd associada a uma
tinica sequéncia de comprimento n + 2 dada por (1s; ...5,2) em C,, 5. Ese s,,; = l entdo s, = 0
ou s, = 2 e s estd associada a uma Unica sequéncia de comprimento n + 1 da forma (1s; ... s,) que
estiem B, 1 ouC)q.

Caso 4: sy = 1e s,42 = 0. Segue que, s,11 = 2, mas como ja associamos s a uma sequéncia em
C2 no caso 3, vamos considerar s,, = lous, =2.Ses, =1lentdos, ; =0ous, | =2esestd
associada a uma tnica sequéncia de comprimento n da forma (1s; ...s, ;) que estd em B,, ou C,,.
Para s,, = 2, s fica associada a uma tnica sequéncia de comprimento n + 1 dada por (1s; ...s,_12)
em C,, ;1. Observe que ja haviamos associado s as sequéncias em C),1; no Caso 3, e, por outro lado,

falta associar s as sequéncias de B,, 2. Tal associagdo serd feita por meio de uma bijegdo entre C,,; e

By, 12, a qual pode ser definida por ¢: B, o — Cy4q tal que ¢(1sy...5,0) = (1s;...s,). Note que

obrigatoriamente s,, = 2, donde (1s; ...s,) € C,41 e claramente ¢ é uma fungdo bijetora. |

Concluimos assim que # Per,, satisfaz a equagao de diferengas linear de ordem 3 com coeficientes

constantes, comumente chamada de Tribonacci, dada por

#Pern—i-i% - #Pe’rn—I—Q - #Pern—kl - #Pern =0

com as condi¢des iniciais: #Per; = 1, #Pery = 3 e #Pers = 1.
Essa equacdo de diferencas aliada as condicdes iniciais dadas, pode ser resolvida em softwares de

computagdo algébrica. Por exemplo, no software gratuito Maxima [3], utilizando o pacote solve_rec e
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o comando solve_rec(eqn, var, [init]), obtivemos:

N

#Per,, = [((9\/ﬁ+ 19\/5)§ +38 (V1T + 19\/3)‘1’ + 43§)n2"
+ <(9\/ﬁ+ 19v3)" (V3 1) - 438 + 238 (9V11 + 19\/3)‘”1‘ - 43é>n

V]

+ ((9\/ﬁ+ 19x/§)g (—\/31' - 1) 4435 4+ 23% (9\/ﬁ+ 19\/5);’ - 43%,)”}
/ ((9\/ﬁ+ 19\/3)332"2"> 3)

Ainda utilizando o Maxima e substituindo valores para n, determinamos a quantidade # Per,,
de pontos n-periddicos associados ao subshift 0. Na tabela a seguir, apresentamos alguns exemplos

resultantes desse procedimento:

n #Per,

1 1

2 3

3 7

4 11

5 21

6 39
100 | 291705319160032485504749131

4 Consideracoes finais

Com base na andlise realizada, concluimos que a dindmica do subshift estudado é cadtica no
sentido de Devaney, o que garante a existéncia de infinitos pontos periddicos densamente distribuidos
no espaco. Além disso, estabelecemos que a contagem dos pontos n-periddicos segue uma recorréncia
do tipo Tribonacci, permitindo explicitar essa quantidade em func@o do periodo n. Esse resultado
ndo apenas reforca a conexdo entre sistemas dindmicos cadticos e sequéncias recursivas cldssicas,
mas também destaca a importancia das dinAmicas simbdlicas como ferramentas para compreender a

estrutura de Orbitas periddicas em sistemas complexos.
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Resumo

O trabalho define o produto tensorial entre dois espagos vetoriais, destacando
suas propriedades fundamentais. Demonstra-se a existéncia e unicidade de
aplicagdes bilineares e constrdi-se um espago vetorial gerado por tensores
decomponiveis. Através de proposi¢des, relacionam-se aplicacdes bilineares
Produto tensorial. e transformagdes lineares num espaco gerado por tensores decomponiveis,
Espacos vetoriais. para, em seguida, enunciar a unicidade do produto tensorial. Sdo ainda
Aplicagdes multilineares. abordadas as propriedades de comutatividade, associatividade e distributivi-
dade do produto tensorial entre dois espacos vetoriais, além de sua extensio
para multiplos espagos vetoriais via aplicagdes p-lineares. Conclui-se que o
produto tensorial generaliza transformag¢des multilineares, com aplicagdes
em 4lgebra e geometria.

Palavras-chave
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1 Introducao

Este texto apresenta um resumo estendido sobre a teoria de produtos tensoriais. O contetido aqui
exposto € baseado no livro Cdlculo Tensorial, de Elon Lages Lima [1]. O objetivo é fornecer uma
visdo clara e detalhada sobre a construgdo e as propriedades dos produtos tensoriais.

Para isso, o texto foi dividido em se¢des especificas para o caso do produto tensorial entre dois
espacos vetoriais e depois em uma secdo que generaliza a defini¢do e construcdo de um produto
tensorial. Inicialmente, sdo definidas as estruturas bésicas de aplicacdes bilineares e suas propriedades,
seguida pela constru¢do de produto tensorial entre dois espagos vetoriais. Sendo a unicidade do
produto tensorial demonstrada, as propriedades comutatividade, associatividade e distributividade sdo
enunciadas.

Além disso, o resumo discute o produto tensorial de aplicagdes lineares, introduzindo o conceito de
produto de Kronecker e sua relagdo com matrizes. Por fim, a teoria é estendida para o caso de multiplos

espacos vetoriais, definindo-se o produto tensorial de p espacos e suas propriedades associadas.

2 Definicao e Construcao

2.1 Aplicacoes Bilineares

Definicao 2.1. Sejam U, V, W espacos vetoriais sob o mesmo corpo. Uma aplica¢do
o UXV =W,

chama-se bilinear quando possui as seguintes propriedades:

1 ¢(u+u',v) = ¢(u,v) + (v, v);
2. ¢(u,v+0") = o(u,v) + d(u,v');

3. (A, v) = ¢d(u, \v) = Ap(u, v);

quaisquer que sejam u, v’ € U, v,v" € V e X escalar.

Proposicio 2.2. Sejam U, V e W espacos vetoriais, com €& = {ey, ..., ey} sendo uma base de
UeF = {fi,..., fn} uma base de V. Dada uma mn-upla arbitrdria de vetores w;; € W (onde
1 =1,....mej = 1,...,n), existe uma tnica aplicagcdo bilinear ¢ : U x V. — W tal que

P(es, fj) = w;; para todo e; € € etodo f; € F.

Demonstragdo. Suponha que existam duas aplicagdes bilineares ¢, ¢’ : U x V. — W tais que
dlei, f5) = wij e ¢f(es, f;) = wj; para todo e; € £ etodo f; € F. Parau = Y a'e; € Ue
v="> [ f; € V,pelabilinearidade de ¢ e ¢/, segue que:
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= (Yo' 3 HL) =D alo(e ;) = Y a'Buy
= ¢ (Z a'e;, Zﬂjfy’) = Z o' B¢ (ei, f) = Z o Bl

Caso ¢(u,v) = ¢'(u,v) para todo u € U ewv € V, conclui-se que w;; = wj; para todo i, j.
Portanto, ¢ = ¢', o que prova a unicidade.
Para a existéncia, estabelecidas as bases £ e F de U e V/, respectivamente, defina ¢ : U x V — W
por
:Zaiﬂjwij (wij € Wi;1<i<m,1<j<n),

comu € Uewv € V. A bilinearidade de ¢ € verificada mostrando-se a linearidade em cada uma das

entradas. Para a primeira entrada, seja u’ = > v'e¢; € U e A um escalar. Obtém-se:

Plu+u',v) = Z(oz + ) B w;; = Zoﬁﬁ]ww + Z’y Fw; = d(u,v) + ¢, v),

4,J

S(hu,v) =Y (Aa)Blwy; =AY o' Flwy; = A(u, v).
i3 i,J
De maneira andloga, demonstra-se que ¢(u,v + v') = ¢(u,v) + ¢(u,v’') parav’ € Ve ¢(u, \v) =
Ap(u,v). Além disso, ¢(e;, fj) = ), a"B*w,s = 3 a"w,; = wjj, 0 que conclui a demonstragdo.
[ |

A Proposicdo 2.2 indica que uma aplicacdo bilinear ¢ : U x V' — W entre os espacos vetoriais

U,V e W, pode ser definida por ¢ aplicada na mn-upla de pares das bases de U e V.

2.2 Produtos Tensoriais

Definicao 2.3. Sejam U e V espacos vetoriais sobre o mesmo corpo, com dimensdes m e n, res-
pectivamente. Um par (Z, ¢) é chamado de produto tensorial de U porV se satisfizer as seguintes

condicoes:

1. Z é um espaco vetorial e ¢ : U x V — Z é uma aplicagdo bilinear;
2. A dimensdo de Z é igual ao produto das dimensoes de U e V', ou seja, dim Z = dim U - dim V;

3. Aimagem de ¢, denotada por ¢(U x V'), gera Z. Isso significa que todo elemento de Z pode

ser expresso como uma combinagdo linear de elementos de (U x V).
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Proposicio 2.4. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdes m e n, respectivamente, e o par (Z, ¢)
o produto tensorial de U por Z. Se £ = {ey,...,em} e F = {f1,..., fu} sdo bases de U e V, entdo
a mn-upla ¢(e;, f;),1 <i <m,1 < j <n, forma uma base de Z.

Demonstragdo. Dados u =Y ;" o'e;em U ev = Z;;l (7 f; em V, entdo, pela bilinearidade de ¢,

tem-se

Slu,0) =Y a'Fole, f;) (1<i<m,1<j<n)

ou seja, para todo u € U e todo v € V, ¢(u, v) pode ser escrito como combinagdo linear dos elementos
¢(ei, fj). De acordo com as Condigdes 2 e 3 da Defini¢do 2.3, a mn-upla ¢(e;, f;) € uma base de
Z. |

Uma possivel constru¢ao de um produto tensorial se apresenta a seguir:
Construcdo. Sejam £ = {eq,..., e} e F ={f1,..., fn} basesde U e V, respectivamente. Toma-

se Z como um espaco vetorial qualquer de dimens@o mn. Encolhendo arbitrariamente

?—[:{hll,...,hzj,---’hmn}

uma base de Z e definindo ¢ : U x V' — Z, nos pares (e;, f;). e; € &, f; € F, por ¢(e;, f;) = hij,
estende-se ¢ por bilinearidade para os pares restantes, de acordo a Proposicao 2.2. O fato de que o par
(Z, ¢) satisfaz as Condi¢oes 1, 2 e 3 da Defini¢do 2.3 € evidente, a partir de sua prépria construgio.
O produto tensorial de U por V' € indicado por U ® V; assim ¢(u, v) é indicado por u & v, na qual
1&-se "u tensor v". Os elementos do espago vetorial U ® V' sdo chamados tensores. Os tensores da
forma u ® v chamam-se decomponiveis. De acordo com a Proposi¢do 2.4, se £ = {e1,...,e,} e
F ={f1,..., fn} sdobases de U e V, respectivamente, e Z é gerado por ¢(U x V'), entdo os tensores
e; ® f; sdo uma base de Z. E importante ressaltar que nio se tem pela defini¢io Z = o(U x V), uma

vez que Z € combinagdo linear de tensores decomponiveis.

Teorema 2.5. Considere U ® V' como o produto tensorial de U por V', e seja W um espago vetorial
qualquer. Dada uma aplicacdo bilinear g : U x V. — W, existe uma unica transformagdo linear

§:U®V — W que satisfaz a relagdo §g(u ® v) = g(u,v) para quaisquer vetores u € U ev € V.

Demonstragdo. A aplicagdo linear g : U ® V' — W € definida aplicando para cada z = > uy ® vy
em U ®V, g(z) = >, g(ug,vp). Esta aplicacdo é bem definida, pois ao determinar as bases
E=Ae,...,entemU,e F ={f1,..., fn}emV, tem-se

uk:E age; e vkzg Blf; , entdo
i J

p= up@up =y <Z a26i> ® <Z ﬁifj) = aifle® ;.
k k i J

/L‘?j?k
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Tomando £¥ = ", i 31 , obtém-se

c=Daifle e f= > e [,
.3

i7j7k

e pela bilinearidade de g

9(2) =Y glur,ve) = > aiBlgle f;) =Y E9g(e, f;):
k

1,5,k (2]

Dessa forma, os niimero £¥ sdo as coordenadas do tensor z em relacdo a base formada pelos tensores
e; ® f;, demonstrando que a aplicag@o ¢ estd bem definida. Além disso, dado 2z’ = ) u) ® v} em
U ® V, com (¥ sendo as coordenas do tensor na base {e; ® fj}, e A um escalar, vé-se que g € linear,

pois:

Gz +2) = (67 +(T)gles f) Zé glei f;3) +Z< glei, f;) = 3(2) + (=)

1,J

GA2) =Y (A& gles ;) = XD E9g(ei, f;) = Ag(2).
2% 2

Por fim, dada uma outra aplicagdo linear g : U x V' — W, tal que §(u ® v) = g(u,v) paratodo u € U

etodov € V, tem-se

=g (Y wou) =Y sl v) =D glu,v) = §(=),

logo, g = g. Portanto, a aplicagcdo g é bem definida, linear e tinica (nas condi¢des requeridas), o que

conclui a demonstragao. [ |

Considere dois produtos tensoriais U @ V e U X V' dos espagos vetoriais U e V. De acordo com
o Teorema 2.5, existe uma aplicacdo linear p : U ® V' — U x V que associa a cada elemento u ® v
o par p(u ® v) = (u,v), e uma aplicagdo bilinear p : U x V — U X'V que associa a cada par (u, v)
o elemento p(u,v) = u X v. A composi¢ao dessas aplicacdes define, portanto, uma aplicagdo linear
g=pop:U®V — UKV, que satisfaz q(u ® v) = uK v paratodos u € U e v € V. A partir disso,
a unicidade do produto tensorial pode ser enunciada a seguir.

Teorema 2.6. (Unicidade do produto tensorial.) Sejam U @ V e U X'V dois produtos tensoriais de U
por V. Entdo, existe um tinico isomorfismo canonico entre U @ V e U XV, o qual mapeia u @ v em
uwv paratodou € Uev e V.

Demonstragdo. A aplicagdo bilinear g : U x V' — U KV, que associa ao par (u,v) o elemento
g(u,v) = u X v, induz uma aplica¢do linear g : U ® V' — U KV tal que §g(u ® v) = u X v. De
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maneira andloga, a aplicag@o bilinear h : U x V' — U ® V, definida por h(u,v) = u ® v, gera uma
aplicacdo linear b : UX 'V — U ® V, com a propriedade h(u X v) = u ® v.

Considerando agora a composi¢ao linear ho g:U®V = U®YV,tem-se que:
hogu®v)=h(uRv)=u®wv,

ou seja, a composicao ho g coincide com a aplicacdo identidade sobre o conjunto dos tensores
decomponiveis de U ® V. Como esse conjunto gera U ® V/, segue que hogéa aplicacdo identidade
de U ® V em si mesma. Da mesma forma, jo h é a aplicagdo identidade de U X Vem U X V.
Portanto, conclui-se que g e h sdo isomorfismos inversos um do outro. Além disso, a unicidade
de g decorre do fato de que sua definicdo estd completamente determinada sobre um conjunto de
geradoresde U @ V. [ |

De acordo com a unicidade do produto tensorial, garantida pelo Teorema 2.6, a construcao de

isomorfismos especificos possibilita enunciar as propriedades a seguir.
Proposicao 2.7. O produto tensorial possui as seguintes propriedades formais:
1. U®V =V ® U (comutatividade),
2 U V)W =U® (VW) (associatividade);

3. U+V)eW=x(UeW)+ (VeW) (distributividade).

2.3 Produto tensorial de aplicacoes lineares

Definicao 2.8. Sejam A : U — W e B : V — Z duas aplicagées lineares. O produto tensorial de A
por B ¢é a transformacdo linear A @ B : U @ V — W ® Z definida pela relagcdo

A® Bu®v) =A(u)® B(v), paratodouecUev€V.

Sejam A, B : U — U aplicagdes lineares, e £ = {ej,...,€e,} uma base de U. Considere
j
matriz da aplicagdo linear AQ B: U®U - U®U,nabase ERE ={e; ®e; | i,7=1,...,m}, ¢

chamada de produto de Kronecker ou produto tensorial de matrizes « e 3, sendo denotada por o ® f3.

a= (") mxmef = (B;)mxm as matrizes que representam A e B, respectivamente, na base £. A

De acordo com a Definicdo 2.8 e a bilinearidade do produto tensorial, segue que:

(A® B)(er @ en) = Alex) @ Blep) = (Z Oéiez‘) ® (Z 5263‘) = Z apBles © e,
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e portanto:
alBfi o oAl oo ool sl o ol Bl
alpm oooalpgmooooalpmoLo ol g™
a®p= : : : :
a'ftooooaBl Lo ampt o amsl
a'Byr oooa'Br oo o L al B

Dessa forma, dado um tensor A® B(e, ®e;) € Im(A® B), as coordenas desse tensor na base EQE

se encontram na coluna com os sub-indices r € s, sendo elas: o} 3L, ... alp™ ... amBl ... amp™
2.4 Produto tensorial de varios espacos vetoriais
Dados os espagos vetoriais Vi,...,V, e W, definidos sobre o0 mesmo corpo, uma aplica¢do

¢ : Vi x---xV, — W échamada de p-linear quando € linear em cada varidvel separadamente.

Definicao 2.9. Um produto tensorial dos espagos vetoriais V1, . .., V, é um par (Z, ) que satisfaz as

seguintes propriedades:
1. Z é um espago vetorial e ¢ : Vi X --- X V,, = Z é uma aplicagdo p-linear;
2. dimZ =dimV; -dim V- ... -dimV,;
3. (Vi x ---V,) gera Z;

Dado o produto tensorial (Z, ¢) dos espagos vetoriais V,...,V,, escreve-se Z =1V, ® --- @V, e
(v, ...,0,) =01 @ - ® v,. De modo andlogo ao Teorema 2.6, o produto tensorial V; ® --- @ V,, é
unico, a menos de um isomorfismo candnico. Conhecendo a constru¢do anterior de um espaco vetorial,

pode-se definir indutivamente o produto tensorial de p espacos por meio da férmula:

e V=@ V) e,

com a aplicagdo p-linear ¢(v1,...v,) = v1 ® - - - v, definida como (V1 ® - - - Vp_1) @ V.

Todas as construg¢des do produto tensorial V; ® - - - ® V}, sdo isomorfas entre si. Portanto, ndo ha
ambiguidade nem perda de generalidade ao escolher qualquer uma dessas construgdes, uma vez que
existe uma maneira natural de identificar elementos de uma constru¢do com elementos bem definidos
de outra. Além disso, valem, para p fatores, as Propriedades 2 e 1 do produto tensorial, que garantem,

respectivamente, a associatividade e a comutatividade.
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Resumo

Palavras-chave O presente trabalho relata uma das aulas de uma cole¢do elaborada em uma

Iniciagdo Cientifica. Esta foi realizada em turmas de segundo ano do Ensino

Educaco Matemética. Médio da Rede Estadual de Ensino acerca do assunto Progressoes

Resolugdo de Problemas. Geométricas. A metodologia utilizada foi baseada no Ensino de Matematica

Ensino Médio. Através da Resolucdo de Problemas, proposto por Onuchic e Allevato
(2011). Como resultados, observamos que os alunos tiveram uma
compreensdo mais sélida acerca do tema.
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1 Introducéo

A Metodologia de Ensino de Matematica através da Resolucdo de Problemas, é uma das
formas de se utilizar a Resolugcdo de Problemas nas aulas de Matematica. Nela, o problema é tido
como um chamativo para que o aluno possa construir novos conceitos e ser ativo na formalizacéo
de seu conhecimento matematico, cabendo ao professor conduzir o processo (Onuchic; Allevato,
2011).

Autores como Onuchic e Allevato (2011), que se debrucaram sobre tal metodologia,
destacam nove etapas que tendem a contribuir para a implemetacdo dessa pratica em sala de aula,
sendo elas: (1) Preparacdo do Problema; (2) Leitura Individual, (3) Leitura em conjunto; (4)
Resolucdo do problema; (5) Observar e incentivar; (6) Registro das resolugdes na lousa; (7)

Plenéria; (8) Busca do consenso; e (9) Formalizagdo do conteudo.

Para este trabalho, sera relatada uma aula desenvolvida no campo do Estagio Supervisionado
I11, a partir de atividades propostas no ambito de uma iniciacdo cientifica, em turmas de segundo
ano do Ensino Médio da Rede Estadual de Minas Gerais, no periodo noturno, que chamaremos de
2° 8 e 2° 9 (identificacdo da prépria escola). O conteldo da aula, definindo uma progressao
geométrica e deducdo do termo geral, foi combinado com o docente supervisor, tendo em vista o

planejamento geral escolar para a série.

2 Planejamento e Execucao

Partindo das etapas propostas por Onuchic e Allevato (2011), foi escolhido um problema que
permitisse ao aluno retomar o conceito de poténcia, uma vez que o0 assunto no qual desejadvamos

trabalhar, depende dele.

Dessa forma, o problema escolhido foi: “Um rei prometeu recompensar um sabio que
colocasse corretamente grados de arroz em um tabuleiro de xadrez. Para a distribuicéo,
comega-se com 3 grédos no primeiro quadrado e a quantidade dobra em cada quadrado
seguinte. A distribuicdo devera ser feita sempre da esquerda para a direita, uma linha de cada
vez, sequenciadas. Se distribuido corretamente, quantos graos de arroz devera conter a ultima

casa do tabuleiro?”
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Figura 1: Tabueleiro com a Distribuicéo Inicial

Fonte: Elaborado pelos Autores

O objetivo da proposta foi que os alunos percebessem que realizar as distribuicfes de arroz
ndo é eficiente para solucionar o problema e que, portanto, eram necessario outros artificios para
representar o caminho de solucdes através das propriedades de poténcias, sem que fosse necessario

realizar as multiplicacGes de fato.

Para que este objetivo fosse alcancado, o problema foi apresentado junto com um roteiro de
questBes que estimulava os alunos a indicar as quantidades de grdos em casas mais proximas umas
das outras. Além disso, foi proposto uma tabela com o intuito de chamar a atencéo dos alunos para
os elementos que seriam importantes na formulagédo de conjecturas para solucionar o problema.

Figura 2: Roteiro de Questdes

Questio 1: Observe a distribuicdo de arroz. Qual a quantidade de gréos de arroz
que devera ter na casa D87

Questio 2: Qual a guantidade de gréos de arroz que devera ter na casa F8?
Questio 3. Qual a quantidade de grios de arroz que devera ter na casa A7?
Questio 4: Qual a quantidade de graos de arroz que devera ter na casa AG?
Questéo 5. Qual a quantidade de gréos de arroz que devera ter na casa D5?
Questéo 6. Qual a quantidade de grios de arroz que devera ter na casa A4?
Questio 7: Qual a quantidade de graos de arroz que devera ter na casa G37?
Questéo 8: Qual a quantidade de grios de arroz que devera ter na casa A1?

Questdo 9: Qual a gquantidade de gréos de arroz que devera ter na casa H17?

86 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

Fonte: Elaborado pelos Autores

Figura 3: Tabela

Identificacdo da casa | Nomero Sequencial | Quantidade de | Quantidade de
da casa multiplicagdes | gréos de arroz

necessarias
AB 1 0 3

B8 2 1 6

3 2 12
[0%:]

D8 3 24

E8 5 48

F8 6 5

G8 192

Hg

Fonte: Elaborado pelos Autores

Ap0s estas etapas, foi discutido com os alunos as relacGes que poderiam ser notadas entre a
ordem das casas e a quantidade de multiplicacbes necessarias. Tal discussdo foi utilizada para a

formulacéo do termo geral.

2.1 Execucédo da proposta

Ao iniciar a aula, foi entregue aos alunos um conjunto contendo: (1) a situagéo problema com
a figura 1 ; (2) as questbes apresentadas na figura 2; (3) a tabela para a visualizagdo das relagoes; e

(4) tabuleiro de xadrez expandido para a distribui¢do do arroz, com um copinho contendo arroz.

Nas turmas 2° 8 e 2° 9 havia, respectivamente, 4 e 3 alunos, caracteristica marcante de turmas
do noturno nas aulas de sexta-feira, nesta escola em questdo. Diante do baixo numero de estudantes,

optou-se por organizar a turma em circulo para que eles pudessem conversar.

Foi realizada, em ambas as turmas, a leitura em conjunto, identificando sempre que ndo havia
duvidas quanto a maneira e os critérios de distribuicdo. Apoés a leitura, seguimos para o préximo

passo, de resolucdo do problema.

Os alunos, apds iniciarem as multiplicagdes, notaram rapidamente que, nas palavras deles,
“havia um macete” para descobrir a quantidade de graos na ultima casa sem precisar realizar todas

as multiplicagcdes. Confirmamos que havia um jeito e recomendamos que eles preenchessem a
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tabela para que pudessem buscar uma relag&o.

Alguns alunos tentaram distribuir arroz nas casas enquanto outros resolveram escrever a
guantidade em cada casa, buscando responder o roteiro. Ao acompanhar a resolugéo dos alunos e
seus comentarios, como o numero final ficaria muito grande, alteramos o problema combinando que
ndo seria necessario achar a quantidade exata de grdos na Ultima casa, mas que seria necessario
resolver as questdes, preencher as trés primeiras colunas da tabela e “demonstrar” a relagdo que

indica a quantidade de grédos na ultima casa.

Figura 4: Tabela Preenchida por Aluno

Fonte: Arquivo Pessoal

A figura 4 mostra como foi feita o preenchimento da tabela de um dos participantes, que para

tentar encontrar a férmula geral, utilizou a tabela com os valores correspondentes a primeira coluna
do tabuleiro.

Figura 5: Informaces da casa H1

Fonte: Arquivo Pessoal
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O aluno da figura 5, ao completar as linhas propostas no inicio da tabela, notou que a
quantidade de vezes que a multiplicacdo era realizada para se obter uma quantidade de gréos em
uma casa era sempre um a menos que a posi¢cdo sequencial que esta ocupa na distribuicdo. Com

essa informacédo, foi possivel estabelecer com os alunos essa relacao.

Ao terminar a discussdo com as turmas, partimos para a proxima etapa da metodologia que é
a formalizacdo do conteudo. Para isto, foi necessario retomar a tabela e montar no quadro o que
significava na escrita matematica a coluna 3 da tabela. Foi relembrado dos estudos de Progressdes
Aritmética, mais especificamente, de como era denotado 0s termos na sequéncia - ai,az, as, ..., as4

- e foi estabelecido que o nimero sequencial poderia ser visto como termos em uma sequéncia.

Dessa forma, fizemos a descri¢do dos termos, com a ajuda das turmas, da seguinte maneira:
air =3
az=3x*2
a3 =3*2%*2
as =3%2%2%2

Nesse momento, foi perguntado aos alunos como poderia ser escrito o termo as4, que seria a
Gltima distribuicdo a ser feita. Eles comecaram entdo a dizer : “3 vezes 2, vezes 2, vezes 2, vezes
2...63 vezes”. Ao questionarmos se ndo haveria uma forma melhor de escrever tal conta, um dos
alunos falou que poderia ser utilizado a potenciacdo para representar a multiplicacéo, resultando,
entdo, em ass = 3 * 263, A figura 6 é a forma que um aluno representou a quantidade de gréos de

arroz na 242 casa, que esta na posi¢éo He.

Figura 6: Representacdo com Poténcia

A2

Fonte: Arquivo Pessoal
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Por fim, foi comentado que uma sequéncia em que o termo seguinte € obtido a partir da
multiplicacdo do anterior por um valor fixo, como no caso do problema, é chamada de Progressdo
Geométrica (P.G.), e que esse valor que esta sempre sendo multiplicado, é chamado de razdo e que
sera denotado pela letra g. Assim ao desejarmos obter um valor em uma posi¢do n em uma P.G.,

podemos utilizar a seguinte expressao (desenvolvida com a participacdo dos alunos):

an=a1*q",n€eN,a;,q€€R

3 Consideracdes finais

A partir da aula, foi possivel estabelecer com os alunos o raciocinio pratico utilizado no
conteido de Progressdes Geométricas. Destacamos ainda que o Ensino de Matemética Atraves da
Resolucdo de Problemas € uma dentre diversas metodologias que podem ser utilizadas nas aulas de

Matematica, visando maior partipacdo e interesse dos alunos.

Este relato de experiéncia é fruto de uma das propostas elaboradas em um projeto de
Iniciacdo Cientifica na qual a primeira e a terceira autora realizam. Os demais planos de aula, bem
como os referénciais teoricos, serdo disponibilizados em um site que estd em processo de

formulacéo para que possa ser acessado por diferentes professores.
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Resumo

Este trabalho relata uma experiéncia desenvolvida no ambito da disciplina de
PROINTER IV - Oficina de Préatica Pedagdgica do Curso de Licenciatura em
Matematica, com base em uma proposta pedagdgica centrada no Tema
palavras-chave Contemporaneo Transversal Salde. A proposta sugere o ensino das grandezas
fisicas escalares frequéncia (F) e periodo (T) por meio do estudo das
) frequéncias cardiacas e sua representacdo em um eletrocardiograma (ECG),
ﬁf:gjémia‘ de forma a produzir uma aprendizagem significativa por meio de atividades
Educagdo Matematica. contextualizadas. A experiéncia vivenciada em sala de aula ocorreu em uma
turma de 8° ano do Ensino Fundamental, sendo nesse relato destacado os

resultados e as reflexdes que foram obtidas durante essa pratica pedagdgica.
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1 Introducéo

A Salde é um tema fundamental na formacao de criancas e adolescentes conscientes e capazes
de adotarem héabitos saudaveis para uma melhor qualidade de vida. Ao integrar esse tema ao ensino
de Matemaética, possibilita-se a demonstracdo de como numeros e dados desempenham um papel
crucial na compreensdo de uma alimentacdo equilibrada, na importancia da pratica regular de
atividades fisicas e na identificacdo de alteracBes no funcionamento do corpo humano, como
variacdes na frequéncia cardiaca, que podem indicar esforco fisico, niveis de estresse ou possiveis

problemas de saude.

Sendo assim, este relato de experiéncia tem como objetivo apresentar uma proposta pedagogica
interdisciplinar que integra os estudos sobre Saude, Matematica e Fisica, desenvolvida no contexto
da disciplina PROINTER IV - Oficina de Pratica Pedagdgica, envolvendo o Tema Contemporaneo
Transversal (TCT) Saude. A proposta sugere o ensino das grandezas fisicas escalares frequéncia (F)
e periodo (T) por meio do estudo das frequéncias cardiacas e sua representacdo no eletrocardiograma
(ECG), de forma a produzir uma aprendizagem significativa por meio de atividades contextualizadas.
Ademais, a experiéncia vivenciada em sala de aula ocorreu em uma turma de 8° ano do Ensino

Fundamental.

Ao propor atividades contextualizadas, Souza (2009) afirma que

Uma aula contextualizada leva o aluno a interagir com o que esti sendo ministrado [...]
aprendizagem € associada a preocupacdo em retirar o aluno da condigdo de espectador
passivo, em produzir uma aprendizagem significativa e em desenvolver o conhecimento
espontaneo em direcdo ao conhecimento abstrato. E preciso fazer os alunos verem a
matematica na realidade, [...] ligar a matematica que se estuda nas salas de aula com a
matematica do cotidiano (Souza, 2009, p. 15).

Ao propor atividades contextualizadas, pretende-se atender as orientacGes da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) e da diretriz Curriculo Referéncia de Minas Gerais (Minas Gerais, 2024),
que incentiva o estudo de temas integradores e contextualizados, visando as possibilidades de

aprendizagens e o0s desenvolvimentos dos alunos.

Ao longo deste relato, encontra-se topicos que exploram, inicialmente, um breve resumo sobre
o TCT de Saude, situando sua relevancia no contexto educacional. Em seguida, € abordado os
fundamentos basicos sobre frequéncia cardiaca e ECG como tema central para a introducdo no ensino
das grandezas fisicas com frequéncia e periodo. Apo6s essa fundamentacdo, apresenta-se um

detalhamento completo da proposta pedagogica interdisciplinar, incluindo a criagdo de um modelo
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tridimensional de um ECG confeccionado uma impressora 3D.

2 Sequéncia didatica de OPP

A Oficina de Pratica Pedagogica (OPP) segue uma sequéncia didatica baseada em uma
metodologia ativa chamada rotacdo por estacbes (Christensen; Horn; Staker, 2013), no qual cada
estacdo consiste em uma atividade ou um conjunto de atividades diferentes sobre um mesmo tema. O
tema abordado esta relacionado aos Temas Contemporaneos Transversais (TCT) (Brasil, 2019). As
estacOes de aprendizados, que eram compostas por tarefas a serem realizadas, foram organizadas em
sete categorias: Identidade do estudante e TCT, Estudos sobre os TCT’s, Pesquisas sobre os TCT’s,

Produtos digitais, Pratica pedag6gica, Pensamento matematico e Narrativa digital.

A sequéncia de estacOes da disciplina de OPP teve inicio com atividades voltadas a construgédo
da identidade do estudante, como videos, questionarios, memorial de experiéncias com os TCT e
autoavaliacdo. Em seguida, desenvolveu-se estudos sobre os Temas Contemporaneos Transversais
(TCT) e a escolha da tematica do projeto. A segunda estacdo envolveu pesquisas nos documentos
normativos da educagdo, como a BNCC (Brasil, 2018) e o Curriculo de Minas Gerais, além de
producdes académicas da Educacdo Matemaética. A estacdo dos produtos digitais promoveu a anélise
de diferentes midias e recursos educacionais, como videos, podcasts, jogos e propostas STEAM. Na
estacdo de Prética Pedagdgica, os licenciandos(as) elaboraram propostas a serem desenvolvidas em
escolas. Por fim, as estagdes de Pensamento Matematico e Narrativa Digital abordaram a Modelagem

Matematica do projeto e a producdo de um e-book e um produto digital.

3 Metodologia

A metodologia deste trabalho fundamenta-se na pesquisa qualitativa (Lidke; André, 2018),
com o objetivo de investigar a perspectiva dos(as) alunos sobre questdes relacionadas a Saude em
uma aula de Matematica. A proposta pedagogica, desenvolvida na disciplina de Oficina de Pratica
Pedagdgica (OPP), integrou as areas de Saude, Matematica e Fisica, com foco no ensino das
grandezas fisicas escalares frequéncia (F) e periodo (T) por meio do estudo das frequéncias cardiacas
e sua representacdo no eletrocardiograma (ECG). Elaborou-se um plano de aula intitulado “Do
batimento ao gréfico: definindo o conceito de frequéncia”, com duragdo de 100 minutos, visando a
definicdo do conceito de frequéncia por meio das batidas do coracdo, explorando as frequéncias
cardiacas em diferentes fases do desenvolvimento humano. A aula, realizada com uma turma do 8°

ano do Ensino Fundamental de uma escola da rede municipal de Uberlandia (MG), envolveu escuta
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de batimentos cardiacos, interpretacdo de graficos de ECG e Modelagem Matematica dos conceitos
de Frequéncia (F) e periodo (T), buscando promover uma aprendizagem contextualizada e

interdisciplinar.

4  Analise das notas de campo

A pratica pedagdgica deste projeto foi desenvolvida de uma escola da rede municipal de ensino
da cidade de Uberlandia, estado de Minas Gerais, em uma turma de 8° ano do ensino fundamental,
sob a supervisdo da professora de Matematica da turma. A pratica pedagogica, intitulada “Do
batimento ao gréfico: definindo o conceito de frequéncia”, aconteceu em duas aulas de 50 minutos,
na terca-feira do dia 19 de novembro de 2024, no periodo da manha. A pratica aconteceu em uma

sala de aula convencional, com aproximadamente 25 alunos(as).

Para dar inicio a aula, a professora realizou uma breve apresentacéo e introduziu o tema com a
seguinte afirmacdo: "Hoje, vamos estudar matematica explorando as batidas do coracdo!". Em
seguida, a professora fez a seguinte pergunta: “Vocés ja estudaram algum tema da area da satde em
uma aula de matemdtica?” e as respostas foram que ndo. Neste momento, a professora estimula a
curiosidade dos alunos e promove uma reflex@o sobre suas experiéncias anteriores e o esperado se
confirma ao receber a resposta negativa dos alunos(as) e percebe-se que o ensino integrado de temas
da area da Saude as aulas de Matematica sdo poucos ou nada explorados, com isso, concluiu-se que
0 ensino de Matematica por muitas vezes estd dissociado dos contextos praticos e cotidiano dos

estudantes.

No primeiro momento da aula, onde teve por objetivo reunir o que os alunos(as) sabem sobre
as batidas do coracgdo ao escutar os batimentos, foi colocado um video com o som das batidas e feito
a seguinte pergunta: “Escutando esse som, o que ele significa para vocés?”, e 0S alunos disseram:
“E 0 coragio batendo”, “E o coracgio batendo em um ritmo constante”. Outra pergunta feita apos
essa foi “Vocés conseguem perceber algo matemdtico neste som?” e, entdo, um dos alunos disse que
“sim, pois 0 coracgdo esta batendo sempre no mesmo tempo, as batidas seguem um mesmo ritmo”. A

partir dai, percebeu-se que os alunos(as) tinham uma certa no¢do do que é ritmo.

A proxima pergunta foi “Serd que nds conseguimos contar quantas vezes o cora¢do estd
batendo durante este video?”. Os alunos(as) disseram que sim, sendo em seguida dito aos estudantes
que o0 que estariamos fazendo ao contar quantas vezes o coragao estd batendo recebe um nome de

frequéncia cardiaca. A frequéncia cardiaca é o nUmero de vezes que 0 coracao bate por minuto.
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Ainda no primeiro momento da aula, foi mostrado outro video para 0s alunos, em que tratou-se
de uma representacdo grafica dos batimentos cardiacos. O intuito com este video € introduzir o
eletrocardiograma como uma forma dessa representacdo. Alguns alunos(as) sabiam sobre essa
representacdo grafica, citaram, por exemplo, o monitor cardiaco. Apds o video, foi falado aos
estudantes que o eletrocardiograma é uma forma de representacdo e forcenido o modelo 3D do
eletrocardiograma para eles visualizassem mais de perto (Figura 1).

Figura 1 — Modelo 3D do eletrocardiograma

--+p---

Fonte: elaborado pelos préprios autores (2025).

Os alunos(as) ficaram empolgados em poder tocar e quiseram saber como foi feito, entdo, foi dito que
foi feito em uma impressora 3D utilizando softwares matematicos. Ap6s este momento, foi explicado aos
alunos(as) o significado por tras das ondinhas que foram identificadas com letrinhas diferentes, como uma
etapa de curiosidade, para que eles(as) entendessem como 0 coracdo se prepara para realizar uma batida. A
intencdo para este momento era o de introduzir o produto digital elaborado, o video interativo, no entanto, ndo

foi possivel realizar esta parte do planejamento.

No segundo momento da aula, foi apresentado quatro modelos de eletrocardiograma, um de
uma crianca (76 bpm), um de um adolescente (100 bpm), um de uma mulher (60 bpm) e por fim o de
um atleta (45 bpm) e pedido a eles para fazerem essas classificacdes com base na frequéncia cardiaca

de cada um. Neste momento, os alunos comegaram a dar seus palpites:

“O de 100 é o da crianca porque crianca € muito agitada” , “O de 100 é de uma crianca porque
ela é menor e entdo o sangue circula mais rapido”. “O de 76 é de um atleta”, “O de 45 com certeza

nao é de um atleta”. “E o de um idoso, qual é?”.

E durante esse dialogo, surgiram perguntas do tipo “tem diferenca da quantidade de batimentos

por minuto de uma mulher para o de um homem?” O objetivo deste momento foi alcancado, pois era
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exatamente o de provocar davidas nos alunos, incentivando-os a fazer novas perguntas. A intengéo
era que eles comecassem a refletir sobre como fatores como idade, sexo biolégico (homem ou mulher)
e atividade fisica podem influenciar se a frequéncia cardiaca sera mais alta ou mais baixa. Durante
este momento, um dos alunos(as) acertou em dizer que a frequéncia cardiaca de 45 bpm era de um
atleta, dizendo que “por ser o coracdo de um atleta que estd sempre fazendo atividade fisica, o
coracao estd bem treinado e consegue fazer seu trabalho normal mesmo demorando entre uma batida

e outra”.

Apds este momento de troca de ideias, foi mostrado para aos estudantes as referéncias de
frequéncias cardiacas normais para cada idade, para homem e para mulher. E dito aos alunos(as) que
a frequéncia cardiaca muda conforme o estagio de desenvolvimento porque o coracao de criangas é
menor e precisa bater mais rapido para bombear sangue suficiente, enquanto em adultos, o coragédo
maior e mais eficiente pode bater mais devagar. A formacdo biologica também influencia:
geralmente, mulheres tém frequéncia cardiaca levemente mais alta que homens devido a diferencas
hormonais e no tamanho do coracdo. A atividade fisica impacta porque pessoas mais ativas tém um
coracdo mais forte e eficiente, permitindo uma frequéncia cardiaca em repouso mais baixa, enquanto
sedentérios podem ter batimentos mais altos para atender as demandas do corpo. A partir dai, foi dito

aos alunos(as) quando a frequéncia cardiaca é considerada alta e quando ela é considerada baixa.

ApOs esse momento de troca de ideias, em que os(as) alunos(as) apresentaram hipdteses e
questionamentos sobre os diferentes batimentos cardiacos, discutiu-se coletivamente as médias de
frequéncia cardiaca para diferentes perfis (idade, sexo bioldgico, nivel de atividade fisica), com base
nas referéncias apresentadas. A partir dessa discussdo, considerando a necessidade de trabalhar com
nlmeros mais acessiveis para o processo de Modelagem Matemaética na etapa seguinte, foi acordado
com a turma o uso da frequéncia de 60 bpm como valor de referéncia. Esse valor foi escolhido por
representar uma média proxima a frequéncia cardiaca de uma pessoa adulta em repouso, além de
facilitar a construcao da relagao com o tempo (60 batimentos por minuto — 1 batimento por segundo),

favorecendo a introdugao do conceito de periodo.

Dado esse momento, na terceira etapa da aula, tivemos a etapa da formalizacao do conceito de
frequéncia e consequentemente o conceito de periodo. Apresentou-se que frequéncia (F) é a
quantidade de vezes que um fendmeno ocorre em um determinado periodo. E periodo (T) é o tempo

necessario para que um fendmeno ocorra.

Aqui, foi realizada a relacéo de frequéncia cardiaca com a grandeza fisica escalar frequéncia e
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perguntado aos alunos(as): “Serd que é possivel contar quanto tempo o coragdo leva para completar
um ciclo entre uma batida e outra? ”, para que pudessemos fazer relagdo com a grandeza fisica escalar
periodo. Nessa etapa, um aluno disse que € “0 tempo entre uma batida e outra”, e de fato, é o tempo

entre uma batida e outra. Assim, foi formalizado o conceito de periodo (T).
A ideia para formalizar as relacdes matematicas foi comecar pela seguinte afirmacao:

60 batimentos

Frequéncia cardiaca = 60 bpm (batimentos por minuto) = -
1 minuto

Sabe-se que 1 minuto equivale a 60 segundos, entdo podemos reescrever da seguinte forma:

60 batimentos _ 1 batimento

Frequéncia cardiaca = =
1 60 segundos 1 segundo

Assim, concluimos que temos 1 batimento a cada 1 segundo, ou seja, definimos o significado

de periodo (T). Agora, podemos formalizar a seguinte relacéo:

1 d leatimento_P todo (T) x F encia (F) = 1
segundo 1segundo eriodo requéncia =

Portanto, T == e F =

1
T

iR

Em conclusdo, a préatica pedagogica desenvolvida demonstrou o potencial da integracdo entre
salde, Matemaética e Fisica, proporcionando aos alunos uma experiéncia de aprendizagem dinamica
e significativa. Ao explorar a frequéncia cardiaca como tema central, os(as) estudantes puderam nao
apenas compreender conceitos matematicos e fisicos, como também refletir sobre fatores que
influenciam a satude humana. Embora o tempo disponivel tenha sido um desafio para a completa
formalizacdo de conceitos como frequéncia e periodo, a interacdo e o engajamento dos alunos(as)
indicam que a abordagem interdisciplinar € uma estratégia eficaz para despertar o interesse e a
curiosidade. Essa experiéncia reforcou a importancia de projetos pedagdgicos que conectam o
conhecimento académico com situagbes do cotidiano, proporcionando uma aprendizagem mais

significativa.
5 Consideracdes finais

O relato apresentado sobre uma proposta interdisciplinar sobre o ensino das grandezas fisicas

frequéncia (F) e periodo (T) por meio do estudo de frequéncias cardiacas representadas em um
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eletrocardiograma (ECG) evidenciou a relevancia de praticas pedagogicas interdisciplinares e
contextualizadas na formacao integral do(a) estudante da Educacao Basica. Estudando o tema sobre
Salde, integrado ao contedo de Matematica e Fisica, foi possivel demonstrar como conceitos
tedricos podem ser aplicados de maneira ao cotidiano escolar, promovendo uma conscientizagdo

sobre salde e bem-estar.

O estudo das frequéncias cardiacas e sua representacdo grafica permitiu explorar conceitos
como frequéncia e periodo, aproximando os alunos(as) de maneira acessivel e conectado a realidade.
No entanto, o tempo limitado foi um desafio, principalmente na formalizagdo matematica dos
conceitos. Esse ponto trouxe uma reflexdo para a necessidade de alterar o tempo proposto no plano
de aula e ideias para futuros projetos mais extensos, que possibilitem uma abordagem mais profunda

sobre esta tematica.

A pratica também revelou a que a integracdo de assuntos da area da Saude nas aulas de
Matematica é pouco vista, evidenciando a importancia de iniciativas que propdem 0 ensino
interdisciplinar sobre diferentes areas do conhecimento, como o sugerido na BNCC e no Curriculo
Referéncia de Minas Gerais. Portanto, a proposta desenvolvida trouxe grandes aprendizados
significativos e uma primeira experiéncia Unica na elaboracdo e no desenvolvimento de um projeto

sobre os Temas Contemporaneos Transversais (Brasil, 2019), em especifico na area da Saude.
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Resumo

Este estudo explora desenvolvimentos cruciais na trajetéria da matema-
tica e do célculo, ressaltando a invengdo da Pascalina por Blaise Pascal, a
criagdo da régua de cdlculo e as notdveis descobertas de John Napier no
campo dos logaritmos. A Pascalina, concebida no século XVII, representou
um dos primeiros equipamentos mecanicos capazes de executar operagoes
aritméticas, servindo como um ancestral dos dispositivos de cdlculo con-
temporaneos. A régua de cdlculo, fundamentada nos fundamentos dos
logaritmos, transformou radicalmente os célculos nas dreas de ciéncia e
engenharia antes da ampla disponibilidade dos computadores. John Napier,
um matematico escocés, criou os logaritmos no comeco do século XVII,
estabelecendo um sistema que simplificou célculos intrincados e exerceu
um impacto considerdvel sobre a matematica e a ciéncia. Em conjunto, tais
progressos fomentaram o progresso da computacdo e da matemadtica prética,
viabilizando a execugdo de cdlculos com mais agilidade e exatiddo.
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1 Introducao

Entender a histéria da matemadtica € crucial para percebermos como o raciocinio matemaético se
desenvolveu e como ideias e teorias foram construidas ao longo dos séculos. A matemdtica ndo nasceu
sozinha, mas sim como uma solu¢do para questdes praticas encaradas por diferentes povos. A invenc¢ao
dos logaritmos, por exemplo, € um dos grandes feitos na facilita¢cdo de contas complicadas, sendo uma
inovacao que influenciou muito a astronomia, a navegacao e varios campos da ciéncia.

John Napier, um matematico escoc€s do século XVII, foi um dos primeiros a criar essa ideia
inovadora. Seu trabalho com logaritmos ndo s6 tornou os cdlculos numéricos mais faceis, como
também criou as bases para o desenvolvimento do célculo e da andlise matemadtica. O método que ele
usou, baseado em progressdes geométricas e razdes, mostrou uma nova forma de lidar com nimeros
de maneira eficaz, permitindo calculos mais rdpidos e exatos.

Ap6s a criag@o dos logaritmos, outras inveng¢des surgiram com o propésito de otimizar e simplificar
ainda mais os célculos. Um exemplo € a régua de célculo, um instrumento analdgico que viabilizava
a realizacdo de multiplicacdes, divisOes e até operacdes mais intrincadas com base nas propriedades
logaritmicas. Amplamente utilizada por engenheiros e cientistas até o surgimento das calculadoras
eletronicas, a régua de cdlculo representa um marco na histéria da instrumentagdo matematica.

Outro avango significativo nesse contexto foi a miquina de somar de Blaise Pascal, conhecida como
Pascalina. Desenvolvida em meados do século XVII, é considerada uma das primeiras calculadoras
mecanicas da histéria. Acionada por engrenagens, a Pascalina foi concebida para auxiliar seu pai, que
se dedicava a cdlculos tributdrios, e tornou-se um simbolo da transi¢cdo entre o raciocinio estritamente
manual e o uso de dispositivos para computacao.

Neste estudo, vamos examinar a estrutura matemadtica da obra de Napier, explicando a légica por
trds de seus logaritmos e sua definicdo geométrica. Vamos analisar a escolha de valores especificos
usados em sua formula e como seu método se assemelha aos logaritmos naturais que usamos hoje.
Além disso, vamos discutir a relevancia da ideia logaritmica para o progresso da ciéncia e da tecnologia,

mostrando o impacto do pensamento matematico no avango do saber humano.

2 A Descoberta dos Logaritmos

A descoberta dos logaritmos foi precedida por importantes contribui¢des de matematicos como
o suico Jobst Biirg, o alemdo Michael Stifel e o francés Nicolas Chuquet, que exploraram relacdes
entre progressdes aritméticas e geométricas. Matemadticos enfrentavam o desafio de simplificar
multiplicacdes e divisdes complexas, especialmente em campos como astronomia e navegacao. Uma
das técnicas desenvolvidas para esse fim foi a prostaférese, que utilizava identidades trigonométricas

para transformar multiplica¢des em somas. Por exemplo, a identidade trigonométrica: cos(a)-cos(b) =

1
2

o que simplificava os calculos com o uso de tabelas trigonométricas. Porém, essa técnica tinha

[cos(a — b) + cos(a + b)] A prostaférese permitia transformar multiplica¢des de cossenos em adigdes,
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desvantagens, como a necessidade de tabelas muito grandes e uma precisdo limitada. Essas dificuldades
motivaram a procura por métodos mais eficazes. Foi nesse cendrio que o matematico suico Jobst Biirgi
(1552-1632) teve um papel crucial. Atuando como relojoeiro e astronomo nas cortes de Kassel e Praga,
Biirgi criou, por volta de 1588, um sistema de logaritmos fundamentado em progressdes geométricas.
Mesmo tendo finalizado seu trabalho antes de John Napier, Biirgi s6 divulgou seus resultados em 1620,
apos o incentivo de Johannes Kepler.

Michael Stifel foi um matematico e tedlogo alemao, nascido em Esslingen am Neckar. Inicialmente
monge agostiniano, tornou-se posteriormente professor de matematica na Universidade de Jena. Sua
obra mais relevante é Arithmetica Integra, publicada em 1544. Nessa obra, Stifel: Foi o primeiro a
utilizar o termo expoente na linguagem matematica; Estabeleceu regras para manipulagdo de poténcias,
como: ¢™ - ¢" = ¢™*", ZI—T = ¢~ "; Criou uma tabela relacionando nimeros inteiros com poténcias
de 2, demonstrando que operacdes como multiplicagdes e divisdes poderiam ser transformadas em
somas e subtracdes — antecipando a ideia central dos logaritmos; Explorou o uso de nimeros
negativos (chamados por ele de numeri absurdi) e reconheceu a importancia dos nimeros irracionais na
matemadtica; Desenvolveu métodos para resolucdo de equacdes quadraticas com coeficientes positivos
e negativos, contribuindo significativamente para o desenvolvimento da algebra.

Nicolas Chuquet foi um matematico francés que viveu em Paris e € reconhecido como autor do
primeiro tratado de dlgebra escrito em francés: Triparty en la science des nombres, concluido em 1484.
Embora seu manuscrito ndo tenha sido publicado em sua época, foi redescoberto posteriormente e
valorizado por sua importancia histérica. No Triparty, Chuquet: Desenvolveu uma notacao algébrica
propria e discutiu propriedades das poténcias; Utilizou nimeros negativos € 0 nimero zero como
expoentes — um avango notavel para a época; Criou um sistema de nomeacao de nimeros muito
grandes baseado em sufixos como -illion, o qual influenciou o0 modo como grandes nimeros siao
nomeados até hoje; Antecipou conceitos de notacdo exponencial que seriam fundamentais para o
desenvolvimento dos logaritmos. As ideias desenvolvidas por Stifel e Chuquet sobre relacdes entre
progressoes aritméticas e geométricas, bem como sobre exponenciag¢ao, formaram um corpo conceitual
importante que antecedeu a formulagcdo dos logaritmos. Elas mostram que a busca por métodos de
simplificacdo de cdlculos era uma questdo matematica recorrente no final da Idade Média e inicio da
Renascenca.

A busca por simplificar os cdlculos matemadticos culminou na descoberta dos logaritmos por John
Napier. Esse avanco possibilitou a transformacao de operacdes multiplicativas em somas, facilitando
significativamente os cdlculos em dreas como astronomia, navegacdo e engenharia. John Napier
(1550-1617), um matemaético escocés, comecou a desenvolver a ideia dos logaritmos para ajudar seu
pai, que administrava propriedades e precisava realizar cdlculos extensivos. Napier percebeu que os
célculos poderiam ser simplificados se houvesse uma maneira de converter multiplicagdes em somas.
Em 1614, publicou sua obra “Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio”, onde apresentou sua tabela
logaritmica e explicou o conceito de logaritmos, mas sem detalhar a 16gica por trés; isso s6 ocorreu

em 1619, com a edic¢do pdéstuma de sua obra “Mirifici Logarithmorum Canonis Constuctio”. Sua
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abordagem inicial era complexa e usava uma base diferente da base 10, mas ja demonstrava a relacao

fundamental:
log(a x b) = log(a) + log(b) (1)

Essa descoberta permitiu que cédlculos demorados fossem simplificados, beneficiando astronomos
e navegadores, que frequentemente lidavam com nimeros muito grandes. A explicagdo por trds da
chave da obra de Napier era que para conservar proXimos 0s termos em uma progressao geométrica de
poténcias inteiras de um nimero dado, é necessario tomar o nimero dado muito proximo de um. Napier
por isso escolheu como seu nimero dado 1 — 10~7 (ou 0.9999999). Assim, os termos na progressio
de poténcias crescentes ficam realmente proximos — proximos demais, na verdade. Para chegar a um

1)L

equilibrio e evitar decimais, Napier multiplicou cada poténcia por 107. Isto é, se N = 107(1 — G

entdo L € o “logaritmo” de Napier do nimero V.

1 L
L=1log10" (1 ——
og()( 107)

Assim, seu logaritmo de 107 é 0, seu logaritmo de 107(1 — 1/107) = 9999999 € 1, e assim por diante.
Dividindo seus nimeros e logaritmos por 107, terfamos virtualmente um sistema de logaritmos de

base 1/e, pois

fica préximo de

De fato:

onde

107

L L\ LT
L 1 1 1 7 1
it = (1-— ) =b=((1-— (1 g0 1
" ( 107) - (( 107)> wb=0-gm) =0

Deve-se lembrar, no entanto, que Napier ndo tinha o conceito de base de um sistema de logaritmos,
pois sua defini¢ao era diferente da nossa. Os principios de sua obra eram explicados em termos
geométricos da maneira seguinte. Consideremos dados um segmento de reta AB e uma semirreta
C'DE. Suponhamos que um ponto P parte de A e se move ao longo de AB com velocidade varidvel,
decrescendo em propor¢do com sua distancia a I; durante 0 mesmo tempo, suponhamos que um ponto
@ parte de C' e se move ao longo de C'D E com velocidade uniforme igual a velocidade inicial de P.

Napier chamava esta distancia varidvel C'() de logaritmo da distancia PB.
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Figura 1: Exemplo do segmento.

A defini¢ao geométrica de Napier coincide, € claro, com a descri¢do numérica dada antes. Para
mostrar isto, seja PB = x e CQ = y. Se AB é tomado como 107 e se a velocidade inicial de P

também é tomada como 107, entdo, em notacdes modernas, temos:

dx dy -
_— = — _— = 1
AR T

com condig¢des iniciais xy = 107, 1o = 0. Entao,

dy 107
de ~ x’
cuja solugdo é
y=—10"Incx.
Das condigdes iniciais resulta 0 = —107l0og107¢c entdo ¢ = 10~7. Logo,
x Yy In (%) Yy In ( 7)
y= 107 (-2 ) = oL — =0 o S0
7)) T T T o1 T 10 loge ()

ou

Y _ 10g1/6 (i) .
107 107
Isto &, se as distancias PB e C'Q fossem divididas por 107, a defini¢do de Napier levaria precisa-
mente a um sistema de logaritmos de base 1/e, como mencionamos antes. E desnecessdrio dizer que
Napier construiu suas tabelas numericamente em vez de geometricamente, como a palavra “logaritmo”,
que ele fabricou, implica. A principio, ele chamou seus indices de poténcias “ntimeros artificiais”, mas
mais tarde ele fez a composi¢do de duas palavras gregas: logos (ou razdo) e arithmos (ou nimeros).
Henry Briggs (1561-1630) logo percebeu o potencial da descoberta de Napier e prop0os a reformu-
lagdo dos logaritmos para base 10, tornando os cédlculos ainda mais intuitivos. Em 1624, publicou a
“Arithmetica Logarithmica”, contendo tabelas logaritmicas mais faceis de usar. Além disso, Edmund
Gunter (1581-1626) criou escalas logaritmicas que facilitavam a aplicacdo dos logaritmos em célculos

praticos. Essas escalas foram a base para o desenvolvimento da régua de célculo.
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3 A Régua de Calculo

A régua de cdlculo foi desenvolvida a partir das escalas logaritmicas propostas por Gunter. Posteri-
ormente, William Oughtred (1574-1660) aperfei¢coou o instrumento, criando uma régua com escalas
moveis que permitia a realizacdo de operagdes matematicas complexas de forma mecanica. Surgindo
como um desenvolvimento direto dos logaritmos, em 1620, Edmund Gunter criou uma escala logarit-
mica fixa que permitia a realizagao de multiplica¢des e divisdes com o uso de um compasso. Em 1632,
William Oughtred projetou a primeira régua de cdlculo com escalas moéveis, tornando os calculos ainda
mais rdpidos e acessiveis para cientistas e engenheiros. Durante os séculos XVIII e XIX, a régua de
célculo se tornou essencial em engenharia, astronomia e navega¢do. Modelos mais avangados foram
desenvolvidos, incluindo réguas circulares e eletronicas antes da chegada das calculadoras digitais.

A régua de cdlculo consiste em duas escalas logaritmicas deslizantes. Para multiplicar dois nimeros,
por exemplo: Ajusta-se o nimero 1 da escala mdvel sobre o primeiro niimero na escala fixa; Encontra-
se o segundo nimero na escala mével; O valor correspondente na escala fixa fornece o resultado da
multiplicacdo. A mesma légica se aplica a divisdes, raizes e poténcias, tornando a régua de calculo
uma ferramenta poderosa.

Abaixo, incluimos imagens para ilustrar o funcionamento da régua de cdlculo:
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Figura 2: Exemplo de uso da régua de calculo para multiplicagao.
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Figura 3: Detalhe das escalas logaritmicas.
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4 A Maquina de Somar de Pascal

A maquina de somar de Blaise Pascal, conhecida como "Pascalina", foi uma das primeiras cal-
culadoras mecanicas. Criada em 1642, ela visava auxiliar seu pai, que era coletor de impostos, na
realizacdo de cdlculos aritméticos. Pascal, com apenas 19 anos, projetou a miquina para automatizar a
soma e a subtracdo. Seu funcionamento era baseado em engrenagens dentadas que giravam de acordo
com os valores inseridos pelo usudrio. Com o tempo, a maquina foi aprimorada, tornando-se um dos

primeiros dispositivos de calculo mecanico reconhecidos.

4.1 Funcionamento da Pascalina

A Pascalina operava com um mecanismo de rodas numeradas de 0 a 9. Cada volta completa
de uma roda movia a seguinte em uma unidade, permitindo a realiza¢do de somas e subtracdes de
maneira automatica. O usudrio inseria os nimeros girando as rodas, e o resultado era exibido através
de pequenas janelas na parte superior do dispositivo. Para somar, bastava girar as rodas até os nimeros
desejados. Para subtrair, Pascal projetou um sistema complementar, onde os valores negativos eram

representados por uma inversao na rotagao das engrenagens.

4.2 Impacto da Pascalina

Embora a Pascalina ndo tenha sido amplamente adotada comercialmente devido ao seu custo
e complexidade de fabricagdo, ela estabeleceu principios fundamentais para futuras calculadoras

mecanicas e inspirou o desenvolvimento de dispositivos de computacao.

Figura 4: A méquina de somar de Pascal (Pascalina).

5 Conclusao

O surgimento dos logaritmos pelas maos de John Napier, junto com a criagao da régua de célculo e a

invencdo da mdquina de somar idealizada por Blaise Pascal, ilustram como a matemdtica se transforma
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para dar conta das demandas concretas de cada periodo. No século XVII, a dificuldade crescente
dos calculos necessérios para astronomos, navegadores e engenheiros foi o motor dessas invencoes,
que ndo s6 simplificaram a rotina desses profissionais, mas também pavimentaram o caminho para
o desenvolvimento de novas tecnologias. A relevancia desses progressos vai além do seu cendrio
inicial e chega até os nossos dias. Os logaritmos, como exemplo, seguem sendo muito usados em
campos como a informadtica, a engenharia e a estatistica. A régua de cédlculo, mesmo tendo ficado
para trds com as calculadoras eletronicas, foi um ponto importante na trajetoria dos instrumentos
matematicos, servindo de alicerce para o aprimoramento de tecnologias mais modernas. Do mesmo
modo, a maquina de somar de Pascal pode ser vista como um ancestral dos computadores atuais,
mostrando a busca incessante por maneiras mais eficazes de fazer cdlculos. Explorar a histéria da
matematica nos proporciona entender a ligac@o entre o saber tedrico e seus usos praticos, além de dar
valor ao legado dos grandes intelectuais que ajudaram no avanco da ci€ncia. A matematica ndo € uma
matéria a parte, mas um espelho das necessidades e dos desafios encarados pela humanidade ao longo
dos tempos. Desse modo, ao examinarmos essas descobertas, admitimos que o avango matematico é
um caminho sem fim, movido pela curiosidade, pela inovagdo e pela vontade de entender e mudar o

mundo a nossa volta.
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Resumo

Este trabalho, a partir do que se tem produzido em uma iniciacdo cientifica
que objetiva constituir um exercicio historiografico da trajetéria do
Laboratério de Ensino de Matematica (LEM) do Instituto de Matematica e
Palavras-chave Estatistica (IME), pretende apresentar parte dos pressupostos tedricos-
metodolégicos que temos mobilizado para a realizagdo da pesquisa
supracitada. O LEM tem atuado como eixo dialégico entre universidade e
comunidade, estabelecendo parcerias com escolas e desenvolvendo

Laboratério de Ensino de

Matematica. . . . L R
Historiografia. diferentes abordagens para o ensino da Matematica. A partir da metodologia
Educacéo Matemética. da Historia Oral, sobretudo aquela praticada no interior do Grupo de

Pesquisa Histdria Oral e Educacdo Matematica (Ghoem), investigamos a
trajetoria do LEM ao longo do tempo. A partir de estudos tedricos, de fontes
documentais e de entrevistas com docentes que estiveram envolvidos com o
LEM busca-se construir uma histéria do LEM destacando, sobretudo, seu
papel na formacdo daqueles que dele participaram/participam.
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1 Introducéao
A Matematica, desde as civilizacbes antigas, configura-se como pilar fundamental na
formacédo intelectual e no aprimoramento de habilidades cognitivas. A necessidade humana de
quantificar, medir e calcular, presente em diversas culturas, impulsionou o desenvolvimento do
conhecimento matematico, influenciando areas como ciéncias exatas, artes, filosofia e tecnologia
(Boyer, 1974; Eves, 2011).

No ensino superior, os laboratérios de Matematica surgem como resposta a busca por
abordagens de aprendizado mais dinamicas e participativas (Borba; Penteado, 2010).
Complementando aulas expositivas e exercicios tedricos, esses laboratorios oferecem um ambiente
para experimentacdo, exploracdo e aplicacdo pratica de conceitos matematicos. Tais espacos se
consolidam como centros de atividades interativas, onde estudantes colaboram e utilizam diversos

materiais, objetos matematicos e recursos tecnoldgicos (Lorenzato, 2006).

A influéncia dos laboratérios de Ensino de Matematica transcende o ambiente académico,
alcancando a comunidade por meio de atividades de extensdo e parcerias com instituices locais.
Essa abertura tende a promover a inclusdo e a democratizacdo do conhecimento matematico,
fortalecendo a relagé@o entre universidade e sociedade e contribuindo para a formacédo de cidadaos
criticos (Santos e Cunha, 2021).

Diante disso, pautado na metodologia da Histéria Oral, objetivamos em nossa inicia¢do
cientifica, realizar um exercicio historiografico do Laboratorio de Ensino de Matematica (LEM) da
Universidade Federal de Uberlandia (UFU). Nessa direcdo, a partir da analise de documentos
disponibilizados tanto no arquivo Morto da UFU quanto por docentes do IME, trabalhos
académicos e entrevistas com professores que estiveram vinculados ao LEM em algum momento de

sua trajetdria na UFU, busca-se produzir uma historia possivel do LEM.

Com isso, nosso objetivo, neste trabalho, é apresentar parte dos pressupostos tedricos-

metodoldgicos que temos mobilizado para a realizacdo da pesquisa supracitada.

2 Metodologia para um exercicio historiografico em torno do
LEM/IME/UFU
O Grupo “Historia Oral e Educagdo Matematica” — Ghoem — foi criado no ano de 2002. Em
um primeiro momento, intencionava-se reunir pesquisadores da area de Educacdo Matemaética

interessados na possibilidade de usar a Historia Oral como recurso metodoldgico nao sé para fins de
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pesquisa como também nas préaticas de sala de aula.

Desde ent&o, essa configuracao foi alterada, ampliando-se, de modo a incorporar discussdes
sobre outros temas e abordagens tedrico-metodoldgicas. Pode-se dizer, hoje, que o interesse central
do grupo é o estudo da cultura escolar e o papel da Educacdo Matematica nessa cultura. Assim, 0s
temas abordados nas pesquisas e praticas do Ghoem vao desde formacdo de professores de
Matematica, narrativas, Histdria Oral, manuais didaticos, Histdria da Educacdo Matematica, analise

de livros antigos e contemporaneos — didaticos ou ndo — até conservacdo de acervos.

Segundo Neves (2006), a historiografia ndo deve ser vista apenas como uma enumeracao de
autores e obras histéricas ou uma simples descricdo do que foi escrito sobre a Histéria. Conforme
Lapa (1976, p.17), a historiografia e o proprio exercicio historiografico envolve ndo apenas o estudo
das formas de escrita da historia, mas também sua recriacao, assumindo toda a responsabilidade que
essa tarefa exige. Dessa forma, assumimos que o trabalho historiografico representa uma revisao
critica do processo de construgdo do conhecimento historico, indo além de uma simples releitura

dos fatos.

Visto isso, este estudo adota a Historia Oral (HO) como metodologia, sobretudo, inspirados
nas praticas de pesquisa tecidas no interior do Ghoem, que defende que o uso da HO em um
exercicio historiografico possa implicar na inauguracao de uma “operacao com as fontes produzidas
a partir da oralidade e, segundo as circunstancias, incorporar paulatinamente fontes outras que

possam apoiar a cria¢do da narrativa historiogréfica (Garnica, 2006).

Nessa direcdo, podemos afirmar que, ao mobilizar e assumir tais pressupostos, na medida
em que avan¢amos na pesquisa, ndo sé produzimos um exercicio historiografico do LEM/IME/UFU
como também, intencionalmente, produzimos novas fontes, em especial, a partir das entrevistas que

realizamos.

Aqui, cumpre esclarecer que as pesquisas do grupo e os afazeres historiograficos envolvem
fontes de diferentes naturezas — narrativas, atas, documentos, trabalhos, registros fotograficos,
cartas etc. — e, para 0 Ghoem, ndo ha hierarquia entre elas, ou seja, elas possuem 0 mesmo grau de

confiabilidade, sendo utilizadas de forma a complementar e, ndo, como elemento de confronto.

Dessa forma, nossa pesquisa de iniciacdo segue parte dos protocolos adotados nas pesquisas
do Ghoem, ou seja, inicialmente, fez-se o estudo de documentos presentes no LEM/IME/UFU e nos
arquivos pessoais de docentes que estiveram envolvidos com o LEM. Na sequéncia, a partir da
identificacdo de pontos que poderiam ser problematizados, buscou-se outras fontes que pudessem
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nos ajudar a contar outros aspectos dessa historia. Para isso, visitamos o arquivo morto da UFU e
estudamos atas de reunides e outros documentos que la estavam e que nos permitiram tecer outras

compreensdes a respeito do LEM/IME/UFU.

Ainda em busca fontes, estudos como o de Marim (2019), se revelaram importantes,
sobretudo, por permitir conhecer potenciais colaboradores. Nesse sentido, destacamos que quatro
entrevistas foram realizadas até o inicio de 2025. Apos a realizacdo delas, 0 processo seguiu com a
transcricdo — degravacdo, na integra, do arquivo em audio para o formato texto — e, depois, a
textualizacdo, que é o processo de tratamento do arquivo texto, sobretudo em relacdo as questdes
linguisticas. Diferentes de entrevistas presenciais, em nosso trabalho, por diferentes circunstancias,
essa pratica ocorreu de forma virtual a partir de respostas apresentadas pelos colaboradores em um

formulario eletrénico.

Apbs esses procedimentos realizados e com os dados produzidos, a analise se dara a partir
dos documentos e da textualizacdo dessas entrevistas virtuais. Sobre isso, ressaltamos que essa
etapa estd em andamento e um primeiro exercicio historiografico do Laboratério de Ensino de
Matematica (LEM/IME/UFU) foi elaborado.

3 Consideracdes finais

A trajetéria do LEM/IME/UFU, apesar de sua riqueza e relevancia, reflete a continua
necessidade de superar desafios, especialmente no que se refere a ampliacdo de recursos e ao
fortalecimento do suporte institucional. No entanto, seu desenvolvimento ao longo dos anos
demonstra como a dedicacdo de professores e aulas tem sido a principal forca motriz para a

consolidacédo de suas agdes.

Este estudo se insere como um exercicio historiografico, buscando ndo apenas registrar a
evolucdo do laboratério, mas também interpretou criticamente os caminhos percorridos e as
dindmicas que moldaram sua identidade. A historiografia sobre o LEM/IME/UFU revela um espaco
construido coletivamente, onde as préaticas educativas sdo constantemente ressignificadas diante dos
desafios académicos e sociais. Assim, sua histdria é tecida por aqueles que, com compromisso e
colaboracdo, desenvolvem para transformar esse espaco em um centro de producéo e divulgacao do

conhecimento matematico.
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Resumo

O presente trabalho apresenta uma introdugéo aos espacos de Riesz e re-
ticulados de Banach, estruturas matematicas que combinam conceitos de
Andlise Funcional, como espagos de Banach, com propriedades de ordena-
¢d0. Os espagos de Riesz sdo espacos vetoriais ordenados que permitem
a defini¢do de supremo e infimo, enquanto os reticulados de Banach séo
espacos de Riesz normados e completos. O texto explora defini¢cdes bdsicas,
propriedades fundamentais e exemplos cldssicos, como os espagos C(K)
e £,. Esses conceitos t&ém aplicacdes em diversas dreas, como Teoria de
Operadores e Andlise Harmonica.
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1 Introducao

Um reticulado de Banach é uma estrutura matematica que combina dois importantes conceitos
da Anélise Funcional: espacos de Banach e reticulados. De maneira simplificada, um reticulado de
Banach € um espaco de Banach munido com uma ordem parcial compativel com a estrutura algébrica e
com a norma. Essa combinagdo permite investigar ndo somente propriedades algébricas e topoldgicas
dos espagos, mas também propriedades de ordenac¢do que surgem da estrutura de reticulado.

Os reticulados de Banach tem um papel importante em diversas dreas da Matematica, em particular,
na Teoria de Operadores, na Andlise Harmonica, na Otimizagao e nas Equagdes Diferenciais. Segundo
[3], esse conceito foi introduzido por volta de 1930 por F. Riesz inspirado pela ordem usual da
reta. Apds seu surgimento, foi verificado que muitos dos espagos cldssicos da Andlise Funcional sdo
reticulados de Banach, ou seja, podem ser munidos de uma ordem compativel com a norma. Desde
a década de 60, a Teoria de Reticulados de Banach tem se desenvolvido de forma acelerada, sendo

amplamente estudada ao longo dos tultimos anos.

2 Conceitos Preliminares

Antes de introduzirmos espacos de Riesz e reticulados de Banach, é importante relembrar alguns
conceitos de ordem e reticulados. Nesta secdo, apresentamos algumas defini¢des bdsicas, como

conjuntos ordenados, supremo e infimo, que servirdo de base para os préximos tépicos.

Definicao 2.1. Um conjunto ndo vazio M com uma relacdo < é um conjunto ordenado se as seguintes
condicoes forem satisfeitas:
(a) x < x para todo x € M (Reflexiva),

(b) x <yey<x —> x =y (Antissimétrica),

(c) x<yey <z — z < z(Transitiva).
Se, além disso, para quaisquer dois elementos x,y € M tivermos que x < youy < x, entdo M é dito

totalmente ordenado.

Definicao 2.2. Sejam M um conjunto ordenado e A C M.

(a) Uma cota superior de A, se existir, é um elemento x € M tal que y < x para todo y € A.
(b) Uma cota inferior de A, se existir, é um elemento z € M tal que z < y para todo y € A.
(c) Se A tem cota superior, dizemos que A é limitado superiormente.

(d) Se A tem cota inferior, dizemos que A é limitado inferiormente.

(e) Se A tem cota superior e cota inferior, dizemos que A é ordem-limitado.

(f) Se A é limitado superiormente e tem uma menor cota superior, tal elemento é chamado de supremo

de A e denotado por sup A.
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(g) Se A ¢ limitado inferiormente e tem uma maior cota inferior, tal elemento é chamado de infimo de

A e denotado por inf A.

Definico 2.3. Um conjunto ordenado (M, <) é chamado reticulado se, para quaisquer dois elementos
x,y € M, existem sup(zx,y) e inf(z,y) em M. Denotaremos da seguinte forma: x \ y = sup(z,y) e

r Ay = inf(x,y).

Dado um subconjunto A de um conjunto ordenado M, é claro que se sup A existe, entdo A é

limitado superiormente. No entanto, a reciproca nao € verdadeira, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4. Seja X um conjunto ndo vazio.

(1) Considere M = P(X) ordenado com a inclusdo, ou seja, dados A, B € M, temos que
A< B<+<= ACB.

Note que M é um reticulado e X é o maior elemento de M. De fato, dados A, B € M, é fdcil ver que
AVB=AUBe M, ANB=ANBe MeA< X paratodo A em M.
(2) Suponha que X seja infinito e seja
N ={A C X : Aé finito ou A° é finito}.

Observe que N é um subconjunto de M ordenado com a inclusdo. Mais ainda, N é um reticulado.
Com efeito, assim como no exemplo anterior, dados A, B € N, temos que AV B=AUB € Ne
ANB = ANB € N. Agora, considereY C X talqueY ¢ N. Vejamos que B = {{z}: 2 € Y} C N
¢ limitado superiormente mas ndo tem supremo nesse conjunto.

De fato, note que X € N, pois X¢ = () é finito. Além disso, {x} < X para todo {x} € B, ou seja,
X € cota superior de B. Logo, B é limitado superiormente. Agora, veremos que 3 ndo tem supremo
em N. Suponha que exista C' € N tal que C' é a menor cota superior de B em N. Como C' é uma cota

superior de B, temos

{z} <CVzxeY = {2} CCVreY = Y CC.
Por outro lado, jd que C' é a menor cota superior de 3, dado ¢ € C, segue que C' — {c} ndo é cota
superior de B. Entdo, existe {b} € B tal que {b} ¢ C — {c}. Disso, resulta queb €Y C Ceb € {c}.
Dai, c =b €Y. Assim, C CY. Portanto, C =Y ¢ N, o que é uma contradi¢do. Dessa forma, B

ndo tem supremo em N.

3 Espacos de Riesz

Os espacos de Riesz sdo espagos vetoriais ordenados nos quais podemos definir supremo e infimo
de dois elementos. Essa estrutura permite estudar propriedades importantes da ordem em um contexto

algébrico. Nesta secdo, exploramos sua defini¢do, algumas propriedades fundamentais e exemplos.

Definicao 3.1. Um espaco vetorial real E que também é um conjunto ordenado é chamado espago

vetorial ordenado se, para todos x,y € F tais que x < y, temos que x + z < y + z e ar < ay para
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todos z € FE e a > 0. Se, além disso, (E, <) for um reticulado, entdo E é chamado espago de Riesz

(ou reticulado vetorial).

Definicao 3.2. Seja E um espago de Riesz. O cone positivo de E é o conjunto

E,={zx e FE:xz>0}.

Definicao 3.3. Sejam E um espaco de Riesz e x,y € E. Definimos por
T =zVv0, 27 =(—2)V0 e |z| =2V (-1)

as partes positiva, negativa e o valor absoluto de x, respectivamente.

Exemplo 3.4. Sejam X um conjunto ndo vazio e B(X) o conjunto das fungées limitadas definidas
em X a valores reais. E claro que B(X) é um espago vetorial. Dados f,g € B(X), defina a seguinte

relacdo de ordem:
g < f<=g(x) < f(z),Vz € X.

Assim, B(X') é um espago vetorial ordenado com a relagcdo de ordem definida acima.
Vejamos que B(X') é um reticulado. Dados f,g € B(X), existem M, K > 0 tais que | f(z)| < M
e |g(x)| < K para todo x € X. Observe que fV g, f A g: X — R sdo dadas por

(f Vg)(x) = max{f(x),9(x)} e (fAg)(x)=min{f(x),g(x)}
Tomando N = max(M, K) > 0, temos que |f(x)| < N e |g(x)| < N para todo = € X. Dai,

((f vV g)(2)| = [max{f(z),g(x)}} <N e [(f Ag)(x)] = [min{f(z),g(z)}| <N,

para todo x € X, ou seja, fV g, f \ g € B(X). Dai, B(X) é um reticulado e, portanto, é um espaco
de Riesz. Além disso,

B(X), = {f € B(X): f >0} = {f € BX) : f(z) = 0,z € X}.
Proposicao 3.5. Sejam E um espaco de Riesz e x,y € E. Sdo vdlidas as afirmagoes:
(a) Se x > 0entdo |x| = x, e se x < 0 entdo |z| = —u.

(b) v, 27 > 0.

Demonstragdo. (a) De fato,

>0 = —2<0<z = |z|=zV(-2x)==x

r<0 = <0< - = |z|]=2V(-x)=—x
(b) Observe que
rm=xV0=sup(z,0) >0 ez~ = (—x)V0=sup(—z0) > 0. |

Teorema 3.6. Seja Y um espaco de Riesz. Para todos x,y,z € E e a € R, temos que:

(a) v =2 —2".
(b) (ax)V (ay) = a(x Vy)e (az) A (ay) = alx Ay), para todo o € R com a > 0.

(c) |z| =2t + 2,

ax| = la| - |z] e |z +y| < ||+ |y
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(d) x <y se, e somente se, xT <ytey <a .

(e) (x+y)ANz<(xAz)+ (yAz)paratodosx,y,z € F,.

(f) (zVy)ANz=(xANz)V(yAz)e(xAy)Vz=(xV2)A(yV 2).

(g) lr—yl=azVy—zxAyelr—y|=|zVz—yVz|+|lzAz—yAz

Demonstragdo. Veja [2], Teorema 1.1.1. |

Proposicdo 3.7. Um espago vetorial ordenado E é um espaco de Rieszse E=FE, — E, ={a—b:

a,b € E.} ex\Vyexiste para todos x,y € E,.

Demonstragdo. Vejamos que, para quaisquer a, b, c,d € E, vale que
(a=b)V(c—=d)=(a+d)V(b+c)—(b+d), (1)
(a—=b)AN(c—d)=(a+c)—(a+d)V (b+c). (2)

De fato, como a, b, c,d € E,, sabemos que a +d,b+c € E,. Entdo, (a+d) Vv (b+¢) € E. Note que

a+d<(a+d)V((b+c) e b+c<(a+d)V(b+c)

implica

a—b=a+d—(b+d) <(a+d)V(b+c)—(b+d),
c—d=b+c—(b+d) <(a+d)V(b+c)—(b+d),

ou seja, (a +d) V (b+ ¢) — (b + d) é cota superior de {a — b,c — d}. Seja z uma cota superior de

{a — b, c — d}. Temos que

a—b<z = a+d<z+b+d e c—d<z = bt+tc<z+b+d.

Dai, z + b + d é cota superior de {a + d, b + c}. Assim,

(a+d)V(b+c)<z+b+d,

isto &,
(a+d)V(b+c)—(b+d) <z

Portanto,
(a—b)V(c—=d)=(a+d)V(b+c)—(b+d).

A igualdade (2) € anéloga.
Agora, dados x,y € E,como I = E, — E, existem a,b,c,d € £, demodoque x =a —be
y=c—d. De (1) e (2), segue que
tVy=(a—b)V(c—d)=(a+d)V(b+c)—(b+d)€E,
zANy=(a—bA(c—d)=(a+c)—(a+d)V(b+c) € E. [ |

4 Reticulados de Banach

Quando um espago de Riesz é munido de uma norma compativel e completo em relagdo a ela,

obtemos um reticulado de Banach. Esse conceito une propriedades da ordem e da norma, ampliando
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suas aplicacdes. Nesta secdo, formalizamos essa no¢do e discutimos exemplos relevantes.

Suporemos que o leitor esteja familiarizado com o conceito de espaco de Banach bem como com
alguns dos espagos cldssicos da Analise Funcional como C(K), ¢, e ¢o. Sugerimos [1] para mais
detalhes.

Definicio 4.1. Seja E um espago de Riesz. Uma norma || - | em E satisfazendo
[ < fyl = =l < llyll
¢ chamada uma norma de reticulado. Chamamos (E, || - ||) de espago de Riesz normado. Um espago

de Riesz normado que é completo com respeito a sua norma é chamado reticulado de Banach.

Proposicao 4.2. Seja E um espaco de Riesz normado. Entdo,

[l = [zl e
2] < [yl + 12| = =]l < [lyll + ll=l

para todos ,y, z € E.

Demonstragdo. Seja v € E. E claro que |(|z])| = |z|, pois |z| > 0. Como F ¢ espaco de Riesz
normado, |(|z|)| < |z|implica que |||z||| < ||z||. Por outro lado, |z| < |(]z|)| implica que ||z|| < |||x]]|-
Logo, [z = [[[[].

Além disso, dados z,y, z € F, temos que

2] <yl + Izl = llyl + [2l] = [l < llyl + = < Myl + M=l = Nyl + 1121 u

Exemplo 4.3. (1) Considere K um espaco de Hausdorff compacto. E ficil ver que C (K) é um
espago vetorial ordenado com a ordem pontual, ou seja, a mesma ordem do Exemplo 3.4. Dada
f € C(K), como K é compacto, f ¢é limitada. Logo, sup{|f(z)| : © € K} existe. Assim, C(K) é um
espaco normado com a norma do supremo. Para f,g € C(K), vimos no Exemplo 3.4 que, em B(K),
fVag, fANg: K — Rsdodadas por

(f V) (x) = max{f(x),g(x)} e (fAg)(x)=min{f(z),g(z)}

(f V ¢)(z) = max{f(z), g(z)} = fx) + g(x) +2\f(l’) —g(z)|

(f A g)(x) = min{ f(2), g(a)} = LTI —2|f(x) —g(@)|

Como f, g e |- | sd@o continuas, entdo f\ g e f A g sdo continuas. Dai, f V g, f N g € C(K). Logo,
C(K) é reticulado.

Observe que

[fl(z) = (f vV (=M)) =[f@)] e lgl(z)=(g9V (=9))(z) = |g(z)|

Note que

Desse modo,
fl <lgl = [f(@)] <l|g(z)|,Vz € K = |[flloc = Slelfg!f(:v)! < Sg}g!g(w)l = [|9]loo-

Logo, C(K) € espago de Riesz normado.

Da Andlise Funcional, sabemos que C(K') é Banach. Portanto, C(K') é um reticulado de Banach.

117 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

(2) Os espagos {, com 1 < p < oo sdo reticulados de Banach com a ordem pontual, ou seja, dados

(aj);ip (bj);?il S - o :
(a;)721 < (bj)72 < a; <b;,Vj €N

E claro que ¢, é um espago vetorial ordenado. Mostremos que {, é um reticulado. Dados

(a;)521, (bj)52, € £y, temos que (a;)72; V (b;)72) = (a; V b;)72; e (a;)52, A (bj)52, = (a; A bj)52y,

onde a; V bj e a; \ b; denotam o mdximo e o minimo entre a; e b; em R, respectivamente. Vejamos
que (a;)72, V (b;)72y, (a)72y A (b5)72, € £y Fagamos primeiro o caso 1 < p < oo. Note que
|a; Vb = [max{a;,b;}| < |aj| + [b] = [[a;] + [b]], 3)
isto é,
|aj v b;[” < [laj| + |67

n n
D lag v biP <> lagl + bl 1P
=1 j=1

para todo n € N. Disso e da Desigualdade de Minkowski, segue que

<Z|aj\/bj|p> < (Z]\aj|+|bj||p> < <Z|%|p) + <Z’bj|p>
j=1 j=1 j=1 7=l

para todo n € N. Fazendo n — oo, obtemos

1 1 1
(zmvw) s(zw) +(z\wo) .
j=1 j=1 j=1
Entdo, 00

Z |6Lj \/bj|p < 0.

j=1
Logo, (a; V b;)52, € {,. Analogamente, (a; N\ b;);2, € L. Portanto, {, é um reticulado. Desse modo,

para todo j € N. Dai,

1
P

¢, € um espago de Riesz.
Além disso, jd sabemos que (,, é Banach com a norma || - ||,. Basta mostrar entdo que
[(a;)521] < 1(85)58 1 == [(@)52lle < N1(0;)7%4 s
para todos (a;);2,, (b;);2, € £, Observe que
|(a’j)§il| < ‘(bj)?il‘ = (%);O:l \% (_aj)jo'il < (bj>;i1 \% (_bj);')il
= (a; V —a;)52; < (b V =b;)72,
= a; V (—aj) < bj V (—bj),\V/j eN

= laj| < b, vi €N

— > a P <D (bl
j=1 j=1
= [[(a;)7%ll, = <Z|aj|p> < <Z|bj|p> = [[(5)521llp-

j=1 j=1

hSA
=

Portanto, {,, é um reticulado de Banach.

118 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

Agora, facamos o caso p = co. De (3), temos que
|a; V bj| < aj| + |b;| < sup[a;] 4 sup [b]
jEN jEN

paratodo j € N. Como {|a;Vb;| : j € N} C R é limitado superiormente, existe sup{|a;Vb;| : j € N}.
Assim, (a; V b;)52, € L. Analogamente, (a; A b;);2, € loo. Dessa forma, {, é um reticulado, logo é
um espago de Riesz.
Veja que
[(a;)72 ] < |(b;)52,] = las| < |bj|,Vj €N "

= [[(a)721loc = sup |a;| < sup [b;] = [|(5;)721 [ oo-
JEN JEN
Portanto, Vo, € reticulado de Banach.

(3) ¢o € reticulado de Banach. E ficil ver que co é um espago vetorial ordenado com a ordem do item
anterior. Dados (a;)32,, (b;)52, € £y, temos que (a;)72,V (b;)52; = (a;Vb;)52y e (a;)52, A (b)52, =
(a;jAb;)32,. Usando (3), vemos que a;V'b; — 0 e ajAbj — 0, ou seja, (a;Vb;)32,, (a;Ab;)52, € co.
Logo, c é reticulado. Da Andlise Funcional, sabemos que cy é Banach e por (4), concluimos que cy é

reticulado de Banach.

Os reticulados de Banach desempenham um papel central na Analise Funcional, pois combinam de
forma natural as estruturas algébrica, topoldgica e de ordem. Essa interagdo permite uma abordagem
mais ampla para problemas matematicos, especialmente na Teoria de Operadores e em espagos de
fungdes. A relevancia dessa teoria € reforcada pelo fato de que muitos espagos classicos da Andlise
Funcional séo reticulados de Banach. Espagos como C(K), ¢, (1 < p < 00) e ¢y, com a ordem pontual,

satisfazem as condi¢des dessa estrutura, o que evidencia sua presenca em contextos fundamentais.
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Resumo

Este trabalho apresenta um breve resumo do capitulo 5 do livro de Carl

B. Boyer, Histéria da Matemética, sobre Euclides de Alexandria,

desenvolvido no contexto da disciplina de Histéria da Matemética. A

Palavras-chave metodologia utilizada foi a pesquisa bibliogréafica, baseando-se na anélise da
obra de Boyer e em outras fontes relacionadas ao tema. O objetivo deste
trabalho esta voltado para uma breve exposicao da trajetoria de Euclides e de
suas principais obras, com enfoque em Os Elementos, com o intuito de

Euclides de Alexandria.
Os Elementos.

Hist6ria da Matematica. contribuir para a disseminacdo do conhecimento sobre a histéria da
matematica e em como 0s conceitos matematicos evoluiram ao longo do
tempo.
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1 Introducéao

“Em todos os momentos da historia € em todas as civilizagdes as ideias matematicas estdo
presentes, em todas as formas de fazer e de saber.” (D’AMBROSIO, 1999, p. 97)

Euclides de Alexandria é reconhecido como um dos mais influentes matematicos da histdria.
Sua obra Os Elementos serviu como base para o desenvolvimento da geometria e da matematica
ocidental por séculos. No capitulo 5 do livro Histéria da Matematica, Carl B. Boyer destaca as
contribuices teoricas de Euclides e o seu papel na sistematiza¢do do conhecimento matematico da

sua época.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um breve resumo desse capitulo, explorando a
trajetdria de Euclides e suas principais obras, com énfase em Os Elementos, desenvolvido no contexto
da disciplina de Histéria da Matematica por meio da metodologia bibliografica fundamentada na
andlise da obra de Boyer e em outras fontes relacionadas ao tema, com o intuito de contribuir para a
disseminacéo do conhecimento sobre a historia da matematica e em como 0s conceitos matematicos

evoluiram ao longo do tempo.

2 Euclides de Alexandria

Euclides de Alexandria foi um dos grandes sabios que chegaram as instituicfes financiadas
pelos Ptolomeus, a Universidade (Museun) e a Biblioteca (BOYER, 2012 p. 88) de Alexandria.
Apesar de ser 0 autor de um dos textos de matematica mais influentes da historia, — Os Elementos,
ndo ha registros do local de seu nascimento, apenas que viveu e morreu durante o reinado de Ptolomeu
| (Entre 323 a.C a 283 a.C). Alguns autores acreditam que Euclides estudou com os discipulos de
Platdo, na Academia de Platdo (BOYER, 2012, p. 88)

Euclides é reconhecido como um dos matematicos mais influentes da historia, e considerado o
pai da geometria. Suas obras contribuiram fortemente em grandes &reas da matemaética, como na
geometria — formalizando muitos conceitos geométricos, na teoria dos nimeros — provando que ha
infinitos nUmeros primos, e no estabelecimento do método axiomatico — onde todas as proposicdes

sdo derivadas logicamente a partir de um conjunto de axiomas e postulados.

Das obras de Euclides, muitas se perderam, no entanto, cinco obras sobreviveram até hoje: Os
Elementos, Os Dados, Divis&o de figuras, Os Fendmenos e Optica.
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3 Obras Perdidas

Das obras perdidas de Euclides, consideradas parte dos seus escritos mais importantes, se
encontra um tratado sobre cdnicas em quatro volumes e um trabalho sobre Lugares Geométricos

Sélidos, de Aristeu, que mais a frente foi superado pelo trabalho de Apol6nio (BOYER, 2012, p. 88).

Boyer relata que, ainda entre as obras perdidas, encontra-se uma sobre Lugares geométricos
de superficie, outra sobre Pseudaria e por Gltimo sobre Porismas, no entanto, ndo ha referéncias do
gue estas obras relatam, somente que a perda dos Porismas deixam guestionamentos sobre seu real
significado, “se um porisma é algo intermediario entre um teorema e entre um problema ou se é uma
proposicdo em que se determina uma relacdo entre quantidades conhecidas e varidveis ou
indeterminadas, considerada esta Ultima como a melhor aproximacdo da ideia de funcdo da
antiguidade” (BOYER, 2012, p.88).

Posto isto, percebe-se tamanha a influéncia exercida por Euclides durante a histdria e entre 0s
grandes sabios matematicos. Conclui-se que tais obras, se preservadas, poderiam ter contribuido de

diversas formas na matematica que é conhecida nos dias de hoje.

4 Obras Preservadas

Das obras preservadas de Euclides, estdo: Os elementos, Os dados, Divisdo de figuras, O

fendmenos e Optica.

Optica de Euclides é um dos primeiros escritos sobre dptica geométrica. Esta obra propde uma
teoria da “emissdo” para explicar a visdo, na qual o olho emite raios que se propagam em linha reta
até o objeto. Essa teoria difere da adotada por Aristételes, que diz que algo parte do objeto e caminha
para o olho por um meio. O objetivo dessa obra era explorar a geometria da visdo, explicando como
a aparéncia dos objetos muda conforme a perspectiva, abordando a reducdo aparente das dimensées

dos objetos devido a distancia, contribuindo para o entendimento geométrico da percepcao visual.

A Divisdo de figuras de Euclides é uma obra que sobreviveu por conta de uma traducao arabe
que existia antes mesmo do desaparecimento da versao original grega (BOYER, 2012, p.88), contém
uma colecdo de proposicdes sobre divisao de figuras planas, um exemplo é a Proposi¢do 1, que pede
a construcdo de uma reta que seja paralela a base de um triangulo que divida o triangulo em duas

areas iguais.

A obra Os dados é semelhante a anterior citada, presume-se que foi escrita para uso na
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Universidade de Alexandria, e serviu de complemento para os primeiros volumes de Os elementos.
A obra é composta por enunciados que exploram as implicacdes das condi¢cdes e grandezas dadas em

problemas matematicos, como por exemplo os dois primeiros enunciados:

1. Seduas grandezas a e b séo dadas, sua razéo % esta determinada.

2. Se uma grandeza é dada, juntamente com sua razdo para uma segunda grandeza, a segunda

grandeza também esta determinada.

Por fim, nesta obra encontramos contetidos e enunciados relacionados a grandezas e medidas,
proposicBes geométricas, equivaléncias de problemas geométricos em equagdes quadraticas, sistema
de equacOes, como também conteudos sobre circulos. Boyer demonstra o seguinte exemplo de
enunciado citado na obra Os dados considerado equivalente geométrico da resolucdo de equacdes

quadraticas, com a algebra moderna:

3. Seuma area (retangular) dada AB é colocada sobre um segmento AC de comprimento dado
(fig. 1) e se a area BC que falta a &rea AB para completar todo o retdngulo AD é dada,

entdo as dimesdes de BC sdo conhecidas.

Figura 1: Enunciado contido na obra Os dados

Demonstracéao:
Sejam a o comprimento de AC, b*> aareade AB e ¢ : d arazdo de FC para CD.

Entdo, se FC = x e CD =y, temos:

X Ce(a—x)y=h? — 4
y—de(a x)y = b*, logo y =

c

e eliminando y, na segunda equacéo, temos:
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(a — x)dx = b*c e dx* — adx + b%*c = 0, onde

=t [ nQer=2(22 {7 ()

A solucdo geométrica dada por Euclides é equivalente a isto, exceto pelo falo de ser usado o
sinal negativo antes do radical.

Um fato curioso do livro de Boyer, é que ele ndo se aprofunda na obra Os Fendmenos. Encontra-

se apenas citacoes.

5 Os Elementos

A obra Os elementos era um livro didatico, dentre outros que existiram antes dela, inclusive o
de Hipdcrates de Chios, citado por Boyer, no entanto, foi o Gnico livro didatico a sobreviver. A obra
trata-se de um texto introdutdrio que retine toda a matemaética elementar — aritmética, geometria
sintética e algebra. Boyer comenta que se Os elementos se limita a exposi¢do em ordem logica dos
assuntos basicos da matematica elementar, e ndo em ser uma fonte completa de informacdo, caso
contrario o autor incluiria referéncias a outros autores, informacfes sobre pesquisas recentes e
explicagdes informais. Posteriormente, outros escritores incluiram na obra notas explicativas, e foram
consideradas como parte do texto original. Acredita-se que a ordenagéo dos textos de Os elementos
seja de fato de Euclides, como também algumas demonstracdes, no entanto, Boyer afirma ser dificil
saber 0 grau de originalizade dessa obra considerada a mais renomada na historia da Matematica.
(BOYER, 2012, p. 89)

A obra Os elementos € dividida em treze livros, sendo 0s seis primeiros sobre geometria plana
elementar, os trés seguintes sobre teoria dos nimeros, o décimo sobre incomensuraveis e 0s trés

Gltimos sobre geometria no espago.

O primeiro livro é composto por uma lista com vinte e trés definicdes e por um conjunto de
cinco nogBes comuns (axiomas) e cinco postulados. Boyer argumenta em seu livro que algumas
defini¢Bes de Euclides ndo cumprem o papel de definir, pois ndo se baseiam em conceitos que ja sao
previamente estabelecidos e compreendidos. Como por exemplo: “Um ponto é o que ndo tem parte”

e “Uma reta é comprimento sem largura”.

Apos as defini¢des, Euclides enuncia os postulados e as no¢Ges comuns. Boyer comenta que
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ndo se sabe se Euclides fazia distin¢do entre os dois, no entanto, Aristételes considera que as nocées
comuns devem ser convincentes por si mesmos e o0s postulados ndo, pois dizem respeito somente ao
que esté sendo discutido (BOYER, 2012 p.90).

O segundo livro contém apenas quatorze proposi¢es. Uma das proposicdes € chamada por
Boyer de “enunciado geométrico de uma das leis fundamentais da artmética”, conhecida como
propriedade distributiva. Boyer comenta que este livro sobre algebra geométrica é comparado com a
atual algebra simbdlica, e que mesmo ndo sendo um instrumento ideal era eficaz para sua época e

visual para os estudantes de Alexandria.

Os livros 111 e 1V tratam da geometria do circulo e presume-se que muito do que o contém vem
de Hipdcrates de Chios, e muitos dos teoremas presentes ndo diferem muita coisa do que é encontrado

nos textos atuais. O livro IV trata de figuras incritas e circunscritas em um circulo.

O quinto livro de Euclides fala sobre a teoria da proporcdo. Boyer diz que Euclides adiou o
guanto conseguiu para falar sobre este assunto, este que era evitado pelos matematicos gregos. O livro
V aborda topicos fundamentais para toda a matemaética. O livro inicia com proposi¢des que equivalem
a propriedade distributiva a esquerda e a direita da multiplicacdo em relacéo a adicdo, a propriedade
distributiva a esquerda em relacdo a subtracdo, assim como a propriedade associativa da
multiplicagdo. E visto no livro regras para “maior que” e “menor que” e as propriedades das

proporcoes.

Jano livro VI, Euclides demonstrou teoremas relativos a razdes e proporgdes que aparecem em
triangulos (BOYER, 2012 p.95). Neste livro, Euclides generalizou o teorema de pitdgoras: “em
triangulos retdngulos, a figura sobre o lado que subentende o angulo reto é igual as figuras

semelhantes e semelhantemente descritas sobre os lados que contém o angulo reto”.

Os livros VII, VI E 1X sdo dedicados a teoria dos nimeros. A palavra “ntimero” para os gregos
sempre se referia ao que chamamos nimeros naturais — 0s inteiros positivos. (BOYER, 2012 p.95).
O livro VII lista algumas defini¢cdes distinguindo varios tipos de nimeros, 0s impares, pares, primos,
compostos, planos e solidos (os que sdo produtos de dois ou trés inteiros) e define, também, o nimero
perfeito como “aquele que ¢é igual as suas partes”. Os teoremas encontrados nesses livros S80 0S

estudados pelos universitarios na disciplina de Teoria dos NUmeros.

Antes da chegada da algebra moderna, o livro X era o mais admirado e o mais temido (BOYER,
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2012 p.96). Neste livro Euclides escreve sobre a incomensurabilidade, trata-se da classificacdo de

segmentos das formas a + Vb,va + Vb,va + Vb evva + Vb, onde ae b, quando da mesma

dimensdo, sAo comensuraveis.

Os ultimos trés livros explora a geometria no espacgo. O livro XI trata-se da geometria em trés
dimensdes, ¢ Euclides define solido nesta obra como “aquilo que tem comprimento, largura e
espessura”. Ja o livro XII aborda medidas de figuras usando o método da exaustdo. O altimo livro é

dedicado as propriedades dos cinco solidos regulares.

Os livros X1V e XV séo considerados apdcrifos, ndo tendo sido escritos por ele. O livro X1V,
que explora a comparacdo de sélidos regulares inscritos em uma esfera, possivelmente foi elaborado
por Hipsicles, com base em um tratado perdido de Apol6nio. Hipsicles também é conhecido por sua
obra astronémica De ascensionibus, que adapta técnicas babil6nicas para calculos de elevacdo dos
signos do zodiaco e pode ter influenciado a divisdo da ecliptica em 360 graus. Ja o livro XV, de menor
qualidade, acredita-se que foi escrito por um aluno de Isidoro de Mileto, arquiteto da catedral de Santa
Sofia em Constantinopla. Esse livro aborda solidos regulares, descrevendo como inscrevé-los uns nos
outros e contando arestas e angulos, mas ndo chegou a formular a relacdo poliédrica, que seria

descoberta posteriormente por Descartes e Euler.

“Os elementos de Euclides foi composto em 300 a.C. aproximadamente e foi copiado e
recopiado repetidamente depois. Erros e variagfes se inseriram, e alguns editores posteriores,
notadamente Teon de Alexandria no fim do quarto século, tentaram melhorar o original. Diversas
copias de Os elementos chegaram até nos também em tradugdes arabes, mais tarde vertidas para o
latim, principalmente no século doze, e finalmente, no século dezesseis, em vernaculo. O estudo da

transmisséo destas varia¢Ges continua a representar um desafio.” (BOYER, 2012 p.98).

6 Consideracodes finais

Este trabalho teve como objetivo a exposicdo da tragetoria de Euclides e de suas principais
obras, com énfase em Os elementos por meio da analise do capitulo 5 do livro Histéria da
Matematica, de Carl B. Boyer, desenvolvido no contexto da disciplina de Histdria da Matematica.

A principal contribuicdo deste trabalho foi a investigacdo sobre o surgimento dos contetidos
matematicos escritos por Euclides, trazendo destaque a relevancia histérica de suas obras para o

desenvolvimento da matematica. Ao contextualizar os elementos histéricos que influenciaram a
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producdo de Euclides, este estudo demonstra como a compreensdo do passado enriquece a
interpretacdo e o0 ensino da matematica contemporanea. Além disso, evidenciou-se que a abordagem
historica ndo apenas esclarece as origens dos conceitos matematicos, mas também proporciona uma
visdo mais profunda e conectada da disciplina, reforcando sua importancia como ferramenta

educativa e cultural.

Referéncias
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Resumo

Este artigo explora a relagdo entre a fungio totiente de Euler ¢(n) e a fun¢do

de Mobius p(n), duas importantes fungdes aritméticas. A fungdo totiente

de Euler conta os niimeros inteiros positivos menores ou iguais a n que

Fungdes Aritméticas sd0 coprimos com n, enquanto a funcdo de Mobius fornece informagdes

Totiente de Euler sobre a fatoracdo de n em primos. Através da identidade de inversdo de

Fung@o de Mébius MGobius, mostramos que ¢(n) pode ser expressa como uma soma ponderada
de p(d) para os divisores de n. Esta relagdo tem implicacdes significativas
em teorias como a distribui¢do dos niimeros primos e contribui para o estudo
de fungdes aritméticas em geral.

Palavras-chave
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1 Introducao

As funcdes aritméticas desempenham um papel crucial na teoria dos nimeros, pois fornecem
ferramentas para investigar as propriedades dos niimeros inteiros. Entre as mais importantes estao a
func@o totiente de Euler, ¢(n), e a fun¢do de Mobius, (n), que t€m diversas aplicagdes, especialmente
no contexto da fatoracdo de nimeros inteiros e na distribui¢cdo de nimeros primos. Embora essas
fungdes sejam estudadas separadamente, suas interacdes e propriedades combinadas tém gerado
interesse significativo. O objetivo deste trabalho é explorar a relag@o entre ¢(n) e p(n), investigando
como elas se conectam no comportamento multiplicativo dos inteiros e analisando suas implicacdes na
teoria algébrica e analitica dos ndmeros. Essa abordagem ndo apenas amplia o entendimento dessas

fungdes, mas também oferece novas perspectivas para problemas classicos da aritmética.

2 Funcgoes Aritméticas

Funcdes aritméticas sao funcdes definidas nos niimeros inteiros positivos que retornam valores
complexos e sdo amplamente utilizadas para estudar divisores e propriedades numéricas. A funcao
divisor, fun¢do somatdria de divisores, fun¢ao divisor de Dirichlet, fun¢ao totiente de Euler e a fungao
de Mobius sdo alguns exemplos conhecidos.

2.1 Funcao Totiente de Euler ©(n)

Funcio Totiente de Euler ¢(n): A funcéo totiente de Euler, denotada por ((n), conta os inteiros

positivos até n que sdo coprimos com n. Se n = py'py? - - - pi¥, entdo:

¢<n>:n§(l_i).

Sua demonstracdo se encontra no Teorema 2.4 do capitulo 2 de []

2.2 Funcio de Mobius e Nimeros Quadrado-Livres

A fung¢do de Mobius, denotada por x(n), é uma fungio importante na Teoria dos Nimeros e ajuda
a analisar divisores e inversdes em somas. A func¢do p(n) de Mobius é definida da seguinte forma:

Para qualquer n:

* u(n) = 1 se n é quadrado-livre (se na sua fatorag@o por produto de niimeros primos nao tiver

fatores ao quadrado) e possui um nimero par de fatores primos.
* u(n) = —1 se n é quadrado-livre e tem um niimero impar de fatores primos.

* u(n) = 0 se n possui algum fator primo repetido (néo é quadrado-livre).
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2.2.1 Exemplos
* (1) =1, pois 1 tem zero fatores primos (par).
* 1(6) =1, pois 6 = 2 x 3 (dois fatores primos, par).
* 11(30) = —1, pois 30 = 2 x 3 x 5 (trés fatores primos, impar).
e 1u(12) = 0, pois 12 = 22 x 3 (ndo é quadrado-livre).

Agora mostraremos uma Propriedade Fundamental da Funcdo de Mobius que nos diz que, para

qualquer n > 1, temos:

1, sen=1,

> uld) =

djn 0, sen > 1.

Demonstracao: Primeiro, se n = 1, a inica soma ¢ ;(1) = 1, o que satisfaz a propriedade. Agora
vamos considerar n > 1.

Paran > 1, vamos escrever n como o produto de fatores primos:

n = ]9?‘1]);2 .. .pzk
onde p1, pa, . . ., pr sS40 os fatores primos de n e a; € a multiplicidade de cada fator primo.
Nasoma _,, /(d), os dnicos valores nao nulos de x(d) vém dos divisores d de n que sdo produtos

de primos distintos (ou seja, divisores de n sem fatores repetidos). Assim, podemos reescrever a soma

apenas com esses divisores especificos:

Z p(d) = p(1) + p(pr) + - + plpr) + p(prp2) + - + p(pip2 - - - pr)
din

Cada termo p(d) para um divisor d com m fatores primos distintos (entre py, pa, ..., pg) serd
(1),

Para calcular essa soma, usamos a identidade binomial, onde os sinais de cada termo se alternam:

%u(d) Sy (’f)(—n ; (’;)H)z o (Z)(_l)k

Essa soma é exatamente o desenvolvimento de (1 — 1)* pela férmula binomial, que resulta em:

1-1*=0

Portanto:

Z,u(d) =0 paran>1
dln
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[ |
Agora, vejamos um exemplo préatico para ilustrar:
Suponha que n = 30 = 2 - 3 - 5. Entdo n tem os primos p; = 2, p, = 3 € p3 = 5 em sua fatoracdo.

Os divisores de n que sdo produtos de primos distintos de n sdo:
* d = 1 (nenhum primo, entdo p(1) = 1),

* d = 2 (apenas o primo 2, entdo ;(2) = —1),

* d = 3 (apenas o primo 3, entdo x(3) = —1),

* d = 5 (apenas o primo 5, entdo u(5) = —1),

e d=2-3=06 (primos 2 e 3, entdo u(6) = 1),

* d=2-5=10 (primos 2 e 5, entdo (10) = 1),

* d=3-5=15(primos 3 e 5, entdo p(15) = 1),

* d=2-3-5 =30 (todos os trés primos, entdo ;(30) = —1).

Portanto, na soma ), , p(d) para n = 30, temos:

dopd) =1+ (=) + (1) + (1) + 1+ 141+ (-1) =0.
d|30

3 funcio totiente de Euler ¢(n) usando a funcio de Mobius p(n).

Queremos provar que:

p(n) = > uld).

din
Demonstracio: A fungio totiente de Euler, p(n), pode ser reescrita usando o maximo divisor

comum (n, k) entre n e cada k no intervalo 1 < k < n:

n

o =2 hn,lmJ |

k=1

onde o simbolo L(n—lk)J indica que estamos somando 1 apenas para os valores de k£ que sdo coprimos

com n, ja que (n, k) = 1 implica que k é coprimo com n.
Para simplificar essa soma, vamos usar uma propriedade importante da funcdo de Mobius. Sabemos

que:
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S () - 1, sen=1 :EJ

dn 0, sen > 1.

Aplicamos essa propriedade com n substituido por (n, k):

pn)=> "> uld).
)

k=1 d|(n,k

A soma interna, » dl(n.k) p(d), percorre todos os divisores de (n, k). Podemos reorganizar essa
soma ao somarmos sobre todos os divisores d de n e, para cada divisor d, somamos sobre 0s k que sdo

multiplos de d. Isso nos da:

p(n) =7 > nu(d).
dln k=1
d|k
Agora, consideramos apenas os k que sdo multiplos de d. Escrevemos k£ = qd, onde ¢ é um inteiro

tal que 1 < ¢ < 2. Isso transforma a soma em:

n/d
n
p(n) =2 p(d) Y 1= uld):
din q=1 dln
Isso completa a demonstracgao. |

3.1 Exemplo
Para ilustrar a relagéo, vamos calcular ¢(12) usando a férmula:

p(12) = 3 () .

d|12

Os divisores de 12 sdo 1,2, 3,4, 6, 12, e calculamos:

d=1=p(1)=1;2 =12

d=2=pu(2)=-1;2=6

d=3=pB3)=-12=4

d=4= pu(4) =0

d=6=p(6)=1;12 =2

d=12=p(12) =0
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Entao, temos:

e(12)=1-124+(-1)-6+(-1)-44+0+1-24+0=12-6-4+2=4.

Portanto, confirmamos que ¢(12) = 4, que é o nimero de inteiros coprimos a 12 entre 1 e 12:
1,5,7,11.

4 Contagem de Coprimos entre 1 e m que sao coprimos com n

A quantidade de inteiros k entre 1 e m que sdo coprimos com n € dada por

m
Do) EiE
onde 1i(d) é a fungdo de Mobius.
O objetivo é contar quantos valores de k no conjunto {1, 2, ..., m} satisfazem ged(k,n) = 1.
Para resolver esse problema, aplicamos o principio da inclusdo-exclusdo. Primeiramente, vamos
contar quantos nimeros até m sao multiplos de cada divisor d de n que € livre de quadrados (ou
seja, cada fator primo de d aparece no maximo uma vez). Em seguida, somamos e subtraimos essas

contagens para corrigir a inclusdo excessiva, usando a fungdo de Mobius p(d) como um filtro.

Como ja vimos anteriormente, a fun¢do de Mobius yu(d) é definida como:

1 sed =1,
p(d) = (—1)* se d é um produto de k primos distintos,
0 se d possui um fator primo ao quadrado.

Ja vimos também que uma propriedade fundamental da fun¢ao de Mdobius € que, para um inteiro
n>1,
1 sen=1,

> uld) =

dn 0 sen>1.

Essa propriedade permite que a funcdo de Mobius ajuste a contagem para incluir apenas os valores

k que sdo coprimos a n.

Ou seja, a expressao

> oud)-[F]

din
soma o niimero de multiplos de cada divisor d de n até m, multiplicados por 1(d) para aplicar o ajuste

de inclusdo-exclusio.

Para cada divisor d de n:
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* Se p(d) = 1, adicionamos o nimero de multiplos de d até m.
* Se p(d) = —1, subtraimos o nimero de multiplos de d até m.
* Se pu(d) = 0, ignoramos d, pois d tem fatores ao quadrado e ndo contribuem para a contagem.

Dessa forma, a soma Zd\n p(d) - L%J "filtra"exatamente os nimeros entre 1 € m que sdo coprimos

a n, pois a fun¢do de Mobius elimina os multiplos dos fatores primos de n.
Portanto, concluimos que

;u(d) : {%J

¢ a contagem dos nimeros até m que sdo coprimos com 7n.

4.1 Exemplo

Queremos encontrar a quantidade de ndmeros até m = 20 que sdo coprimos com n = 12.

1. Identificar os divisores de n:
* Os divisores de 12 sdo: d = 1,2, 3,4,6, 12.
2. Calcular a funciio de Mobius 4.(d) para cada divisor d:

* (1) =1 (pois 1 ndo tem fatores primos),
e
* u(3)
)
)

= —1 (pois 2 € um tnico primo),

= —1 (pois 3 € um tnico primo),

* u(4) = 0 (pois 4 = 22, tem um fator primo ao quadrado),

* 11(6) = 1 (pois 6 = 2 - 3, produto de dois primos distintos),

e 1(12) = 0 (pois 12 = 2% . 3, tem um fator primo ao quadrado).

3. Calcular | 2| para cada divisor d:

 Parad = 1: 2| = 20,
« Parad = 2: |2 | =10,
 Parad =3: 3| =6,
e Parad = 4: L%J =5,
« Parad =6: 2| =3,
e Parad = 12: L%J = 1.
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4. Aplicar a formula:

> uld) - {%J = p(1) - 204+ p(2) - 10+ p(3) - 6 + pu(4) - 5+ p(6) - 3+ p(12) - 1

|12
Substituindo os valores de u(d) e |2 |:

—(1)-204 (=1) - 10+ (=1) - 64 (0) - 54 (1) - 34 (0)- 1=20—10—6+3 =7

E de fato € verdade, Pois os nimeros coprimos com 12 entre 1 e 20 sdo

{1,5,7,11,13,17,19}

5 Conclusao

A relagdo entre a fungdo totiente de Euler p(n) e a fungdo de Mobius p(n) revela conexdes
importantes dentro da teoria dos nimeros. Através dessas fungdes, € possivel compreender aspectos
do comportamento multiplicativo de nimeros inteiros, além de suas implicacdes em questdes como a
fatoracdo e a distribui¢do de nimeros primos. A andlise conjunta dessas fungdes oferece uma visao
mais profunda das propriedades fundamentais dos nimeros inteiros e suas interagdes, sendo de grande
relevancia para a resolucio de problemas cldssicos da aritmética e para o desenvolvimento de métodos
eficazes em outras dreas da matematica. Dessa forma, o estudo dessa relagdo contribui para uma

compreensdo mais ampla e integrada da teoria dos nimeros.
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Resumo

Existem fun¢des continuas que ndo possuem derivada em nenhum ponto.
Embora a intuicdo sugira que fun¢des continuas sejam derivaveis em pelo
menos alguns pontos, isso nem sempre é o caso. Um exemplo cldssico é a
fungdo de Weierstrass, que é continua em toda a reta real, mas nao é derivavel
em nenhum ponto. Essa fungdo é construida como uma série de fungdes
periddicas que, juntas, geram uma fun¢do com comportamento irregular em
todos os seus pontos. Essas fun¢des desafiam a ideia de que a continuidade
garante a derivabilidade, mostrando que € possivel ter fungdes continuas
sem derivada definida em nenhum ponto. Tais exemplos sdo importantes
para entender as sutilezas das propriedades das fun¢des e ampliar nossa
compreensao sobre o comportamento das fungdes continuas.
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1 Introducao

Utilizando ferramentas da Andlise Real podemos provar que toda funcido f : R — R é continua
nos pontos em que € derivdvel. Entretanto, a reciproca desse fato nio é verdadeira. Por exemplo, a
fungdo f : R — R, dada por f(x) = |z

A partir dessa funcdo, podemos construir ainda um exemplo de fun¢do continua que ndo € derivével

, € continua em toda a reta real mas nao € derivavel em x = 0.

em infinitos pontos, a saber, a funcdo periddica
g(x) =|z|, paral <z < 1com g(x + 2) = g(x).

Essa funcdo ndo possui derivada em nenhum valor inteiro de x. Mas serd que existem func¢des continuas
que ndo possuem derivada em nenhum ponto? A principio, nossa intuicdo pode nos levar a acreditar
que a resposta a essa pergunta seja negativa. No entanto, atualmente, € possivel encontrar diversos
exemplos de fun¢des continuas que realmente nao possuem derivada em nenhum ponto, desafiando
essa concepgao inicial.

Ao pensar em uma fungdo real de varidvel real, geralmente tentamos visualizar seu grafico. No
entanto, € dificil imaginar uma fun¢do que seja continua e que nao tenha derivada em nenhum ponto.
E admirdvel que mateméticos do século passado tenham se debrugado sobre esse dificil problema e
construido tais fun¢des. O primeiro exemplo conhecido foi dado por Bernhard Bolzano, em 1834.
Contudo, o exemplo de Bolzano ndo se difundiu amplamente. Em 1872, Weierstrass publicou um artigo
apresentando outro exemplo, que despertou grande aten¢do e interesse na comunidade matemadtica. Em
seu artigo, Weierstrass conta que, em 1861, Riemann contou a seus estudantes que a funcdo continua

definida por

. sen(n’z)
nao tem derivada em nenhum ponto. Como Weierstrass ndo conseguiu demonstrar formalmente esse
fato, ele construiu seu exemplo, que pode ser estudado na referéncia [2].

Neste trabalho, estudaremos o exemplo de Van der Waerden (1930), mostrando que funcdes

continuas podem, de fato, ndo ser derivdveis em nenhum ponto.

2 Resultados Preliminares

Iniciaremos com algumas defini¢des e alguns resultados preliminares fundamentais.

2.1 Sequéncia de funcoes

Definicao 2.1. Uma sequéncia (f,,) de fungées f, : A — R, definidas em um subconjunto A de R,

converge simplesmente para uma fungdo f : A — R se, para qualquer x fixado em A, a sequéncia
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numérica ( f,(x)) convergir para f(x). Isso quer dizer que, dados x € A e € > 0, existe ng € N (ng

dependendo de x e de <) tal que

\fu(z) — f(z)] < e, para todo n > ny.

A funcdo f, definida por
f(x) = lim fn($)v

n—o0

para cada v € A, é chamada de limite simples da sequéncia ( f,,).

Definicdo 2.2. Uma sequéncia (f,) de funcoes f, : A — R, definida em um subconjunto A de R,
converge uniformemente para uma fungdo f : A — R se, dado € > 0, existirumng € N (dependendo

apenas de €, e ndo de x) tal que

|fu(z) = f(z)] < e, paratodo x € A e todon > ny.

E claro que, se a sequéncia ( f,,) convergir uniformemente, entdo ela também convergird simples-

mente. Vejamos dois exemplos a seguir.

Exemplo 2.3. A sequéncia formada pelas fungées f,(x) = x™, para0 < x < 1, converge simplesmente

mas ndo uniformemente para a fungdo

0,se0<ax<1
flz) =
1, sex =1.
Exemplo 2.4. A sequéncia de fungées f,(r) = %x, definidas para x € [0, 1], converge uniformemente

para a fungdo f = 0.

2.2 Série de funcoes

Definicdo 2.5. Seja (u,,) uma sequéncia de fungées u,, : A — R, definidas em um subconjunto A de R.
A soma infinita y | u, serd denominada série de fungoes. Para cada x € A, consideramos a série
numéricay ., u,(x). Se as séries numéricas y .| u,(x) convergirem, para todo x € B, B C A,

diremos que a série | u, converge em B.

Como no caso das séries numéricas, a questdo da convergéncia da série de funcdes € transformada

no estudo da convergéncia da sequéncia das somas parciais:

Definicdo 2.6. A série Y - | u, converge simplesmente, se a sequéncia (S,) das somas parciais

convergir simplesmente. Se uma série de funcoes convergir simplesmente, ela define uma funcdo
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u: A — R, chamada soma da série, a qual é dada por
u(z) = Zun(m), parax € A.
n=1

" . .. . . . o]
Se a sequéncia (S,) das somas parciais convergir uniformemente, dizemos que y -, u,, converge

uniformemente.

Teorema 2.7. Seja Y, u,(x) uma série uniformemente convergente de fungées continuas, definidas

em um intervalo 1. Entdo, sua soma u é uma funcdo continua em 1.
Demonstracdo. Segue de [1], Teorema 9.2. [

o~ s o P o0 . o
Definiciio 2.8. A série )~ | u, converge absolutamente se a série )~ |u,| convergir. Se Y | |uy|
convergir simplesmente (uniformemente), diremos que | u,, converge absoluta e simplesmente

(uniformemente).

Teorema 2.9. (Teste M de Weierstrass) Seja » -, u,, uma série de fungdes u,, : A — R, definidas em
um subconjunto A de R. Suponha que |u,(x)| < M,, paratodo x € A, e que .~ M, < oo. Entdo,

oo .
> moq Uy converge uniforme e absolutamente.

Demonstragdo. Veja[l], Teorema 9.5. |

3 Resultado principal

Nesta secdo, apresentaremos um exemplo de uma fun¢do continua sem derivada em nenhum
ponto. Tal exemplo € devido a Van der Waerden (1930) e para sua constru¢do precisamos considerar

primeiramente o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1. Representemos por {x} a distdncia de x ao inteiro mais préximo de x. Apresentamos

abaixo o grdfico da fungdo x — {x}.

A

1

Figura 1: Gréfico de {x}

Note que essa é uma fungdo continua.
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Apresentaremos agora a funcdo de Van der Waerden.

Exemplo 3.2. A série

) =3 (%) {107},

n=0
conhecida como funcdo de Van der Waerden, define uma fungdo continua.
Nao é dificil perceber que
N 1
{10"z} < §,Vn € N.

Dai,

{10"z} (1%) <

Definindo u,(x) = {10"z} (%)n e M, = % (

9 n
(E) ,Vn € N,Vz € R.

N | —

)

n
; ) , temos que

o

lun ()| = up(x) < M,,Vn € N,Vx € R.

Além disso,

é convergente, pois é uma série geométrica com razdo r = % < 1. Pelo Teste M de Weierstrass,

g i (z) = g{lO"x} (%)n

converge uniformemente. Como as fungoes u,, sdo continuas, segue que f é continua pelo Teorema
2.7.

Veremos que a funcdo do exemplo anterior ndo € derivdvel em nenhum ponto de R. Para isso,

usaremos o seguinte lema.

Lema 3.3. Seja f uma funcdo continua em R e derivdvel em um ponto x,. Entdo, dado € > 0, existe

M tal que
LGESOIRSY
rT—=Y
para) <y—x <cex < xy < Y.
Demonstragdo. Veja [1], Se¢do 9.7, Exercicio 1. |

Teorema 3.4. A fungdo

=3 () s

n=0
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ndo é derivdvel em ponto algum de R.

Demonstracdo. Seja x um ponto arbitrario em R. Sem perda de generalidade, vamos supor z > 0.
Sejam € N, m > 2 fixado. Entdo, existe k € Z tal que

E<10™z <k+1.

Tome «,,, = 10~k e 3, = 10~™(k + 1), os quais séo pontos préximos de z, isto é,

am <z < B,

B — Qi = 107,

Queremos mostrar que

f(Bm) — flam)

ﬂm_am

¢ “grande”.
Como 10", = 10" "k e 10"3,, = 10" " (k 4+ 1), segue que

N . 0,sen>m
{10" B} — {10"an }| =

10"™™ sen < m.
De fato, se n > m, entdo 10"~™ € Z, e dai, 10"«,,, € 10"3,,, sdo inteiros. Assim,

{10"8,,} = {10"q,} = 0.

Agora, no caso em que n < m, a demonstragdo € bastante técnica e, por essa razao, optamos por nao

inclui-la neste trabalho. Para mais informagdes, veja [ 1], Secdo 9.7, Exercicio 2. Logo,

£ () = Flam) = 2 (35) 0107 - é (35) 010ran)

> (1) (10751 - (0%}

i
o

3

(35) (005}~ (0%

n=
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Dai,

10

m—2 (ﬂ)n({mnﬁm} {107} + (2>m1 ({10" B} — {10”am})‘

)m_l {1075} — (10" e} — mz <%) 0 e

n=0

Sl

Sle

Il
—_
o

L
—_
5| ©

—_ N N— N~
D
|
—_
=
3
gk
.
Ne
S

_ 9m—1 9m—1 -1
~10m 10m 8

1 /89mt gl 4]
- 10m 8

1 (7941
~10m 8 '

‘f(ﬁm) — flam)

Assim,
.gm—1
> 7-9 +1 '

8

/Bm_am

Por fim, tomando € = 107", temos que, para todo M > 0, existe m € N de forma que

7.9 4]

> M.
8

Dessa forma, temos «,,, < x < B, B — @ = 107" €

J— . m—1
f(B) = Flowm)| L T-9" 11
ﬁm — Qi o 8
Portanto, f ndo € derivavel em x, pelo Lema 3.3. [ |
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Resumo

Este trabalho mostra um pouco dos resultados obtidos a partir do estudo de
polindmios irredutiveis sobre corpos finitos, explorando algumas proprieda-
Palavras-chave des e exemplos a fim de fornecer a intuicao necessdria para o entendimento
deste texto. Um corpo finito € uma estrutura algébrica com um nimero finito
de elementos e, mais ainda, toda fun¢do de um corpo finito pode ser expressa
Corpos. como um polindmio (este € um resultado que é uma consequéncia direta da
fﬁl?;?:;i férmula do polindmio interpolador de Lagrange). Este tipo de estrutura tem
grande importancia na criptografia, na teoria de c6digos e na engenharia.
Primeiro, sdo apresentadas algumas defini¢des basicas sobre polindmios e
corpos para fornecer o contexto geral do trabalho; em seguida, utilizamos
alguns resultados sobre extensdes de corpos e propriedades elementares de
corpos finitos para apresentarmos o tema principal.
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1 Introducao

E ensinado no curso de Estruturas Algébricas que um corpo K é um anel comutativo com unidade
em que todo elemento ndo nulo € invertivel.

O exemplo mais cldssico de um corpo finito € o corpo dos inteiros médulo p, muito utilizado nas
estruturas algébricas, por exemplo, o corpo de Galois Z, = {0, 1}. Este tipo de conjunto, de fato, é
um corpo (ver demonstracdo em [2, Capitulo 2, Teorema 4]). Por mais que esse seja o exemplo mais
famoso, as suas propriedades se estendem para corpos finitos arbitrarios. Temos um resultado que
mostra que todo corpo finito possui ordem ¢ = p”, isto €, uma poténcia de um primo e, mais ainda, para
cada ndmero que € uma poténcia de um primo existe exatamente um corpo finito, a menos isomorfismo,
que possui g elementos. Além disso todo subcorpo de F' tem ordem p™, sendo m um divisor positivo
de n (ver demonstracdo em [ |, Teoremas 2.2, 2.5 € 2.6]). A partir de agora, utilizaremos a notagdo [F,
para falarmos de um corpo finito com um nimero ¢ primo de elementos. Em particular, o corpo Z,
serd denotado [F,,.

Considere uma indeterminada X e um corpo K. Definimos o conjunto K[X]. Este conjunto é
o anel de polinomios com coeficientes em /X na indeterminada X. Um polindmio P(X) neste

conjunto é uma expressao do tipo

n

P(X)=)Y a;X'=as+amX +...+a,X".

=0
Definiciio 1.1. Se P(X) = 7"  a;z" é um polinémio ndo nulo em K[X] com a,, # 0, define-se o

grau de P(X) como sendo o inteiro ndo negativo n. Denotaremos o grau de P(X) # 0 por
gr(P(X)).

Note que gr(P(X)) = 0 se, e somente se, P(X) = ay € K \ {0}.
Definicdo 1.2. Se gr(P(X)) = n e a, = 1, diremos que P(X) é um polinomio ménico.

Definicdo 1.3. Seja P(X) um polinomio em K[X|. Dizemos que P(X ) é um polinémio irredutivel se
P(X) é ndo nulo e ndo constante tal que se P(X) = H(X)G(X) para polinomios H(X) e G(X) em

K|[X], entdo pelo menos um desses fatores é uma constante invertivel em K.
Definicdo 1.4. Dizemos que um elemento 0 é uma raiz de um polinomio f(X) € K[X] se f(0) = 0.

Teorema 1.5. Um elemento 0 € F é uma raiz de multiplicidade maior que 1 (ou seja, que aparece

mais de uma vez na fatoragdo de um polinomio) de f(X) em F[X] se, e somente se, é uma raiz de

f(X) e f'(X).

O Teorema acima cumpre papel fundamental em uma demonstra¢do de um resultado na secao de

polindmios irredutiveis. A demonstracdo deste resultado se encontra em [ |, Teorema 1.68].
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1.1 Caracterizacao de corpos finitos

Definicao 1.6. Definimos a caracteristica de um corpo finito como sendo o inteiro positivo
car(K) = minAg = min{n € N;n -1 = 0}.

Definicao 1.7. Seja F' um corpo. Se um subconjunto K de F' é um corpo com as operacoes de F,
entdo dizemos que K é um subcorpo de F. Nesse contexto, dizemos que F' é uma extensdo do corpo

K. Se F # K, dizemos que K é um subcorpo proprio de F.

As extensoes de corpos cumprem papel fundamental na construcdo da ideia de raizes de polindmios
irredutiveis. Por exemplo, tome o corpo dos racionais Q e um polindmio f(X) = X? — 2 em Q[X].
Sabemos que ndo existe raiz deste polindmio em (Q, mas € possivel encontrar uma raiz deste polindmio
em uma extensdo deste corpo, que € o corpo dos reais R. O mesmo principio se aplica para um corpo

arbitrédrio IF,. Esta ideia de raiz de um polindmio em uma extensao nos leva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.8. Seja F' uma extensdo de um corpo K. Dizemos que um elemento 0 € F é algébrico em
K se 0 € raiz de algum polinémio ndo trivial f(X) € K[X]. Se todo elemento de F ¢é algébrico em K,

dizemos que F' é algébrico sobre K.

Definicdo 1.9. Se 0 € F é algébrico em K, entdo o tinico polinémio moénico g € K[X]| de grau
minimo tal que g(0) = 0 que gera o ideal J = {f € K[X] | f(0) = 0} de K[X] é chamado de
polinémio minimal de 0 sobre K.

Este ideal também pode ser escrito como J = {f-g | f € K[X]}. Quando quocientamos o anel de
polindmios F,[X] por este ideal .J, obtemos uma extensdo de I, que vai conter as raizes do polindmio

gerador do ideal.

Exemplo 1.10. Tome o corpo Fy = {0, 1}. Podemos construir o corpo F4 a partir de um polinémio
gerador irredutivel de grau 2. Tomamos o polinémio X? + X + 1, que é irredutivel em Fy e o
ideal J = (X? + X + 1) gerado por este polindmio e quocientamos Fy[X] por este ideal, isto ¢,
Fo[X]/(X? + X + 1). Os elementos desse anel quociente sdo as classes laterais j + (X? + X + 1),

sendo j é um polinomio em B[ X| de grau menor que 2, isto é, j = a + bx. Assim,
a+br+J=a(l+J)+blzx+J)=a+ba

Na equagdo acima, trocamos a classe do x por o como um abuso de notagdo. A partir desta notagdo,
obtemos que o é uma raiz do polindomio gerador. Portanto, conseguimos obter os elementos de F 4, que
sdo da forma

F, ={0,1,c,1 + a}.

Definicao 1.11. Seja f(X) € K[X] um polindbmio de grau positivo e F' uma extensdo de corpo de

K. Entao f(X) se decompoe em F se f(X) pode ser escrito como um produto de fatores lineares em
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F[X], isto é, existem elementos 01,05, ..., 0,, € F tais que
f(X)=clz —01)(x — 0s)...(x — 0,).

A ideia intuitiva dessa defini¢do é que para um polindmio f em K[X] e uma extensido [’ que
contém todas as raizes de f, este polindmio pode ser expresso em F'[X] como o produto desses fatores

lineares em F', de forma similar ao que estamos acostumados quando falamos de polindmios.

Lema 1.12. Seja f(X) € F,[X] um polinémio irredutivel em F, de grau m. Entdo, f(X) divide

n . .
X7 — X se, e somente se, m divide n.

Esse lema € fundamental para a demonstracdo de um teorema na proxima se¢do. Como a demons-

tracdo é muito extensa, veja a demonstracdo em [/, Lema 2.13].

2 Polinomios irredutiveis

Teorema 2.1. Para todo corpo finito F, e para todo natural n, o produto de todos os polinémios

A e . . . . . . L. n
monicos irredutiveis em [, cujos graus dividem n é igual a X7 — X.

Demonstragdo. De acordo com o Lema 1.12, os polindmios monicos irredutiveis em [, que aparecem
na fatoragdo de g(X) = X9 — X em FF, sdo os polindmios cujos graus dividem n. Derivando o
polindémio g(X ), temos
J(X)= (X" = X) =¢"X"" — 1,

e como ¢ é uma poténcia de um primo p, segue que ¢" = p"" é multiplo de p. Dessa forma, como
q" = 0 (mod p) o termo ¢" X" ~! desaparece. Assim sendo, ¢'(X) = —1. Assim, o Teorema 1.5
implica que ¢g(X) ndo tem raiz de multiplicidade maior que 1 dentro do corpo F,, e, portanto, cada
polindmio monico irredutivel em IF, cujos graus dividem n aparecem exatamente uma vez na fatoracao
de g(X) em F [X]. |

Corolario 2.2. Se N,(d) é o niimero de polinémios monicos irredutiveis em F,[X] de grau d, entdo
¢" =) dN,(d), ¥n €N, (1)
din
sendo a soma extendida para todos os divisores positivos d de n.

Demonstracdo. A identidade (1) segue diretamente do teorema anterior quando comparamos o grau
de g(x) = X" — X com o grau total da fatoragdo canonica de g(z). Isto é, gr(g(x)) = ¢", e ao somar
os graus de todos os polindmios irredutiveis que estdo na fatora¢do obtemos » | din dN,(d). Como

gr(g(x)) = ¢", obtemos o resultado. |

Este coroldrio nos diz, basicamente, que os polindmios irredutiveis de grau d "geram" elementos

de um corpo com ¢" elementos, e cada polindmio contribui com d elementos para este corpo.
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Exemplo 2.3. Vamos entender melhor essa identidade com um exemplo. Tome ¢ = 2 e n = 3. Dessa

forma, substituindo os valores na identidade obtemos:

28 = " dNy(d)

d|3

Sabemos que os divisores positivos de 3 sdo 1 e 3l. Entdo:
8 = 1N5(1) + 3N (3).
Temos No(1) = 2 (isto é, os polindmios ménicos irredutiveis de grau 1 sdo X e X + 1), entdo
8 =1(2) +3N2(3) = 6 = 3N,(3) = N2(3) = 2.

Dessa forma, existem exatamente dois polinomios monicos irredutiveis de grau 3 sobre .
Esta identidade nos leva a uma defini¢do importante:
Definicao 2.4. A funcdo |1 de Moebius ¢é a funcdo em naturais definida da forma:
1 sen=1,;

p(n) = (—1)’“ se n é o produto de k primos distintos;

0 sen é divisivel pelo quadrado de um primo.

Exemplo 2.5. Vamos calcular essa funcdo para alguns valores de n.

u(l) =1
w(6) = 1 (pois 6 = 2 - 3, segue que (—1)*> = 1)
1(12) = 0 (12 contém o quadrado de um primo)

No contexto que estamos trabalhando, essa funcdo cumpre papel importante na contagem de

polindmios irredutiveis sobre corpos finitos.
Lema 2.6. Para todo n € N, a fungdo |1 de Moebius satisfaz
1 sen=1;
> uld) =
dln 0 sen > 1.

Demonstragcdo. Paran > 1, temos que levar em considera¢do apenas aqueles divisores positivos d de

n os quais (d) # 0 —isto é, d = 1 ou d é um produto de primos distintos. Entdo, se py, pa, ..., Dk
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s@o os primos distintos que dividem n, temos:

Zﬂ(d) = p(1) + Zﬂ(pi) + Z p(pinpiz) + -+ + p(papz - - - )

din i=1 1<y <ia<k

que por sua vez € igual a:

que resulta em

O cason = 1 € trivial. [ |

Teorema 2.7 (Férmula da Inversido de Moebius (Caso aditivo)).

Sejam h e H duas funcoes de N em um grupo abeliano aditivo G. Entdo,

H(n) =) h(d) YneN 2)
din
se, e somente se,
h(n) = Y u(H() = Y p(d)H(5) VneN. 3)
d| din

A demonstracdo desse resultado se encontra em [ |, Teorema 3.24]. Este teorema € parte fundamen-

tal para demonstrar o préximo resultado:

Teorema 2.8. O niimero N,(d) de polindmios ménicos irredutiveis em F,;[X| de grau n é dado por:

Ny(d) = %Zu(g)qd = %Zu(d)q”/d-

din dn

Demonstracdo. Aplicamos o caso aditivo da Férmula da Inversdo de Moebius no grupo G' = Z, isto é,
o grupo aditivo dos inteiros. Sejam h(n) = nNy(n) e H(n) = ¢" Vn € N. Assim, (2) ¢ satisfeito por

causa da identidade (1) e a identidade (3) nos dé a férmula desejada. [

Este teorema fornece uma férmula para contar o niimero de polinémios monicos irredutiveis de
grau d sobre o corpo finito F,. Também, nos ajuda a entender como os polindmios irredutiveis se

distribuem sobre os corpos finitos. Vemos agora um exemplo pratico:

Exemplo 2.9. Vamos encontrar o niimero de polindmios monicos irredutiveis em IF [ X de grau 20.
Utilizando a formula do teorema anterior, temos:
20

Ny(20) = % dZu( y )q*.
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Os divisores positivos de 20 sdo 1,2,4,5,10,20. Agora precisamos aplicar a Fun¢do de Moebius
para cada divisor positivo de 20. Temos (1) = 1, u(2) = —1, u(4) = 0, p(5) = —1, p(10) =

1, 1(20) = 0. Substituindo esses valores, temos:

Ny(20) = oo (g™ + p(2)q" + p(A)g® + p(6)a’ + p(10)7” + p(20)0)

isto é igual a:

1
(@ =" —d' + 7).
Teorema 2.10. O produto I(q,n; X) de todos os polindmios ménicos irredutiveis em F [ X| de grau n
é dado por:
](q7 n; X) — H(qu _ X)u(n/d) — H(an/d _ X)N(d)

dln dln

Para estudarmos a préxima definicdo, precisamos de alguns conceitos sobre raizes primitivas
e polindmios ciclotdmicos. Como sdo muitos resultados necessarios para a proxima defini¢iao e
ocupariam muito espago no texto, veja minha referéncia em ([ |, Capitulos 2.2 e 2.4]). Dessa forma,

enunciamos a proxima defini¢ao:

Definicao 2.11. Seja K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo ndo divisivel por p, e (
n

uma raiz primitiva de ordem n sobre K. Entdo, o polinomio Q,(z) = H(x — (*), onde o produto é
s=1
tomado sobre gcd(s,n) = 1, é chamado de polindmio ciclotomico de ordem n sobre K.

A ideia intuitiva que precisamos saber da defini¢io de polindmios ciclotdmicos € a seguinte:
imagine um reldgio de 12 horas convencional. Quando o ponteiro marca 12 horas, ele volta parao 1 e
forma um ciclo. Para polindmios ciclotdmicos, suas raizes seguem uma ideia similar a de um reléogio,
isto €, formam um padrdo que se repete de forma similar a um ciclo. Ao olharmos para as raizes, em

algum momento elas se repetem. Esta definicdo € vista mais formalizada em [ !, Defini¢do 2.43].

Teorema 2.12. Seja 1(q,n; X ) como enunciado no Teorema anterior. Paran > 1, temos:
I(q,n; X) = [ [ Qu(X). )

Estes teoremas sao essenciais para o exemplo que sera feito a seguir. Como suas demonstracoes
sdo longas e complexas, veja a demonstracao em [ |, Teoremas 3.29 e 3.31] caso queira se aprofundar

mais no assunto.

Exemplo 2.13. Vamos determinar todos os polindmios ménicos irredutiveis em Fo[ X de grau 4.
Primeiro, precisamos descobrir quantos sdo utilizando a formula do Teorema 2.8. Sabemos que o

grau dos polindémios que queremos encontrar é 4 e o corpo tem 2 elementos. Listando os divisores
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inteiros positivos de 4, temos d(4) = 1,2, 4. A funcdo de Moebius para estes niimeros assumem os

seguintes valores: (1) =1, u(2) = —1, p(4) = 0. Assim, temos
1
B(1) = Lu(02" 1 2272 4 p()2V

que resulta em

I,(4) = ;1 [(1-2Y) 4+ (=1-2%)+(0-2Y)]
e, por fim, temos
Ir(4) 23[16—4—#0] :%:3.

Isto é, temos exatamente 3 polindmios irredutiveis de grau 4 em F5| X|. A identidade (4) nos mostra
que 1(2,4; X) = Q5(X)Q15(X). Temos que Q5(X) = X* + X + X? + X + 1 ¢ irredutivel em
Fy[X]. O polinémio QQ15(X) se fatora em 2 polindmios irredutiveis em Fo[X| de grau 4. Jd que
Qs(X + 1) = X* + X3 + 1 é irredutivel em Fy| X|, esse polinémio deve dividir Q15(X), e entdo

Qus(X) =X+ X"+ X+ X'+ X+ X +1= X"+ X3+ )(X* + X + 1)
Assim, os polindémios irredutiveis em Fo| X| de grau 4 sdo X* + X3+ X2 + X +1, X1+ X3 +1,
eX*+X+1
3 Consideracoes finais

Esse trabalho € um pequeno recorte de um vasto campo de estudo. Descobrir polindmios irredutiveis
sobre corpos finitos tem aplicacdo direta em campos de criptografia e cddigos corretores de erros.

Desta forma, é possivel ver um pouco do porqué a aplicag¢do desta drea € tdo importante.
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Resumo

A histéria da matematica € cheia de figuras cujas contribuicdes moldaram
o desenvolvimento da drea ao longo dos séculos. Apoldnio de Perga é
uma dessas figuras de destaque, principalmente devido ao seu trabalho
sobre as coOnicas. Este estudo influenciou diretamente a astronomia, a
geometria analitica e a matematica aplicada, sendo retomado por pensadores
como Kepler, Descartes e Newton. O objetivo deste trabalho € analisar as
contribuicdes de Apoldnio. Discutem-se as obras conhecidas e perdidas,
bem como os impactos de suas descobertas nos modelos astrondmicos
antigos. O estudo é concluido com uma andlise das secdes cOnicas, que
representam o maior legado de Apoldnio.
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1 Introducao

A histéria da matematica € marcada por figuras cujas contribui¢des moldaram o desenvolvimento
da 4rea ao longo dos séculos. Entre esses nomes, Apoldnio de Perga (c. 262 a.C. —c. 190 a.C.) ocupa
um lugar de destaque, especialmente por seu estudo das conicas. Seu trabalho influenciou diretamente
a astronomia, a geometria analitica e a matematica aplicada, sendo posteriormente retomado por figuras
como Kepler, Descartes e Newton.

O presente trabalho tem como objetivo analisar as contribui¢des de Apolonio de Perga, baseando-se
principalmente no capitulo 7 de [ 1], além de outras referéncias da historia da matematica como [2] e
[3]. Serao discutidos seus trabalhos, bem como as obras perdidas e os impactos de suas descobertas
nos modelos astrondmicos antigos. O estudo serd finalizado com uma anélise das se¢Oes coOnicas, que

constituem seu maior legado.

2 Trabalhos e Tradicao

Durante o periodo helenistico, Alexandria foi um importante centro matematico, e ha indicios de
que Apoldnio, natural de Perga, tenha estudado e ensinado nessa cidade. Ele também passou um tempo
em Pérgamo, cidade com uma biblioteca de destaque. As datas exatas de seu nascimento € morte nao
sdo conhecidas, mas estima-se que tenha vivido entre 262 e 190 a.C.

Seu principal legado € o tratado sobre conicas, além da obra Dividir em uma razdo, traduzida do
drabe para o latim apenas em 1706 por Edmund Halley. Esse trabalho envolve um problema geométrico
que leva a resolucdo de uma equagdo quadrética.

Grande parte do conhecimento sobre suas obras perdidas vem de Papus, que mencionou sua
pesquisa sobre nimeros grandes e métodos de cdlculo rdpido. Apoldnio teria até mesmo encontrado
uma aproximacao para 7 mais precisa do que a de Arquimedes. Muitos de seus escritos faziam parte
do Tesouro da Andlise, uma colecdo voltada para estudiosos interessados na resolu¢@o de problemas

geométricos mais avancados.

3 Obras Perdidas

No século XVII, a reconstrucao de tratados geométricos perdidos era uma pratica comum, € 0s
escritos de Apolonio estavam entre os mais estudados. Um de seus tratados, Lugares Geométricos

Planos, abordava propriedades de certos conjuntos de pontos. Entre eles, destacam-se:

(1) O conjunto de pontos cuja diferenca dos quadrados das distancias a dois pontos fixos € constante

forma uma reta perpendicular a linha que os une;

(2) Os pontos cuja razdo das distancias a dois pontos fixos € constante formam uma circunferéncia,
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O segundo lugar geométrico atualmente € conhecido como “Circulo de Apolonio”, embora ja fosse
mencionado por Aristételes ao estudar a forma do arco-iris.

Facamos uma demonstra¢do com notacao atual de que o primeiro lugar geométrico citado é, de
fato, uma reta. Em R?, fixe a = (a1, as), b = (b, by) e seja P = (,y) € R? um ponto qualquer. Note

que

d(P,a) = /(x — a1)? + (y — a2)® e d(P,b) = \/(z — b1)> + (y — by)*.
Assim, se k € R é uma constante tal que k = d(P, a)® — d(P, b)?, temos
k=(z—a)’+(y—a)’—(r—b)" — (y—b)’

= 2% — 2va; + a] + y* — 2yay + a3 — x* + 2xby — b — y® + 2yby — b3
=2x(by — a1) + 2y(by — as) + a] + a3 — b3 — b3,

ou seja,
_(al—b1> k+0b3 4 b2 —a? — a?
b2 — Q9 2(b2 — CLQ)
—b
¢ uma reta. Além disso, chame m; = Zl LA equacao da reta que passa por a e b € dada por
2 — A2

by — b —-b
o (=), (a2 =)
by —a; by —ay

by — as

Chame mqy = . Dai

1 — ax

—1_ 1 . bg—ag_bg—ag_m
— = == — = M.
my —— am—b b

Portanto, o lugar geométrico (1) € o lugar geométrico da reta perpendicular a reta que passa pelos
pontos a e b.

Outro tratado, Cortar uma Area, tratava de um problema semelhante ao de Dividir em uma Razdo,
mas, em vez de exigir uma propor¢ao entre os segmentos cortados, pedia que seu produto formasse
um retingulo de 4rea fixa. Esse problema levava i equacdo quadritica ax + 2° = be. J4 em Sobre
Seccdo Determinada, Apolonio explorava um problema geométrico que envolvia encontrar um ponto
em uma reta de modo que certos segmentos satisfizessem uma relacio especifica de dreas. Esse estudo
se assemelha ao que hoje se conhece como uma forma inicial de geometria analitica em uma dimensao.

O tratado Tangéncias abordava um problema diferente dos anteriores: dado um conjunto de
trés elementos — pontos, retas ou circulos —, encontrar um circulo que fosse tangente a todos.
Esse problema, conhecido atualmente como “Problema de Apol6nio”, apresenta dez casos distintos,
variando em complexidade. Embora suas solu¢des originais ndo tenham sido preservadas, estudiosos

posteriores, como Newton, desenvolveram métodos para resolvé-lo usando apenas régua e compasso.

154 Anais da XIII Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacao Cientifica PET Matematica Uberlandia

Em Inclinacoes, Apolonio estudou problemas de neusis, que envolvem encontrar posicdes especifi-
cas de segmentos dentro de certas restrigdes. Um dos casos descritos por Papus consistia em inserir,
dentro de um circulo dado, uma corda de comprimento fixo passando por um ponto determinado.

Outras obras de Apolonio, mencionadas por antigos matemaéticos, incluem um estudo sobre a
relacdo entre o dodecaedro e o icosaedro. Ele demonstrou que as faces pentagonais de um dodeca-
edro e as triangulares de um icosaedro inscrito na mesma esfera equidistam do centro, um teorema

posteriormente relacionado ao livro XIV de Os Elementos.

4 Ciclos e epiciclos

Apoldnio também se destacou como astronomo. Enquanto Eudoxo utilizava esferas concéntricas
para descrever o movimento dos planetas, Apoldnio propds dois modelos alternativos: um baseado em
epiciclos e outro em Orbitas excéntricas. No primeiro modelo, o planeta P se desloca com velocidade
constante ao longo de um pequeno circulo, denominado epiciclo. Simultaneamente, o centro desse
epiciclo, C', também se move de maneira uniforme ao longo de um circulo maior, chamado deferente,
cujo centro é E.

No modelo excéntrico, por sua vez, o planeta P percorre um circulo maior com movimento
uniforme, enquanto seu centro, P’, também se desloca uniformemente em torno de um circulo centrado
em E. Apoldnio percebeu que, se PC = P'E, os dois sistemas sdo equivalentes, ou seja, o planeja P

faz 0 mesmo movimento nos dois casos. Os dois modelos podem ser representados pela figura a seguir:

Figura 1

Fonte: [, p.113].

Embora a teoria das esferas concéntricas, favorecida por Aristételes, fosse amplamente aceita
como uma explicagdo geral dos movimentos planetdrios, os modelos de epiciclos e excéntricos,
posteriormente aprimorados por Ptolomeu, tornaram-se preferidos pelos astronomos matematicos por
oferecerem previsdes mais precisas. Durante quase 1800 anos, os esquemas de Eudoxo e Apoldnio

coexistiram como abordagens concorrentes na astronomia.
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5 As Conicas

A principal obra de Apoldnio, As Cénicas, originalmente continha oito livros, mas apenas os quatro
primeiros sobreviveram em grego. Felizmente, no século IX, Thabit ibn Qurra traduziu os trés volumes
seguintes para o drabe, permitindo sua preservagdo. Em 1710, Edmund Halley traduziu os sete livros
para o latim, e desde entdo a obra foi publicada em diversas linguas.

As secdes cOnicas ja eram estudadas hd cerca de 150 anos antes de Apoldnio escrever seu tratado.
Outros matematicos, como Aristeu e Euclides, ja haviam sistematizado o assunto, mas As Conicas
acabou se tornando a referéncia definitiva em nivel avangado, assim como Os Elementos de Euclides
no ensino da geometria elementar.

Antes de Apolonio, as curvas elipse, pardbola e hipérbole eram obtidas a partir de trés tipos distintos
de cones retos, dependendo do angulo do vértice. Apol6nio mostrou que todas essas curvas podem
ser obtidas a partir de um uUnico cone, bastando variar a inclina¢do do plano de corte. Ele também
generalizou o conceito ao demonstrar que as propriedades das se¢des conicas ndo dependem do cone
ser reto ou obliquo. Além disso, substituiu o cone de uma tnica folha por um cone duplo, como o
conhecemos hoje, o que permitiu a caracterizacdo da hipérbole como uma curva de dois ramos.

Outra contribuicio importante foi a introducio dos nomes elipse, pardbola e hipérbole, adotados a
partir de termos usados na solucdo geométrica de equagdes quadraticas. A palavra elipse (do grego
ellipsis, “falta”) era usada quando uma drea dada era menor que um valor de referéncia, enquanto
hipérbole (de hyperbola, “excesso”) indicava que a drea ultrapassava esse valor. Ja pardbola (de
parabole, “comparacdo”) representava uma igualdade. Apolonio aplicou esses termos para nomear as
curvas, associando-os as desigualdades que caracterizam suas equagoes.

Embora tenha avangado significativamente na compreensao das conicas, Apolonio ainda restringiu
seu estudo a cones circulares. Ele poderia ter estendido seus resultados para cones elipticos ou qualquer
cone quadrico, sem alterar as propriedades das curvas obtidas. Contudo, sua andlise das sec¢coes
subcontrdrias ja apontava nessa direcao: ele mostrou que certos planos inclinados cortando um cone
circular obliquo geram sec¢des circulares, um resultado que poderia ser facilmente demonstrado com
argumentos da geometria analitica moderna.

O trabalho de Apolonio representou um salto na compreensao das secdes conicas e sua nomencla-

tura permanece em uso até hoje, mais de 2000 anos depois.

5.1 Propriedades fundamentais

Os gedmetras gregos classificavam as curvas em trés categorias: os “lugares geométricos planos”,
que incluiam retas e circulos; os “lugares geométricos s6lidos”, compostos pelas se¢des conicas; € 0s
“lugares geométricos lineares”, que englobavam todas as demais curvas. O nome da segunda categoria
refletia o fato de que, na época, as cOnicas eram definidas como interse¢des de um cone tridimensional
com um plano, e ndo como conjuntos de pontos que satisfazem uma equag¢do, como fazemos hoje.

Apoldnio seguiu essa abordagem inicial, obtendo as se¢des cOnicas a partir de um cone no espago,
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mas rapidamente abandonou a representacdo tridimensional. Seu método consistia em derivar uma
propriedade essencial da curva — chamada de symptome — a partir do cone e, por meio disso, conduzir
um estudo puramente planimétrico. Esse processo, que ja era utilizado por matematicos anteriores
como Menaecmus, é exemplificado no caso da elipse.

Na Figura 2, seja ABC uma secgdo triangular de um cone circular obliquo e seja P um ponto sobre
acurva H PK, que intersecta todos os elementos do cone. Ao prolongar H K até encontrar BC' em G
e tracar um plano horizontal passando por P, obtemos o circulo D PFE dentro do cone e a reta PM no

plano da secc¢do. Utilizando semelhancga de tridngulos e a propriedade do circulo, chega-se a relagdo

_ HM-BG MK -CG

2
PM HG KG

Se tomarmos PM =y, HM =z e HK = 2a, obtemos a equacio
y* = kx(2a — ),

que corresponde a equagdo de uma elipse com H como vértice e H K como eixo maior.

Figura 2

Fonte: [, p.115].

De maneira semelhante, Apolonio derivou para a hipérbole a relagao

y* = ka(x + 2a).

2

Essas expressdes podem ser facilmente convertidas para as formas usuais ao tomar k£ = —. Dessa
a

forma, Apolonio deu um passo importante para a caracterizag¢do algébrica das conicas, aproximando-se

da formulagao moderna.
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5.2 Diametros conjugados

Apoldnio iniciou seu estudo das conicas a partir de uma abordagem estereométrica, determinando
suas equagdes fundamentais. Posteriormente, passou a desenvolver propriedades dessas curvas di-
retamente no plano, sem mais referéncia a estrutura tridimensional. No livro I de As Cénicas, ele
aprofundou o estudo das propriedades fundamentais das conicas e introduziu a teoria dos “diametros
conjugados”, demonstrando que os pontos médios das cordas paralelas a um diametro formam outro
diametro, que chamamos de didmetro conjugado.

Diferentemente da abordagem moderna, que utiliza eixos perpendiculares para referir a uma conica,
Apolonio frequentemente empregava pares de didmetros conjugados como um sistema de coordenadas
obliquo, facilitando sua anélise. Ele também mostrou que uma reta tragada da extremidade de um
diametro, paralela ao didmetro conjugado, € tangente a conica. Essa visdo, baseada na concep¢do grega
de tangéncia, contrastava com a abordagem cinematica de Arquimedes.

Além disso, Apolonio estudou transformacgdes de coordenadas e demonstrou que qualquer conica
pode ser referida a diferentes sistemas de eixos. No caso da hipérbole, ao utilizd-la em relagdo as suas
assintotas, obteve a equacio da hipérbole equildtera zy = ¢, resultado essencial para desenvolvimentos
futuros na fisica e astronomia.

O livro II expandiu a teoria dos didmetros conjugados e tangentes, incluindo propriedades ge-
ométricas das hipérboles e o uso da “divisdo harmonica” para a construcdo de tangentes. Mesmo
sem conhecer todas as limita¢des das constru¢des com régua e compasso, Apolonio estabeleceu uma
base matematica rigorosa para o estudo das conicas, influenciando significativamente a matemaética

posterior.

5.3 O lugar geométrico a trés e quatro retas

Apolonio considerava o livro IlII de As Cénicas especialmente importante, como ele proprio
destacou no prefacio da obra. Nele, desenvolveu teoremas inéditos e fundamentais para a sintese de
lugares geométricos s6lidos e a determinagdo de limites, avancando além das tentativas parciais de
Euclides.

Um dos problemas centrais abordados € o lugar geométrico a trés e quatro retas, que consiste em
determinar os pontos cuja posi¢do obedece a uma relacido proporcional entre as distancias a essas retas.
Esse problema, que permaneceu relevante de Euclides a Newton, pode ser resolvido modernamente
através de equagdes analiticas, revelando que o lugar geométrico resultante é sempre uma conica —
real ou imagindria, redutivel ou irredutivel.

No entanto, Apolonio tratou essa questdo de forma inteiramente geométrica, desenvolvendo mais
de cinquenta proposi¢des cuidadosamente demonstradas antes de chegar ao resultado final. Sua
abordagem, baseada em métodos sintéticos, destaca a profundidade e elegancia de sua obra.

Séculos depois, Papus generalizou o problema para um ndmero arbitrdrio de retas, o que inspirou

Descartes, em 1637, a aplicd-lo como teste para sua recém-criada geometria analitica. Assim, o estudo
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dos lugares geométricos por Apoldnio teve um impacto duradouro, influenciando o desenvolvimento

da matemadtica por geragdes.

5.4 Interseccao de conicas

No livro IV de As Conicas, Apolonio explora as diferentes formas em que as sec¢Oes de um cone
podem se encontrar, destacando teoremas inéditos sobre os pontos em que uma sec¢ao conica intersecta
os ramos de uma hipérbole, uma ideia inovadora introduzida por ele. Apolonio também responde a
criticos que questionavam a utilidade de seus resultados, defendendo que seus teoremas devem ser

aceitos pela forca de suas demonstragdes, assim como muitas outras coisas na matematica.

6 Conclusao

Apolonio de Perga foi uma figura central no desenvolvimento da matematica grega, consolidando a
teoria das conicas e influenciando profundamente a astronomia e a geometria. Seu trabalho, embora
parcialmente perdido, deixou um legado que foi retomado por matematicos islamicos e renascentistas,
culminando na formulagdo da matemética moderna.

A forma como Apolonio desenvolveu sua matematica, baseada na tradi¢do geométrica grega,
reflete a visdo do mundo da época, na qual a matemdtica era uma busca pelo conhecimento absoluto
e eterno. Esse carater abstrato e rigoroso influenciou diretamente o desenvolvimento da matemaética
como ciéncia exata, estabelecendo principios que ainda hoje s@o utilizados no ensino e na pesquisa.

Por fim, a andlise da obra de Apolonio ndo apenas destaca sua genialidade, mas também demonstra
a importancia da continuidade histérica na matemadtica. Suas descobertas, preservadas por diferentes
civilizagdes ao longo dos séculos, ilustram como o conhecimento matematico evolui e se transforma,

sendo constantemente reinterpretado e ampliado.
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Resumo
Palavras-chave Durante a Idade Média, a matematica na Europa Ocidental sofreu um periodo
de declinio, seguido por um renascimento impulsionado pelo contato com
Histéria da Matemética. o mundo islamico e bizantino. Neste texto exploraremos a recuperagdo do
Sequéncia de Fibonacci. conhecimento matemadtico no Ocidente Latino, abordando a importincia das
Séries. tradugdes, o papel de matematicos como Fibonacci e Jordanus Nemorarius,
e 0s avangos tedricos que prepararam o caminho para o desenvolvimento da
ciéncia moderna.
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1 Introducao

Ap6s a queda do Império Romano, o conhecimento matematico entrou em declinio na Europa
Ocidental. Durante séculos, as principais fontes de conhecimento foram os mosteiros e pequenas
comunidades intelectuais. No entanto, a partir do século XII, um grande esforco de traducdo de textos
drabes e gregos para o latim impulsionou um renascimento matematico. Este trabalho explora esse

periodo de transformacao, analisando os principais matemadticos e suas contribui¢des.

2 O século da traducao

O século XII € conhecido como o "Século da Traducao"pois, durante esse periodo, estudiosos
europeus traduziram extensivamente obras drabes e gregas para o latim, permitindo a redescoberta de
textos cldssicos e a assimilacdo de avangos desenvolvidos no mundo islamico. De acordo com [ 1], os
principais centros de traducdo estavam localizados em Toledo (Espanha) e na Sicilia (maior ilha do
Mediterraneo), onde estudiosos cristdos, judeus e mugulmanos trabalharam juntos na recuperacdo do

conhecimento antigo. Entre os tradutores mais notaveis estavam:

* Gerardo de Cremona, que traduziu mais de 70 obras cientificas, incluindo os Elementos de

Euclides e textos de Al-Khwarizmi.
* Adelardo de Bath, que introduziu conhecimentos matematicos islamicos na Europa.

* Robert de Chester, responsavel pela primeira traducdo de um tratado de dlgebra para o latim.

3 Abacistas e Algoristas

No periodo medieval, duas escolas matematicas disputavam o dominio no comércio e nos calculos

financeiros:

* Abacistas: Utilizavam o dbaco e os ndmeros romanos para realizar cilculos. Eram seguidores
da tradicdo matemaética europeia mais antiga e baseavam-se em métodos visuais € mecanicos

para efetuar operagdes aritméticas.

* Algoristas: Defendiam o uso do sistema numérico indo-ardbico e dos algoritmos desenvolvidos
por matematicos islamicos, como Al-Khwarizmi. Esse sistema permitia cdlculos mais rapidos e

eficientes, principalmente devido ao uso do zero e da notag@o posicional decimal

A transi¢do entre essas duas escolas foi gradual, enfrentando resisténcia por parte dos abacistas,
que viam os novos métodos como desnecessarios ou dificeis de aprender. No entanto, com a publi-
cacdo do Liber Abaci de Fibonacci em 1202, os numeros indo-ardbicos comegaram a se disseminar,

demonstrando sua superioridade pratica e facilitando calculos financeiros e cientificos.
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Figura 1: Representac@o da disputa entre abacistas e algoristas na obra Margarita Philosophica (1508)
de Gregor Reisch.

4 Leonardo de Pisa (Fibonacci)

Fibonacci foi um dos mateméticos mais influentes da Idade Média. Entre suas principais contribui-

¢oes, destacam-se:

4.1 Liber Abaci

Publicada em 1202, foi uma das obras mais influentes da matematica medieval. Esse tratado
introduziu e popularizou na Europa o sistema de numeracao indo-arabico, em substituicdao ao
sistema romano, e apresentou métodos avancados de calculo que facilitaram transa¢des comerciais e

cientificas, dentre os quais, se destacam:

* Sistema de Numeracao Indo-Arabico: Fibonacci demonstrou as vantagens dos algarismos
indo-arédbicos e do sistema decimal posicional, incluindo o uso do zero, que era pouco conhecido

na Europa Ocidental.
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* Operacoes Aritméticas: Explicou como realizar operagdes matematicas basicas, como adi¢ao,

subtragcdo, multiplicagdo e divisdo, com maior eficiéncia.

* Calculos Comerciais: Introduziu regras para conversdo de moedas, calculos de juros, proporgdes

e regras de trés, facilitando a vida dos mercadores.

* Fracoes e Algoritmos: Introduziu métodos para lidar com fragdes e célculos algébricos, anteci-

pando técnicas usadas posteriormente na matemadtica.

4.1.1 A Sequéncia de Fibonacci

Fibonacci prop0s o seguinte problema sobre a reproducgao de coelhos:

Quantos pares de coelhos serdo produzidos em um ano, comecando com um so par, se em cada

més cada par gera um novo par de coelhos que se tornam produtivos a partir do segundo més?
Solucio:
Definimos o conjunto

A,, = {C;|C; é um casal de coelhos, para j = 1,2,3,... }.

Seja F;, a cardinalidade do conjunto A,,, ou seja, F;, é o nimero de casais de coelhos do n-ésimo

més. Como inicialmente temos um casal de coelho, segue que

Al :{01}2>F1 = 1.

O casal de coelhos ('} no segundo més ainda nao se reproduz. Portanto

AQZ{Cl}ingl.

No terceiro més, C'; gera um novo casal. Dai,

Ag = {01,02} = b3 =2.

No quarto més, C'; gera novamente um novo casal, e C; ndo gera nenhum. Assim,

A4 = {01,02, Cg} = F, = 3.

No quinto més, temos dois novos casais, gerados respectivamente por C e Cs. Logo,

As ={C4,C5,C5,Cy,Cs5} = F5 = 5.
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Por recorréncia, concluimos que:

Fn:Fn71+an27 F1:17F2:1- (1)

Sendo essa a lei de formacao da sequéncia de Fibonacci, que possui aplicacdes em diversas dreas,

como biologia, arquitetura e finangas.

4.2 Liber Quadratorum

Escrito por Fibonacci em 1225, Liber Quadratorum ("O Livro dos Numeros Quadrados") € uma
das obras mais avancadas da matematica medieval, focada na teoria dos nimeros. Segundo [ 1], suas

principais contribuicdes incluem:

* Investigacdo detalhada das propriedades dos nimeros quadrados e suas relacdes algébricas.

* Formulacio de métodos para encontrar solu¢des de equagdes diofantinas, um ramo da teoria dos

nameros.

* Desenvolvimento de métodos indutivos para resolver problemas matematicos, antecipando

técnicas utilizadas no periodo renascentista.

* Representacdo de um avango significativo na aritmética e na dlgebra.

5 Jordanus Nemorarius e a Matematica Medieval

Jordanus Nemorarius foi um dos matemadticos mais influentes da Idade Média, contribuindo signifi-
cativamente para a dlgebra e a mecanica matemética. Ele buscou formalizar o raciocinio matematico
com maior rigor 16gico, antecipando ideias que seriam fundamentais para o desenvolvimento da ciéncia

nos séculos seguintes. Dentre os avangos creditados a Jordanus, destacam-se:

* Autor da obra De Numeris Datis, na qual apresentou principios algébricos inovadores para a

época.
 Utilizou uma notacao algébrica rudimentar para expressar relagdes entre nimeros e equagdes.
* Escreveu De Ratione Ponderis, um tratado sobre equilibrio e centro de gravidade.

* Investigou o comportamento das forcas e das alavancas, antecipando conceitos da mecanica

classica.

* Suas ideias foram adotadas e ampliadas por estudiosos da Escola de Oxford e matematicos

renascentistas.
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* Sua abordagem ldgica ajudou a moldar a matemaética europeia e influenciou a fisica matematica.

Em uma traducdo do livro Os Elementos feita por Campanus de Novara, que viveu por volta de 1260,
houve uma descri¢do de uma triseccao do angulo exatamente igual a feita por Jordanus em sua obra
De triangulis, diferindo apenas pelas letras usadas no diagrama, que na traducao de Campanus sio

latinas, enquanto na obra de Jordanus sdo greco-ardbicas. A trisec¢do € essencialmente como se segue.

Figura 2: O problema da trisec¢do do dngulo.

Considere o angulo AOB, a ser trissectado, colocado com o vértice no centro de um circulo de
raio qualquer OA = OB De O trace um raio OC' 1. OB, e por A passe uma reta AE'D de tal modo
que DE = AQ. Finalmente, por O trace a reta O F paralela a AED. Entdo o dngulo FOB € um teco

do angulo AO B, como queriamos.

6 Cinematica Medieval e a Latitude das Formas

Durante a Idade Média, os mateméticos comegaram a desenvolver estudos sobre 0 movimento e
suas variagdes, preparando o caminho para as descobertas de Galileu e Newton. A Escola de Oxford e
os chamados "Calculatores"desempenharam um papel fundamental no avango desses conceitos. Os

trabalhos mais relevantes feitos nesse periodo foram:
* O estudo de conceitos como velocidade e aceleracao.
* Desenvolvimento de métodos mateméticos para descrever variagdes de grandezas fisicas.

* Pesquisas que contribuiram para o entendimento da mecénica e influenciaram o pensamento

cientifico renascentista.

165 Anais da XIIT Mostra IC



XIV Mostra de Iniciacdo Cientifica PET Matematica Uberlandia

¢ Desenvolvimento do conceito de Latitude das Formas no século XIV.
* Estudo da variagc@o continua de grandezas, como velocidade e densidade.

* Representagdes graficas das mudancas dessas grandezas ao longo do tempo.

Os avangos desse periodo tiveram impacto duradouro na matematica e na fisica, influenciando

diretamente os estudos de movimento que culminariam nas leis da mecanica cldssica.

7 Oresme e as séries infinitas

No século X1V os matemdticos apresentaram grande interesse pelas séries infinitas, apesar de
faltar-lhes técnicas algébricas e geométricas para um bom desenvolvimento tedrico e da anélise destas
séries. Dentre os mateméticos que estudaram o assunto nesse periodo, destaca-se Nicole Oresme (c.
1320-1382), considerado um dos pensadores mais importantes da Idade Média. Segundo [2], Oresme
contribuiu para o melhor entendimento das séries infinitas, chegando a apresentar uma demonstragao

de que a série harmdnica € divergente, cuja a ideia se assemelha com a que veremos a seguir.

Definicao 7.1. Chamamos de série harmonica a série

=1
SH = —.
20
Teorema 7.2. A série harmonica diverge.

Prova:

Vejamos que

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
SH=) —=l4-+z+-+-+-F-+=+-+—--
; n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vamos mostrar que uma série .S menor do que a série harmonica diverge, o que implica portanto,
que SH diverge.
Definiremos a série .S substituindo os termos da série harmodnica da seguinte forma: se % > %
com ¢ sendo o fnfimo do conjunto A, = {j € N|= > -} e n sendo um nimero natural maior que 2,

entao substituimos % na série por 2i Temos entdo que:

S = 1+5+i+i+sts+s+ts+s-
1 1
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Podemos entao reescrever .S como

S = 1+X75

Claramente S < SH, pois da maneira que construimos a sequéncia S, sempre que uma troca é
feita, estamos trocando um termo da SH por um termo menor na soma. Como »_{°  é uma série
constante, segue que » ., % — 00,logo S =1+>7 % — oo. Portanto, como S divergee S < SH,

pelo teste da comparagdo, temos que a série harmonica diverge.

8 Levi ben Gerson e a Trigonometria

Levi ben Gerson (1288-1344), também conhecido como Gersonides, foi um matematico e astro-
nomo medieval que fez importantes contribui¢cdes para a trigonometria e a astronomia. Suas principais

realizacoes incluem:

* Desenvolvimento de tabelas trigonométricas precisas baseadas na func¢ao seno, facilitando

célculos astrondmicos.
* Uso de métodos trigonométricos para resolver problemas geométricos e astrondmicos.

* Construcao do bastdo de Jacob, um instrumento inovador utilizado para medir angulos celestes,

auxiliando na navegacao e na observagao astrondmica.

* Influéncia sobre matemaéticos posteriores, ajudando a consolidar a trigonometria como ferramenta

essencial para a astronomia e a cartografia.

9 Consideracoes finais

O Ocidente Latino se beneficiou da intera¢do com o mundo islamico e bizantino para recuperar
e expandir o conhecimento matemético. O século XII foi crucial para a disseminacdo de textos
matemadticos, permitindo o avango da dlgebra, trigonometria e aritmética. Matematicos como Fibonacci,
Jordanus Nemorarius e Levi ben Gerson desempenharam papéis fundamentais na constru¢ao do

conhecimento que influenciaria a ciéncia renascentista e a Revolugdo Cientifica.
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Resumo

A geometria no plano pode ser abordada com niimeros complexos devido a
sua natureza, pois a representacdo geométrica destes nimeros € constuida
de forma semelhante a um plano cartesiano, sendo este menos pratico para
se fazer operacdes se comparado aos nimeros complexos. Apresentare-
mos um teorema da drea da trigonometria, o Teorema de Napoledo, e a
sua demonstragcdo usando a geometria complexa, introduzindo defini¢des e
resultados importantes para chegarmos a demonstragcdo desejada. Os resulta-
dos mostram que os nimeros complexos podem ser usados para comprovar
resultados geométricos no R2, logo, se vé favordvel o uso destes nimeros
para uma abordagem mais pratica e algebricamente mais facil ao se trabalhar
com a geometria plana.
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1 Introducao

Dentro da matemética, diversos problemas e situacdes podem ser trabalhados no R?, desde a
trigonometria e a geometria em geral até o grafico de fun¢des. Em casos onde a efetuacio de calculos é
necessdria, o uso de coordenadas para tal propdsito pode ficar bem complicado de ser manejado, entdo
este trabalho traz uma demonstra¢do do Teorema de Napoledao usando nimeros complexos como forma
de incentivar o uso destes niimeros para a resoluc¢do de problemas trabalhados no plano. O conjunto
dos nimeros complexos, C, é construido da seguinte forma: seus elementos s30 os mesmos do R? e
sejam 2, e z, elementos quaisquer de R?, onde z; = (x1,11) € 22 = (22, ys). Definimos as operagdes

de adi¢cdo e multiplicagc@o da seguinte forma:
21+ 20 = (w1, 91) + (22, 42) = (01 + 22,91 +32) € R?

2120 = (w1,y1) - (T2, y2) = (¥122 — Y1Ya, T1Y2 + Tayy) € R

Entdo, C é o R? munido das operacdes de adi¢do e multiplicacio que acabamos de definir, onde
seus elementos sdo chamados de nimeros complexos.

Considerando o conjunto R x 0 com as operagdes de C, a funcio
fiR = RxA{0}, f(z) = (z,0)

é bijetiva e também temos que (z,0) + (y,0) = (z + y,0) e (z,0) - (y,0) = (zy, 0).
Entdo, devido a bijecdo mencionada, temos que cada par (x,0) € R? pode ser associado a um
tinico nimero real, sendo ele, x, e vice-versa. Definindo ¢ como o ndimero associado a (0, 1), temos

que

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (y,0) - (0, 1)
=z +yi=(2,0)+(0,1) (y,0) =z + iy.

Entdo, temos que qualquer nimero complexo z dado por um par (z,y) pode ser unicamente
representado na forma x + i, onde x e y sdo nimeros reais e 2 = —1. Esta forma de representar um
nimero complexo z é chamada de representacao algébrica de z. Também ha a representacao polar de
um ndmero complexo que € dada em fun¢do de seu médulo e o angulo feito pelo segmento de reta
que comeca na origem e termina no ponto de sua coordenada correspondente no R? com o eixo z.
Com estas representacdes de pontos do plano, é mais pratica a efetuacdo de cdlculos necessarios para a
resolugiio de problemas no R? e o incentivo que este trabalho traz é o uso de nimeros complexos para
se trabalhar com estas questdes no plano, trazendo uma facilidade em relacao a representacao usual
de pontos no R? e uma diversidade de resultados que emergem dos niimeros complexos para uma
abrangécia maior de formas de se resolverem tais problemas. As defini¢cdes e resultados que aparecem

no decorrer deste trabalho podem ser vistas em [ 1].
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2 Metodologia

2.1 Teorema de Napoleao

Este trabalho tem como um dos objetivos demonstrar o Teorema de Napoledo, que diz:
Seja ABC um triangulo positivamente orientado. A partir de cada lado deste tridngulo sio cons-
truidos tridngulos equilateros positivamente orientados, AC' B, BA'C' e C' B’ A. Entdo, os centroides

destes tridngulos sdo vértices de um triangulo equilatero.

i

Figura 1: Teorema de Napoledo.

2.2 Forma trigonométrica, rotacao de um ponto

Para se demonstrar o Teorema de Napoledo, usaremos resultados sobre rotagdo de um ponto no
plano utilizando nimeros complexos. Para isso precisamos dos conceitos que serdo explicados a
seguir. Consideremos O como a origem do plano cartesiano A imagem geométrica de um nimero
complexo 2z = x + yi, que chamaremos de M, é o ponto (x,y) € R% Definimos o médulo de um
nimero complexo z = x + yi, chamado de r, como sendo r = |z| = y/22 4+ y%. Geometricamente,
este valor representa a distincia da imagem geométrica de z até a origem do plano cartesiano, ou seja,

) —
o comprimento do vetor O M.

Seja 6 o menor angulo orientado no sentido anti-horario entre o eixo = e vetor 57\? , este angulo é
chamado argumento polar do nimero z e é representado por arg(z).

O par (r, ) é chamado coordenada polar do ponto M.

Além do mais, temos que a funcao
h:R x R\{(0,0)} — (0,00) x [0,27), h((z,y)) = (r,0)

¢ bijetiva, o que garante que cada nimero complexo estd unicamente associado a coordenada polar de
sua imagem geométrica. Logo ndo ha dois nimeros complexos distintos com o mesmo mddulo e o

mesmo argumento.
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Para cada ponto M ha uma unica intersecdo P da semirreta OM com o circulo unitdrio centrado

na origem. O ponto PP tem o mesmo argumento polar 6.

Figura 2: Circulo unitario e pontos M e P em um plano

Usando as defini¢des de seno e cosseno, temos que

r=r-cosbey=r-senb

Entdo, para cada nimero z = z + yi, podemos escrever o que ¢ chamado a sua representacio polar
da seguinte maneira:

z=r(cos 0 +1isen?),

onde r € [0,00) e § € [0, 27) sdo as coordenadas polares da imagem geométrica de z.

Esta forma se chama representacdo polar ou forma trigonométrica do nimero complexo.
Com a representacdo polar ja introduzida, podemos ver a rotacio de um ponto qualquer no R?
de um angulo dado em torno de um outro ponto. Para isto, definimos o seguinte nimero complexo,

levando em considera¢do o angulo «:

e = cos(a) +i- sen(a)

Seja z = z + yi um nimero complexo qualquer e M a sua imagem geométrica. Temos que o
produto z - € = r(cos(f + a) + isen(f + «)), onde |ze| = r e arg(ze) = arg(z) + «. Logo o produto
z - € tem como imagem geométrica o ponto cuja distancia dele até a origem tem o mesmo valor que o
modulo de 2 e tém argumento polar igual a 8 + «, o que corresponde a rotagdo de M de um angulo «
em torno da origem.

Com este resultado, podemos afirmar o seguinte: Suponha que o ponto C € a rotacdo de B de um

angulo o em torno do ponto A.
Proposicao 2.1. Se a, b, c sao as coordenadas dos pontos A, B, C, respectivamente, entdo

c=a+ (b—a)e, onde € = cos(a) + isen(a).
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Demonstracdo. A transla¢do do vetor —a mapeia os pontos A, B, C' nos pontos O, B’, C’, com as
coordenadas complexas O, b — a, ¢ — a, respectivamente. O ponto C’ é a imagem de B’ sobre a rotagdo

do angulo « em torno da origem, entdo ¢ — a = (b — a)e, ou seja, ¢ = a + (b — a)e. |

Também precisaremos da definicao de triangulo orientado, tanto positivamente quanto negativa-

mente, que se dd como se segue:

Definicao 2.2. Um tridngulo é orientado se a ordem de seus vértices é especificada. Ele é orientado
positivamente se seus vértices sdo orientados no sentido anti-hordrio. Se ndo, dizemos que ele é
orientado negativamente.

Consideremos dois pontos distintos M,(z1) e Ms(z2) que ndo sejam a origem de um plano
complexo. O angulo MTOTJQ é orientado se os pontos M, e M estdo ordenados no sentido anti-

hordrio.
Agora, com essas definicdes, temos o seguinte resultado sobre tridngulos equilateros:

Proposicao 2.3. Sejam z1, z3, 23 as coordenadas dos vértices Ay, As, Az de um tridngulo orientado
positivamente. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

a) Ay As As é um tridngulo equildtero;

b) z3 — 21 = (22 — 21), onde € = cosg + isen’;

5 . 5.
3 +zsen3,
21
3

c) zo — 21 = &(23 — 21), onde € = cos

d) 2 +c29 + %23 =0, onde € = cos%r +isen

Demonstracdo. A1 A;As € um tridngulo equilétero e positivamente orientado se e, somente se Az é

obtido da rotagdo de A; em um angulo de % em torno de A, ou seja,

T . w
23 =21+ (cos§ +i seng)(zg — 21),

entdo a) < b). A rotacdo em um angulo de %’r radianos em torno de A; leva A3 em A,. Analogamente
ao caso anterior podemos ver que a) < ¢).

Para provar que b) < d), veja que b) é equivalente a

1 3 1 3 1 3
23221+(—+i\/—_)(22—21): __Z£ Zl+ —_/Li 2.

2 2 2 2 2 2

Entao,

1 3 1 3
21+822+€223_21+<—§+i§)22+ (———’i\/—_)z;),_

. I Y () I ey
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1 V3 1
:Zl+(_§+27)22_Z1+<2_iﬁ)Z2:O’

2

ou seja b) < d). |
E, agora, podemos demonstrar o Teorema de Napoledo:

Demonstragcdo. Sejam a, b, ¢ as coordenadas dos pontos A, B, C, respectivamente. Usando a proposi-

¢ao anterior, nds temos que
a+cde+be?=0,b+dec+ce?=0,c+be+as?=0,

onde a', V', ¢ sdo as coordenadas dos pontos A’, B’, C’, respectivamente.
Os centroides dos tridngulos A’ BC, AB'C; ABC’ t¢ém coordenadas

1 1 1
a":g(a/—l—b—i—c),b”:g(a—l—b/—l—c),c”:g(aij—i—c/),

respectivamente. NGs temos que checar se ¢ + a”¢ + 0"? = 0. De fato,
3("+a"e+b0"e%) =(a+b+ )+ (d +b+c)e+ (a+ b +c)e

= (b+de+c®) + (c+be+ac?)e+ (a+de+be%) e =0.

3 Consideracoes finais

O trabalho desenvolvida na Iniciacio Cientifica tem como objetivo trazer a luz novos métodos de
resolucdes usando nimeros complexos, principalmente problemas da geometria plana, cujas solucoes
resolvidas por meio de coordenadas se tornam mais dificeis de serem trabalhadas em compara¢do com
a ideia trazida por meio deste trabalho, onde podemos resolver algebricamente essas questdes. E os

estudos em desenvolvimento t€ém como finalidade o aprofundamento no tema.
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Resumo

Palavras-chave Os trés famosos problemas da Grécia Antiga sdo desafios mateméaticos

cldssicos que intrigaram os gregos e matematicos por séculos. Eles foram

propostos na forma de construgdes geométricas utilizando apenas régua niao

Duplicagao do cubo. graduada e compasso. Os problemas sio a duplicacdo do cubo, a trisseccio

giﬁjifddgoa:j:i?o do angulo e a quadratura do circulo. Apesar de serem insoltiveis nas condi-
¢Oes impostas pelos gregos, esses problemas levaram ao aperfeicoamento e
ao desenvolvimento de novas dreas da matematica. Aqui falaremos sobre
esses problemas e explicaremos por que sdo insoldveis.
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1 Introducao

A matemadtica grega antiga, ber¢co de muitos dos conceitos e fundamentos que utilizamos até hoje,
nos legou um conjunto de desafios que se tornaram verdadeiros marcos na historia da disciplina. Os
chamados "trés problemas classicos” - a duplicagcdo do cubo, a trissec¢ao do angulo e a quadratura
do circulo - transcenderam o tempo, mantendo-se como enigmas a serem decifrados por geracoes de
matematicos, [1].

Esses problemas, aparentemente simples em sua formulacgao, revelaram-se extraordinariamente
complexos, desafiando a capacidade de resolucdo dos maiores intelectuais da época. A busca por suas
solucdes impulsionou o desenvolvimento de novas dreas da matemdtica, como a dlgebra e a geometria,
e culminou na prova de sua impossibilidade de resolucdo utilizando apenas régua e compasso, as
ferramentas tradicionais da geometria grega, [2].

Apesar dos inimeros esforcos, foi apenas no século XIX que se provou matematicamente a
impossibilidade dessas construcdes dentro das regras estabelecidas, [3]. No entanto, a busca por
solucdes contribuiu significativamente para o avango de diversas dreas da matemdtica, como a teoria
dos numeros e a dlgebra abstrata.

Aqui, exploraremos a fundo cada um desses problemas, desvendando seus mistérios, analisando

suas implicacdes e celebrando o legado de desafio e aprendizado que eles representam.

2 A Natureza dos Problemas e Sua Impossibilidade

Para solucionar questdes de geometria, os gregos antigos seguiam certas regras, nas quais so era
permitido usar régua e compasso.

1. Ferramentas permitidas:

Régua ndo graduada: Serve apenas para tracar linhas retas entre dois pontos, sem medir distancias.

Compasso: Permite tragar circulos e transferir distancias, mas sem medi-las explicitamente.

2. Operacoes permitidas:

Tracar uma reta entre dois pontos dados.

Desenhar um circulo com centro em um ponto e raio até outro ponto.

Determinar pontos de interse¢do entre retas e circulos.

Transferir distdncias com o compasso (marcar um segmento em outra posi¢ao).

3. Construcoes Fundamentais:

Com essas ferramentas, € possivel realizar diversas constru¢gdes, como:

* Mediatriz de um segmento:
A mediatriz é uma reta perpendicular a um segmento, que o divide ao meio.

Para construi-la, tracam-se duas circunferéncias com o mesmo raio centrados nas extremidades

do segmento.
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A mediatriz € a reta que passa pelos pontos de intersecdo das circunferéncias.

Bissetriz de um angulo:
A bissetriz é uma reta que divide um angulo em duas partes iguais.
Para construi-la, traca-se uma circunferéncia centrada no vértice do angulo.

Em seguida, tracam-se duas circunferéncias com o mesmo raio centrados nos pontos de intersecao

da primeira circunferéncia com os lados do angulo.

A bissetriz € a reta que passa pelo vértice do angulo e pelo ponto de interse¢do das duas ultimas
circunferéncias.

Retas paralelas:

Para construir retas paralelas, pode-se utilizar a constru¢do da mediatriz e da bissetriz, ou

construir angulos correspondentes congruentes.

Analogamente também podemos obter:

Triangulos:

E possivel construir tridngulos de diversos tipos, como equilateros, isdsceles e escalenos, utili-
zando as medidas dos lados ou dos angulos.

Quadrados e outros poligonos regulares:

Com régua e compasso, € possivel construir diversos poligonos regulares, como quadrados,
hexdgonos e octégonos.

Circunferéncias tangentes:

E possivel construir circunferéncias tangentes entre si, ou tangentes a retas dadas.

Os trés problemas envolvem construcoes geométricas que, a primeira vista, parecem
plausiveis, mas que exigem operacoes matematicas impossiveis de serem realizadas apenas

com régua e compasso.

Quadratura do Circulo: O desafio consiste em construir um quadrado com a mesma drea de um
circulo dado. No entanto, essa constru¢do requer a extracao da raiz quadrada de 7, tornando a

tarefa impossivel.

Duplica¢do do Cubo: O problema envolve a constru¢ao de um cubo com o dobro do volume de
um cubo dado. Isso implica encontrar a raiz cibica de 2, uma operacdo impossivel dentro das

regras da geometria cléssica.

Trissecgdo do Angulo: O problema consiste em dividir um angulo qualquer em trés partes iguais.

Embora seja possivel para alguns angulos especificos, ndo ha um método geral que funcione
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para todos os angulos usando apenas régua e compasso, pois isso requer a solu¢cdo de equagdes

cubicas.

3 Os Trés Problemas Classicos da Grécia Antiga

Um Legado de Mistério e Desafio:

3.1 Quadratura do Circulo

Hipdcrates de Quio, matematico da Grécia Antiga que viveu no século V a.C., é conhecido por suas
contribuicdes a geometria, em particular por seu trabalho na quadratura de linulas e suas tentativas de
resolver o problema da quadratura do circulo.

Dizem que Anaxdgoras de Clazdmenas conseguiu resolver o problema enquanto estava preso,
porém como ele ndo deixou registros dos seus célculos, ndo sabemos como ele calculou, nem se ele

realmente fez com apenas régua e compasso.

Figura 1: Quadratura do Circulo
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Suponha que temos um circulo de raio r. A area desse circulo € dada por:
A =qrt.

Para encontrar um quadrado de mesma 4rea, seu lado s deve satisfazer a equacao:

Logo, o lado do quadrado seria:

s =r/T.

O problema esté no fato de que m € um nimero transcendental, ou seja, ndo pode ser obtido por
operacdes algébricas finitas. Como consequéncia, a constru¢cdo do quadrado equivalente € impossivel

utilizando apenas régua e compasso.

3.2 Duplicacao do Cubo

Segundo a lenda, a cidade de Delos foi atingida por uma terrivel peste. Desesperados, os habitantes
consultaram o famoso ordculo de Apolo na ilha de Delos. O oraculo revelou que a peste cessaria se
eles dobrassem o tamanho do altar cibico de Apolo.

Os habitantes de Delos, acreditando que o ordculo pedia um altar com o dobro do volume,
construiram um novo altar com o dobro das dimensdes lineares do original. No entanto, dobrar as
dimensdes de um cubo ndo dobra seu volume, mas o multiplica por oito (2 x 2 x 2 = 8).

Arquitas de Tarento, um filésofo, matematico, estadista e estrategista militar grego que viveu no
século IV a.C., € conhecido por ter oferecido uma solu¢do engenhosa para o problema da duplicacao
do cubo.

A ideia de Arquitas era encontrar um ponto no espago que satisfizesse simultaneamente as condi¢des
impostas pelas trés superficies: o cilindro, o cone e o toro. Esse ponto permitiria construir a aresta do

cubo duplicado.

Figura 2: Curva de Arquitas
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Se tivermos um cubo de aresta a, seu volume é dado por:
V =da>.

Duplicar esse volume significa encontrar um novo cubo com volume 2V'. Seja x a aresta do novo cubo,

entao:

Portanto, x deve ser:

No entanto, a raiz cubica de 2 ndo pode ser construida apenas com régua e compasso, pois envolve

solugcdes de equacdes cubicas, impossiveis dentro da geometria cldssica grega.

Figura 3: Duplica¢dao do Cubo

3.3 Trisseccao do Angulo

Hipias de Elis, um sofista e matematico grego do século V a.C., € conhecido por sua invengao da
quadratriz.

Imagine um quadrado ABCD. Um segmento de reta gira uniformemente em torno do ponto A,
comegando na posi¢do AB e terminando na posi¢do AD. Ao mesmo tempo, outro segmento de reta se
move uniformemente de BC para AD, sempre perpendicular a AD. A quadratriz € a curva tracada pelo

ponto de intersecdo desses dois segmentos em movimento.

D [o}

Figura 4: A Quadratriz de Hipias
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Considere um angulo de 60°. O objetivo € dividi-lo em trés angulos de 20° cada, utilizando apenas

régua e compasso. No entanto, a constru¢ido de um angulo de 20° a partir de uma divisdo exata requer
a solugdo da equacao cubica:

Sabemos que:
1
cos60° = =
Usando a férmula do cosseno do angulo triplo:
cos 3z = 4cos® x — 3cos z.

Substituindo £=20°, temos:

cos 60° = 4 cos® 20° — 3 cos 20°.

Substituindo cos 600:%, obtemos a equacdo cubica:

1
4a® — 3w = .
T X 9

Ou seja,
43 —3x — = = 0.

onde x=cos 20°.

Figura 5: Trissec¢do do Angulo
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Essa equacdo ciibica ndo pode ser resolvida apenas com operacdes geométricas permitidas pelos

gregos, tornando a trisseccdo impossivel para angulos arbitrarios.

4 Consideracoes finais

Estes fatos demonstram como os trés problemas envolvem conceitos avangados que vao além
das possibilidades da matematica da época, exigindo ferramentas algébricas e tedricas que s6 foram

desenvolvidas séculos depois.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar e explicar uma compreensdo sobre a
metodologia revisdo sistematica da literatura como possibilidade de pesquisa,
em especial na &rea de Educacdo Matematica e, para isso, discutimos alguns
Palavras-chave fundamentos tedricos sobre tal metodologia. Essa metodologia foi adotada na
pesquisa do trabalho de concluséo de curso do primeiro autor, a fim de estudar
Educagdo Matemtica, como um conceito daN psicologia _é _abordado nas pesqyis_as em Educ_:agéo
Metodologia de pesquisa. Matematlca_. A expansdo dg produtividade académica esta dlr.etame.nt.e Iilgada
Revisio Sistematica da literatura. as oportunidades proporcionadas pelo uso das tecnologias digitais na
producdo e disseminacéo do conhecimento cientifico. Diante desse cenario, a
selecdo criteriosa de trabalhos para pesquisa torna-se mais complexa a medida
que o volume de registros aumenta, aspecto importante a ser considerado por
pesquisadores, especialmente os iniciantes. Ao longo deste trabalho,
buscamos ndo apenas apresentar essa abordagem metodologica, mas também
destacar sua relevancia para a organizagdo e sintese do conhecimento na area.
A partir da discussao de referenciais tedricos, evidenciamos que uma revisao
sistematica bem conduzida requer critérios rigorosos e etapas bem definidas,
permitindo maior confiabilidade e credibilidade aos resultados obtidos.
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1 Introducéao

O crescimento exponencial das publicacbes nas Ciéncias da Educacdo na era digital
intensifica o debate sobre a validade, credibilidade e confiabilidade dos resultados e analises em
revises de literatura. A expansdo da produtividade académica esta diretamente ligada as
oportunidades proporcionadas pelo uso das tecnologias digitais na producédo e disseminacdo do
conhecimento cientifico. Diante desse cenario, a selecdo criteriosa de trabalhos para pesquisa torna-
se mais complexa a medida que o volume de registros aumenta. Além disso, surge o desafio de
estabelecer pardmetros para definir o que pode ser considerado cientificamente relevante e adequado

ao escopo de uma revisao de literatura (Ramos; Faria; Faria, 2014).

No que se refere a relevancia das revisfes de literatura, conforme apontado por Galvéo e
Ricarte (2019), h& diversos motivos que justificam sua ampla realizagdo e busca pela comunidade
académica. Entre eles, destacam-se: (1) a prevencdo da duplicagéo de pesquisas; (2) a identificacdo
de falhas em estudos anteriores; (3) a possibilidade de familiarizagdo com métodos e técnicas
apropriados para investigacdes com caracteristicas especificas; (4) a deteccao de lacunas de pesquisa
e potenciais contribui¢bes futuras para a area; (5) a formulacdo de novos problemas, hipdteses e
metodologias inovadoras; e (6) a otimizacdo dos recursos das instituicdes que financiam a pesquisa

cientifica.

O objetivo deste trabalho € apresentar e explicar uma compreensdo sobre a metodologia
revisdo sistematica da literatura como possibilidade de pesquisa, em especial na area de Educacao
Matematica e, para isso, discutimos alguns fundamentos tedricos sobre tal metodologia. Essa
metodologia foi adotada na pesquisa do trabalho de conclusdo de curso do primeiro autor, a fim de
estudar como um conceito da psicologia é abordado nas pesquisas em Educacao Matematica (Silveira;
Marco, 2025).

2 Desenvolvimento

Sobre o protocolo do modelo de pesquisa, Ramos, Faria e Faria (2014) propdem os seguintes
topicos: objetivos, equacbes de pesquisa pela definicdo dos operadores booleanos, ambito, critérios
de inclusao, critérios de exclusdo, critérios de validade metodolégica, resultados, tratamento de dados.
Os autores refor¢cam que todas as etapas da pesquisa sejam registradas por dois motivos: para que ela

possa ser reaplicada por outro investigador e para que seja possivel verificar que o processo a seguir
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segue e respeita 0 plano descrito em todos seus aspectos, estabelecidos anteriormente. Além disso,
sobre o tratamento de dados, reforcam a importancia dessa etapa para filtrar, analisar e descrever

criticamente os resultados de cada producdo selecionada.

De forma resumida, Galvao e Ricarte (2019, p. 3) definem a revisdo sistematica de literatura
como “[...] uma pesquisa cientifica composta por seus proprios objetivos, problemas de pesquisa,
metodologia, resultados e conclusdo, ndo se constituindo apenas como mera introducdo de uma
pesquisa maior, como pode ser o caso de uma revisdo de literatura de conveniéncia”. Assim, a
principal caracteristica de uma revisdo sistematica € empregar uma metodologia rigorosa e
transparente, para que a literatura encontrada seja minimamente enviesada. Ou seja, no processo, as
publicagdes cientificas sobre o tema em questdo sdo exaustivamente selecionadas (Ramos; Faria;
Faria, 2014).

Siddaway, Wood e Hedges (2019) classificam as revisGes sistematicas de literatura em trés
grupos: meta-andlises, revisGes narrativas e meta-sinteses. Quando o revisor aborda os trabalhos
selecionados quantitativamente, de forma a reunir estudos com resultados semelhantes ou que
possuem o0 mesmo desenho de pesquisa e que testaram a mesma hipotese, entdo ele faz uso da meta-
andlise. J& as revisdes narrativas sintetizam os resultados de estudos quantitativos que possuem
diferentes metodologias e/ou fundamentacGes tedricas. Estas podem fornecer uma descrigéo historica
do desenvolvimento da pesquisa sobre um tema. A meta-sintese, também denominada meta-
etnografia, é apropriada quando se deseja integrar a pesquisa qualitativa e seu objetivo é sintetizar

pesquisas qualitativas sobre um tépico especifico (Barbosa, 2018).

Além dos trés tipos de revisao sistematica propostos por Siddaway, Wood e Hedges (2019),
muitos pesquisadores t€m utilizado a revisdo de cardter misto, que “identifica, seleciona, avalia e
sintetiza simultaneamente estudos qualitativos, estudos quantitativos e estudos mistos” (Galvao;
Ricarte, 2019, p. 4). Galvéo, Pluye e Ricarte (2017) sintetizam quatro tipos de revisdes mistas: revisdo
mista de convergéncia quantitativa, revisdéo mista de convergéncia qualitativa, revisdo mista

sequencial exploratdria e revisdo mista sequencial explanatoria.

A revisao mista de convergéncia quantitativa é aquela que transforma os resultados dos
estudos qualitativos, quantitativos e de estudos empregando métodos mistos em achados
quantitativos (sejam variaveis ou valores). Esse tipo de revisao é aplicavel quando os estudos
selecionados mencionam grande numero de participantes.

A revisdo mista de convergéncia qualitativa é aquela que transforma os resultados dos
estudos qualitativos, estudos quantitativos e de estudos empregando métodos mistos em
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achados qualitativos (por exemplo, em temas). Esse tipo de revisdo € aplicavel quando os
estudos analisados possuem amostras pequenas e estdo voltados para desenvolver, refinar e
revisar um quadro conceitual, por exemplo.

A revisdo mista sequencial explorat6ria é composta por duas etapas. Na etapa 1, 0s
resultados dos estudos qualitativos, quantitativos e dos estudos empregando métodos mistos
sdo transformados em achados qualitativos usando, por exemplo, a analise tematica. Na etapa
2, os resultados quantitativos sdo tabulados e comparados, desde que haja uma entidade
comum entre 0s estudos quantitativos.

A revisdo mista sequencial explanatdria é empregada nos casos em que se quer medir 0s
efeitos de aces, intervengdes ou programas (etapa 1) e explicar diferencas em seus efeitos
(etapa 2). Nessa modalidade de reviséo, a integracdo ocorre entre as etapas quantitativa e
qualitativa, na medida em que a sintese quantitativa (etapa 1) fornece subsidios para a sintese
qualitativa (etapa 2), e na interpretacdo dos achados das duas etapas (Galvdo; Ricarte, 2019,
p. 4-5, grifo nosso).

Por fim, Galvéo e Ricarte (2019, p. 12) sugerem que as revisdes sistematicas sejam elaboradas

por, pelo menos, trés pesquisadores. “Dois deles aplicardo os critérios que foram estabelecidos no

inicio da revisdo. Um terceiro pesquisador sera o arbitro caso haja uma seleg¢ao discrepante”.

Para Donato e Donato (2019, p. 1-2), existem alguns critérios essenciais para que uma revisao
de literatura seja considerada sistematica: (1) deve ser exaustiva; (2) deve ter uma metodologia
rigorosa; (3) deve tentar encontrar todos os artigos relevantes sobre o topico; (4) pelo menos duas
pessoas devem estar envolvidas, especialmente para triagem de artigos. Nesse sentido, as autoras
também elencam etapas desse processo:

Formular uma questéo de investigacao;

Produzir um protocolo de investigagéo e efetuar seu registro;
Definir critérios de inclusdo e excluséo;

Desenvolver uma estratégia de pesquisa e pesquisar a literatura;
Selecdo dos estudos;

Avaliacéo da qualidade dos estudos;

Extracdo dos dados;

Sintese dos dados e avaliacdo da qualidade da evidéncia;
Disseminacdo dos resultados — publicacéo.

oSN~ E

Em concordancia com as concep¢des apresentadas, para Khan et al. (2003), para que uma
revisao de literatura se torne sistematica ela precisa partir de uma pergunta bem formulada, obter
estudos relevantes, avaliar sua qualidade e sintetizar os resultados a partir de uma metodologia
explicita, ou seja, detalhadamente descrita. Em suma, é necessario que seja feita de tal forma que seja
possivel que outro pesquisador reaplique a revisao em outro conjunto de dados (Donato; Donato,
2019).
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Diante do exposto, é necessario discutir a revisao sistematica no contexto da pesquisa em
Educacdo Matematica. Nesse sentido, Mendes e Pereira (2020), consideram que a diferenca entre
estado da arte, estado do conhecimento e revisdo sistematica de literatura pode surgir em relagcdo ao
alcance de materiais encontrados no estado da arte e na forma de pesquisar no estado do
conhecimento. Por isso, “[...] € perfeitamente possivel que haja um estado da arte que utilizou
pressupostos da revisdo sistematica da literatura para buscar os trabalhos” (Mendes; Pereira, 2020, p.
202). Sobre os critérios de elegibilidade, os quais servirdo para a inclusao ou exclusdo de trabalhos
do conjunto de dados obtidos, eles devem ser definidos considerando-se a pergunta de pesquisa e

“[...] cada um dos critérios adotados deve ser justificado” (Mendes; Pereira, 2020, p. 203).

Para Mendes e Pereira (2020, p. 209),

[...] arevisdo sistematica consiste em sistematizar aspectos de interesse contidos na literatura
tomada como referéncia, de modo a seguir uma organizacdo e um processo de selecdo que
evidencie o que foi feito para, posteriormente, ter possibilidade de apontar rumos de
investigacdes.
Mendes e Pereira (2020) propfe uma série de etapas para 0s procedimentos de uma revisdo
sistematica em Educagdo Matematica: “I — Objetivo e pergunta; 11 — Busca dos trabalhos; 111 — Selecao

dos estudos; IV — Anélise das producgdes; V — Apresentacdo da revisdo sistematica” (p. 210-225).

Em sintese, a revisdo sistematica de literatura € um processo de pesquisa pelo qual o
pesquisador pode mapear, analisar e sintetizar criticamente a producdo académica existente,
garantindo um panorama abrangente e fundamentado sobre determinado tema. Esse tipo de reviséo
permite identificar lacunas no conhecimento, tendéncias emergentes e abordagens metodoldgicas
predominantes, fornecendo subsidios para futuras investigacdes. Em outras palavras, € um processo
de pesquisa que pode desencadear diferentes investigacdes, hipdteses, abordagens e objetivos de
novas pesquisas, ja que busca sintetizar e analisar, com critérios rigorosos, a literatura ja publicada

sobre um determinado tema.

3 Consideracoes finais

A revisdo sistematica de literatura se apresenta como uma importante metodologia de pesquisa
para a Educacdo Matematica, especialmente em um contexto de crescente producdo cientifica
impulsionada pela era digital. Ao longo deste trabalho, buscamos ndo apenas apresentar essa
abordagem metodoldgica, mas também destacar sua relevancia para a organizacdo e sintese do

conhecimento na &rea. A partir da apresentacdo de referenciais teoricos, evidenciamos que uma
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revisao sistematica bem conduzida requer critérios rigorosos e etapas bem definidas, permitindo
maior confiabilidade e credibilidade aos resultados obtidos. Assim, compreender essa metodologia e
seus fundamentos ndo apenas qualifica as pesquisas, mas também contribui para o avanco do campo

ao possibilitar a identificacdo de lacunas e a proposicédo de novas investigacoes.

No caso da pesquisa do primeiro autor, a metodologia permite compreender e analisar 0 uso
de um conceito da psicologia nas pesquisas em Educacdo Matematica, a fim de entender como este
contribui para a pesquisa nessa area e identificar lacunas no embasamente tedrico que serdo

exploradas na pesquisa do autor (Silveira; Marco, 2025).
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Resumo
Palavras-chave
Uma élgebra de Lie € um espago vetorial dotado de uma operagdo que
’ satisfaz a bilinearidade, a anti-simetria e a identidade de Jacobi. Ja uma
Algebras de f‘ie- representacdo de uma dlgebra de Lie g sobre um espago vetorial V' € um
Representacges. X homomorfismo de g na dlgebra das transformacdes de V. A metodologia
Construgdes com representagdes. . - . . .

baseia-se na formulagdo rigorosa dos conceitos, seguida de exemplos para o

melhor entendimento dessas estruturas algébricas.
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1 Introducao

O presente trabalho tem como objetivo apresentar os conceitos fundamentais das dlgebras de Lie,
suas propriedades essenciais e principais exemplos, além de explorar representacdes associadas a essas
estruturas. Abordamos formalmente definicdes como subdlgebras, ideais e homomorfismos, destacando
suas caracteristicas e implicagdes tedricas. Também investigamos a representacao adjunta e outras
construgdes importantes, como o produto tensorial e as representacdes duais. A compreensao dessas
ferramentas mateméticas € essencial para o avanco do estudo de sistemas dinamicos, transformacdes

lineares e teorias fisicas modernas. A principal referéncia usada neste trabalho [1].

2 Algebras de Lie

Definicao 2.1. Uma dlgebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de um produto (colchete

ou comutador)

[l exg—0
com as seguintes propriedades:
1. ¢ bilinear,
2. anti-simétrico, isto é, [ X, X| = 0 para todo X € g (o que implica [X,Y] = —[Y, X| para todo

X,Y € geéequivalente se o corpo de escalares ndo é de caracteristica dois) e

3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y, Z € g,

[Xv [Y’ ZH + [Zv [X’ YH + D/u [Z7X]] = 0.

Esta igualdade pode ser reescrita alternativamente de uma das duas formas
- (X, [V 2] = [[X. Y], Z] + [\, [X, Z]]
- [X, Y], 2] =X, Z],Y] + [X,[Y, Z]]

Definicao 2.2. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g é um subespaco vetorial by de g que é
fechado pelo colchete, isto é, [ X, Y] € hse X,Y € b.

Definicao 2.3. Um subespago by C g é um ideal se para todo Y € b, X € g, temos que [X,Y] € b.
OBS. E claro que todo ideal é subalgebra.

Exemplo 2.4. gl(n,K): O espaco das transformacées lineares de um espago vetorial de dimensdo n
sobre um corpo K, que é o mesmo que o espago das matrizes n X n com coeficientes em K, é uma

dlgebra de Lie definindo o colchete por

[X,Y]=XY - YX,
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com X e Y matrizes. Estas dlgebras aparecerdo mais adiante com bastante frequéncia. Muitas vezes
elas serdo indicadas por gl(n) apenas, sem especificar o corpo quando este ndo for relevante. Da

mesma forma, a dlgebra das transformacdes lineares de um espaco vetorial V' serd denotada por
gl(V).

Exemplo 2.5. Subdlgebras de gl(n,K):

* s0(n,K) ={X € gl(n,K) : X + X" = 0} onde X" indica a transposta da matriz X.

O espaco das matrizes simétricas
{X €gl(n,K): X = X"}

ndo é subdlgebra se n > 2, pois se X e Y sdo simétricas, entdo | X,Y'] é anti-simétrica.

* sl(n,K) = {X € gl(n,K) : tr X = 0}. Como no caso de gl(n), muitas vezes denotaremos

estas dlgebras apenas por sl(n).

* O subespaco das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

0 *
X €gl(n,K): X =
0 0
€ uma subdlgebra.
* O subespago das matrizes triangulares superiores
aq *
X €gl(n,K): X =
0 an
€ uma subdlgebra.
Exemplo 2.6. Algebras de dimensio < 2:
1. Se dim g = 1, entdo, g é abeliana.
2. Se dim g = 2, existem duas possibilidades:
i. gé abeliana
ii. Existe uma base {X,Y} de g tal que
(X, Y]=Y
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e, a partir dat, o colchete de dois elementos quaisquer de g é dado por
[aX 4+ bY,cX +dY] = (ad — bc)[ X, Y] = (ad — be)Y.

Antes de passarmos para a proxima se¢ao, apresentamos o conceito geral de morfismos em algebras
de Lie.

Definicao 2.7. Uma transformacdo linear 1) : g — b (com g e b dlgebras de Lie) é um
* homomorfismo se | X,Y] = [ X, ¢Y];
* isomorfismo se for um homomorfismo inversivel;
* automorfismo se é um isomorfismo e g = 0.

As dlgebras g e b sdo isomorfas se existe um isomorfismo 1 : g — b.

3 Representacoes

Seja V' um espago vetorial e gl(V) a dlgebra de Lie das transformagdes lineares de V. Seja também
g uma algebra de Lie (sobre o mesmo corpo de escalares que V). Uma representacdo de g em V' € um
homomorfismo
p:g— gl(V).

Na terminologia usual, V' se denomina o espaco da representacdo enquanto que sua dimensao é a

dimensdo da representagdo. Uma representagdo p € dita fiel se ker p = {0}.

3.1 Representacido adjunta

Para um elemento X na dlgebra de Lie g, considere a transformacdo linear
ad(X):g—g
definida por
ad(X)(Y) = [X,Y].

A aplicagdo
ad: X € g+ ad(X) € gl(g)

define uma representagdo de g em g, denominada representagdo adjunta. O fato de ad ser linear provém
da bilinearidade do colchete. Ja a propriedade de homomorfismo de ad € equivalente a identidade de

Jacobi.
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De fato, a igualdade
ad([X,Y]) = ad(X)ad(Y) — ad(Y)ad(X)

¢ a mesma que
HXvY]7Z]:HX7ZLY]+[X7 [KZ]L VZe€g.

Esta expressdo é exatamente uma das formas da identidade de Jacobi apresentada na definicao de
algebras de Lie.

Exemplo 3.1. Sejam g a dlgebra ndo-abeliana bidimensional e {X,Y} uma base de g tal que
[X,Y]| =Y. Nesta base, as matrizes de ad(X) e ad(Y") sdo

ad(X)] = (g 2) ad()] = (_01 g)

3.2 Contruc¢oes com representacoes

Restricoes de representacoes. Seja p uma representacdo de g em V' e suponha que W seja um

subespaco invariante por p, isto €, VX € g, p(X)W C W. A aplicacao
pw : X € gr— p(X)w € gl(W)

define uma representacdo de g em W. A soma e a intersecao de subespagos invariantes sao também

invariantes.

Quocientes de representacoes. Seja p uma representagdo de gem V e W C V um subespaco

invariante pela representacdo. A aplicacao

pw = g — gl(V/WW)
defina por X — p(X) é uma representagdo. Aqui, p(X) : V/W +—— V/WW é a tinica transformagao
linear que comuta o diagrama
V——V

| |
VIW —— V/W

onde 7 : V. — V/W denota a proje¢do candnica. A existéncia de p(X) vem do fato de W ser

invariante.

Proposicao 3.2. Um subespagco §)y C g é invariante pela representacdo adjunta se e so se ) é um ideal

de g. Nesse caso, a imagem da representa¢do quociente é a representagdo adjunta de g/b.

Demonstracdo. Seja by C g subespago invariante pela representagdo ad : ¢ — gl(g). Entdo, para
todo Y € b, temos que ad(X)(Y) = [X,Y] € h, VX € g, mostrando que b é um ideal. A reciproca é
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andloga. A imagem da representagio quociente ady : g — gl(g/h) sdo as transformagdes ad(X) tais

que

ad(X)(Y) = adX)((Y)) = m(ad(X)(Y) = 7([X,Y]) = [X, Y] = [X, V] = ad(X)(Y), VY € g/h,

mostrando que ad(X) = ad(X), ou seja, é a representago adjunta ad : g/h — gl(g/h).
|

Veremos a seguir como construir um produto tensorial de representa¢des. Para isso, definiremos bre-

vemente o que é um produto tensorial de espagos vetoriais. Para mais detalhes sobre esse tema, veja [2].

Produto tensorial. Sejam V1, ...,V espagos vetoriais de dimensdo ng, ..., n,, respectivamente.

Chamamos o produto tensorial de V; a 'V, a todo par (Z, ¢) satisfazendo:

i. Z éum espaco vetoriale ¢ : V; x ... x V,, — Z € uma aplicacdo multi-linear, isto &, linear em

cada variavel;
il. dimZ =dimV; ---dimV,;

iii. ¢(V3 x ... xV,) gera Z, isto é, todo elemento de Z pode ser obtido como combinagcéo linear (e,

portanto, como soma) de elementos de ¢(V; x ... x V},).

Indicaremos um produto tensorial de V; a V,, por V} ® ... ® V,;; assim, ¢(vy,...,v,) serd

substituido por v; ® ... Q V.

Sejam 7; : V; — Vi, © = 1,...,n, transformagdes lineares. Indicamos por 7} ® ... ® T, o
endomorfismo de V; ® ... ® V,, definido por

N.T(n®... v, =T1(v)®...0 T,(v,).

Produto tensorial de representacoes. Sejam g uma dlgebra de Lie e p;, ¢ = 1, ..., n representa-
coes de g em V. Defina

p:g—gl(V1®...0V,)
por
HX) = p(X) @18 91 +10m(X) @01+ 41816 @ pu(X),

onde 1 representa a identidade em cada um dos espagos. Entdo, como pode ser verificado diretamente
a partir das defini¢des, p define uma representacdo de gem V; ® - - - ® V,. Este € o produto tensorial

das representagdes.
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No caso particular em que n = 2, o produto tensorial é dado por
P(X)(u®@v) =pi1(X)u®@v+u® p(X)v.

Vale a pena observar que a aplicagdo p(X) = p1(X) ® p2(X) ndo define uma representag@o, ja que
nao € linear.
Representacoes duais. Dada uma representagdo p de g em V, pode-se tomar a representagdo p*

de g no dual V* de V' dada pela férmula
P (X)(A) = =Xop(X) VAe V™.

A verificacdo de que p* definido desta forma €, de fato, uma representagado, € imediata. O sinal negativo
que aparece nessa defini¢do € necessario para que os colchetes aparegcam na ordem certa.

A representacdo ad” em g*, dual da representagdo adjunta, € denominada representacdo co-adjunta.

Exemplo 3.3. O produto tensorial de uma representacdo com a representacdo dual coincide com (ou
melhor, é equivalente a) a representacdo adjunta na dlgebra das transformacoes lineares do espaco
da representagdo. Para ver isso, tome uma representacdo p de g em V. Inicialmente, observe que o
espagco gl(V') das transformagées lineares de V é naturalmente isomorfo ao produto tensorial V& V*.

O isomorfismo é definido da seguinte forma

VeV — gl(V)
VRN — A,

onde A(w) = Nw)v,w € V, parav e Ve e V*
Tomando a representagdooc = p R 1+ 1@ p emV @ V7,

o(X)(0® ) = p(X @A —v® (Ao p(X)).

Usando o isomorfismo natural entre V@ V* e gl(V'), temos que o segundo membro da igualdade

acima é dado por

p(X)v @ Mw) —v® (Ao p(X))(w) = AMw)p(X)v — A

>~

Ou seja, o € equivalente a representagdo adjunta de g em gl(V') induzida por p.
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Resumo

Resolver equagdes diferenciais que incluem termos de forca como a funcio
delta de Dirac € essencial em muitos campos da ciéncia e da engenharia.
Esse tipo de modelagem € particularmente ttil em problemas que envolvem
forcas concentradas em pontos especificos, como cargas elétricas pontuais
ou impactos localizados. Em dreas como a interag¢do fluido-estrutura e a

Palavras-chave

Delta de Dirac. eletrostatica, a fungdo delta de Dirac permite representar fontes pontuais de
Equagdes diferenciais. forma precisa nos modelos matemadticos. No entanto, a presenca desse termo
Refinamento de malha. torna mais dificil obter solu¢des analiticas e compromete a exatidao dos

métodos numéricos, reduzindo a taxa de convergéncia das diferencas finitas.
Para mitigar esse problema, este estudo propde o uso de refinamento local
da malha, adotando um espagamento duas vezes menor na regido refinada.
Além disso, investiga-se a influéncia da aproximacao utilizada para a fungéo
delta de Dirac nos resultados obtidos.
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1 Introducao

A solucgdo de equagdes diferenciais com termos fontes do tipo delta de Dirac é de grande importancia
em diversas dreas da ciéncia e engenharia. Essas equacdes surgem naturalmente em problemas onde
fendmenos concentrados ou impulsivos precisam ser modelados, tais como forcas pontuais em sistemas
mecanicos, cargas elétricas pontuais em eletrostatica, ou impactos localizados em fluidos. Por exemplo,
no estudo de interagdes fluido-estrutura, o método da fronteira imersa utiliza o delta de Dirac para
representar forcas concentradas na interface entre o fluido e a estrutura. Outro exemplo € a modelagem
de cargas pontuais em problemas de potencial elétrico, onde o delta de Dirac descreve a distribui¢do de
carga em um ponto especifico. Apesar da relevancia pratica dessas equacoes, a obtencao de solugcdes
analiticas para problemas com termos fontes do tipo delta de Dirac é frequentemente complicada,
especialmente quando a geometria do dominio ou as condi¢des de contorno sao complexas. Diante
dessa dificuldade, métodos numéricos tornam-se uma ferramenta essencial para a obten¢ao de solucdes
aproximadas. Neste trabalho, utilizaremos o método das diferencas finitas centradas de segunda ordem
para discretizar e resolver numericamente tais problemas. No entanto, a presenca do termo fonte
do tipo delta de Dirac introduz descontinuidades na derivada da solucdo, o que impacta diretamente
a precisao do método numérico. Em particular, quando o termo fonte € modelado por uma fungdo
delta de Dirac, a taxa de convergéncia do método das diferencas finitas, que seria de segunda ordem
para problemas suaves, pode ser reduzida para primeira ordem devido as singularidades presentes na
solugdo. Essa perda de precisdo é um desafio significativo na solu¢cdo numérica desses problemas. O
objetivo deste trabalho € investigar como o refinamento local da malha pode ser utilizado para mitigar
esse problema, permitindo a reducio do erro numérico. Além disso, exploraremos como a escolha da
aproximacdo regular para o delta de Dirac influencia a qualidade da solu¢do numérica. A combinacio
de refinamento local e uma aproximac¢do adequada do delta de Dirac pode levar a resultados mais
precisos e eficientes, contribuindo para a solu¢do de problemas praticos que envolvem termos fontes

singulares.

2 Delta de Dirac: Aproximacoes Regularizadas e Aplicacoes

O Delta de Dirac §(x — «) é uma "fungdo" (ou distribui¢cdo) que modela um impulso pontual ou

uma fonte concentrada no ponto z = «. Ele € definido como:

+00, T =«

(S([L’—Oé): 0 # )
, T # o

e satisfaz a propriedade de normalizagdo:
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Ele € usado para "capturar” o valor de uma fun¢do em um ponto especifico. Por exemplo, se f(z) é

uma func¢do continua, entdo:

/ " 5@ 20) fla)de = [ (z0)

[ee]

A funcio € zero em todos os lugares, exceto em x, onde € infinitamente alta e tem drea total igual
a 1. O Delta de Dirac € util em modelagem porque permite representar fontes pontuais ou condig¢oes
de contorno concentradas de forma matematica precisa. Por exemplo, em problemas fisicos, muitas
vezes temos fontes de energia, carga, massa, etc., que estao concentradas em um Unico ponto; em
eletrostatica, uma carga pontual pode ser modelada usando o Delta de Dirac; em problemas de difusao,
uma fonte de calor concentrada em um ponto também pode ser modelada com o Delta de Dirac.

O Delta de Dirac permite tratar problemas com fontes pontuais de forma compacta e elegante, sem
precisar dividir o dominio em vdrias regioes. Sem o Delta de Dirac, seria necessario resolver equacoes
separadas para cada regido e impor condi¢oes de contorno adicionais, o que pode ser complicado.
Vejamos o seguinte exemplo que modela um problema onde a segunda derivada de u(x) é igual a um

impulso pontual em x = .

Uz = 0(z — @)

Em termos fisicos, isso pode representar, por exemplo: a deflexdo de uma viga sob uma carga
pontual aplicada em x = «; a distribuicdo de temperatura em uma barra com uma fonte de calor
pontual em = = «.

Sem o Delta de Dirac, o problema seria representado por duas equacoes diferenciais, uma para

cadaregido: r < ae x > « e resolver duas equacoes separadas:

Upge =0 para 1z # «

A busca por uma solugdo tnica ao problema depende da imposi¢do de condi¢des adicionais em
xr = «, como continuidade da fun¢o u(z) e descontinuidade na derivada u,(z). O uso do Delta de

Dirac encapsula essas condi¢oes de forma automatica e simplifica a andlise.

3 Refinamento local de malha

Em abordagens numéricas, como o método das diferencas finitas e o método dos elementos finitos,
a discretizacdo do dominio € um passo fundamental. A malha é composta por nés e elementos que
aproximam a geometria e as propriedades da solucdo. A discretizacdo de um dominio continuo € um
passo fundamental em métodos numéricos como diferengas finitas, elementos finitos e volumes finitos.
A selec@o da malha tem um impacto direto na precisdo e na eficiéncia computacional da solugdo.

Um refinamento de malha consiste em uma discretizag¢do na qual certas regides do dominio possuem
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elementos menores, aumentando a densidade de pontos de cdlculo onde a solug¢do apresenta variacdes
mais intensas. Esse refinamento pode ser aplicado de forma global (em todo o dominio) ou local

(apenas nas regides de interesse).

3.1 Consideracoes

Apesar das vantagens, o refinamento de malha também apresenta desafios, tais como aumento do
custo computacional devido ao maior nimero de pontos de cdlculo, necessidade de técnicas eficientes
de refinamento adaptativo para evitar sobrecarga desnecessaria e complexidade na implementacio de
algoritmos que garantam a continuidade e estabilidade da solucdo. Problemas fisicos frequentemente

apresentam regides onde as variagdes da solucdo sdo significativas, como:

* Bordas e interfaces entre materiais com propriedades diferentes.

* Fontes pontuais de calor, carga elétrica ou for¢as concentradas, como aquelas modeladas pelo
delta de Dirac.

* Regides com camadas limites.

Estas regides de variacdes da solu¢do possuem variacdes bruscas de velocidade ou temperatura.
Uma malha refinada aumenta a densidade de pontos de cdlculo nessas regides, permitindo capturar
melhor os fendmenos fisicos envolvidos. Os erros de truncamento em métodos de diferencas finitas sao
reduzidos, melhorando a convergéncia da solucao e a dispersdo e difusdo numérica sdo minimizadas
em simulagdes envolvendo equacdes hiperbdlicas, como aquelas da dindmica dos fluidos. Além disso,
embora uma malha refinada aumente o ndmero de pontos de cédlculo, seu uso pode ser mais eficiente
do que simplesmente aumentar a resolucio globalmente. Com estratégias adaptativas, o refinamento
ocorre apenas onde necessario, reduzindo o custo computacional sem comprometer a precisao da

solugdo.

4 Implementacao e Testes

Neste trabalho, foi realizado um estudo sobre o uso do delta de Dirac em equacdes diferenciais,

analisando os efeitos da presenga ou auséncia de refinamento local na malha. Para isso, foram testados

o(%)
h

da discretizac@o espacial, permitindo uma avaliagdo detalhada do impacto da escolha da fungdo

oito diferentes aproximagdes para o deltas de Dirac, onde , §(x) ~

, sendo h o espagamento

aproximadora na solu¢do numérica. Além disso, utilizou-se o método das diferencas finitas centradas
de segunda ordem para a discretizacdo das equacdes diferenciais, garantindo uma abordagem numérica
consistente. No entanto, para fins de apresentacao e clareza, apenas a seguinte aproximacao de delta de

Dirac que apresentou os melhores resultados serd discutido nesta se¢ao:
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1—|r|, selr| <1,
¢(r) =
0, caso contrario.

A ideia geral do Método de Diferencas Finitas € a discretizagdo do dominio e a substitui¢dao
das derivadas presentes na equacao diferencial por aproximagdes denominadas diferencas finitas. A
discretizagdo do dominio consiste na escolha de pontos do intervalo [a, b] onde se deseja aproximar a
solucdo. Podemos, por exemplo, dividir o intervalo em um nimero finito de subintervalos de tamanhos
diferentes e escolher pontos em cada um desses intervalos. No caso de considerar-se subintervalos
do mesmo tamanho e os pontos como sendo os extremos desses subintervalos, o conjunto de pontos
definidos € denominado de malha homogénea (pontos igualmente espacados). O segundo passo € a
discretizag¢do da equagdo que consiste em substituir as derivadas presentes na equacao por aproximacoes
dadas por diferencas finitas, obtidas através da expansdao em série de Taylor da fun¢do incdgnita. Segue

abaixo uma lista com algumas destas expressdes:

du; — Uipr + Uiq

— = O(h? 1

d*up i — 2+ Ui
i M 7 7 O h2 2
i’ ()2 + O @)
sendo h € o tamanho do passo, ou seja, a distancia entre dois pontos consecutivos da malha. Se o
intervalo [a, b] for dividido em N subintervalos de mesmo tamanho, entdo h = 2. i é o indice
associado a um ponto x; da malha, definido como z; = a+i-h,com:=10,1,2,... , N.i—1lei+1

referem-se aos pontos imediatamente anterior e posterior ao ponto x;.

4.1 Refinamento implementado

O refinamento foi realizado da seguinte maneira: Primeiramente, define-se uma malha inicial,
chamada malha grossa, com n,, = numero de particdes da malha grossa de tamanho constante e
respectivo espagamento h, = % Os pontos da malha grossa sdo obtidos por z,, = a+1ih,, parat =
0,1,...,mp.

Em seguida, selecione o intervalo [c, d], contido em [a, b], que represente a regifio onde se deseja
realizar o refinamento da malha e determine os indices ¢; e - tais que:

Ly,

K3

L <d<w,,,. )

C<e<wg . (3)

Lg

k3

Os valores ajustados dos extremos do subintervalo refinado sdo entdo definidos como:

Chew — xgila dnew - Igiz . (5)
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A malha € dividida em trés regioes:

* a < o < cpew - mantida com o espagamento da malha grossa, h = hy.

hy

* Cnew < & < dpey - refinada com o dobro de pontos e portanto i = hy = 5

* dpew < x > b-mantida com o espagamento da malha grossa h = h,.

* ook ok A ok ok A ok RCRXEXMCHXCHACHXK & x ok w &
-2 =1 0 1 2 3

Figura 1: Exemplo de malha refinada no intervalo [—2, 3] com refinamento em [0, 1.7] em que estrelas

representam malha grossa e X malha fina.

4.2 Formulacao dos Problemas Testados

Para validar a abordagem proposta, foram resolvidos quatro problemas distintos envolvendo a
aplicacdo do delta de Dirac em equagdes diferenciais. No entanto, para simplificacdo da apresentacao
dos resultados, apenas dois desses problemas serdo detalhados. Estes problemas s@o descritos a seguir:
Problema 1
Considere-se o seguinte problema de valor de contorno: u”(x) = —10d(x — ), sujeita as condi¢oes

de contorno u(0) = u(1) = 0, cuja solugdo analitica é:

10z(l—m), =<

10r(l —x), >

15 @ Solugdo Numérica
Solugao Exata

10 -

Figura 2: Solugédo do problema 1 com refino em [2, 4] e n,, = 64.

Problema 2

Consiste da seguinte equacdo diferencial ordindria: %(m) — a*u(z) = —2ad (x —x0), T €
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[—0.5,0.5], « € R*, sujeita as condigdes de contorno u(—0.5) = e~I=0-5-70l ¢ 44(0.5) = e=l0-5-wo,
O valor considerado para xy = 0.

@ Solugdo Numérica
Solucéo Exata

0.75

0.25

0.00

f n L ! h
-0.4 -0.2 0.0 0.2 04

Figura 3: Solugdo do problema 2 com refino em [—0.2,0.2] e n,,, = 64.

As Figuras 2 e 3 mostram os esbogos das solucdes exatas e analiticas dos Problemas 1 e 2,
respectivamente. Observa-se que o refinamento local proporciona uma boa aproximagado da solucao

analitica correspondente.

4.3 Analise do Impacto do Refinamento Local

Para avaliar a influéncia do refinamento da malha na precisao da solu¢do, foram conduzidos
experimentos com diferentes particdes do dominio. As solucdes obtidas com e sem refinamento foram
comparadas a fim de quantificar os erros numéricos introduzidos por cada abordagem.

Os testes numéricos foram realizados variando o espacamento da malha, permitindo a andlise da
taxa de convergéncia e do impacto do refinamento na precisdo final da solu¢do. A tabela a seguir
apresenta os erros obtidos para diferentes espacamentos da malha, comparando as solu¢des com e
sem refinamento local. O erro foi obtido com a diferencga entre a soluc@o exata (Uexq,) € @ solucdo
aproximada (Uaproximada)- OU S€Ja, 0 €770 = Uexata — Uaproximada

A norma do erro, utilizada para quantificar a precisdao global da solucdo, é dada pela méxima
diferenca absoluta entre os erros nos diferentes pontos ¢, onde 7 = 1,2, ..., N representa os /N pontos
de avaliacdo:

|lerro|| = max |erro;|
1-N

Essa norma fornece uma medida robusta da maior discrepancia entre a solugdo exata e a solugao
aproximada ao longo de todo o dominio.

O comportamento dos erros sugere que a solucao numérica obtida pelo método de diferencas finitas
centradas de segunda ordem € extremamente precisa para este problema especifico.

Observemos que para o erro sem refinamento, os quocientes sdo aproximadamente 1.96, 2.86 e

3.58. Isso sugere que a convergéncia pode estar proxima de segunda ordem para malhas mais grossas,
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N° de Particoes Erro N° de Particoes Erro
sem refinamento com refinamento
16 4.44 x 1071° 23 3.91 x 10~
32 3.55 x 10714 44 3.38 x 10~
64 1.28 x 10713 86 5.68 x 10714
128 5.51 x 10~ 171 4.55 x 10713

Tabela 1: Comparagdo de erro com e sem refinamento do problema 1

N° de Particoes Erro  Quociente  N° de Particoes Erro  Quociente
sem refinamento com refinamento
16 0.52941 25 0.27046
32 0.27046  1.95743 47 0.09454  2.86080
64 0.09454  2.86080 91 0.02638  3.58331
128 0.02638  3.58331 181 0.00680  3.88193
256 0.00680  3.88193 361 0.00171  3.96946
512 0.00171  3.96946 719 0.00043  3.99230

Tabela 2: Comparagdo de erro com e sem refinamento do problema 2

mas tende a aumentar conforme a malha refina. J4 para o erro com refinamento, os quocientes sao
aproximadamente 2.86, 3.58 e 3.88. Esses valores indicam que o refinamento melhora a taxa de

convergeéncia, aproximando-se de um método de ordem mais alta.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar as contribui¢des de Arquimedes
para a fisica e a matemadtica, com &nfase no principio das alavancas, na
aproximacao do niimero 7, na trissec¢do de dngulos e na quadratura da
circunferéncia. A partir da obra Histéria da Matematica, de Boyer e Merz-
bach (2012), foi realizada um estudo para compreender as metodologias
empregadas por Arquimedes na resoluc@o de problemas fisicos e geomé-
tricos. A pesquisa se concentrou inicialmente no estudo do principio das
alavancas, e seguiu com a andlise de seus métodos para aproximar a razao
entre a circunferéncia e o didmetro, a aplicagc@o da espiral para a trissec¢ao
de angulos e a quadratura da circunferéncia. Os resultados evidenciam a
importancia das suas ideias, que anteciparam conceitos essenciais para o
desenvolvimento posterior da matematica e da fisica. Conclui-se que Ar-
quimedes desempenhou um papel fundamental na evolugdo dessas dreas do
conhecimento.
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1 Introducao

Arquimedes de Siracusa, nascido por volta de 287 a.C. na cidade de Siracusa, destacou-se como
um dos maiores matematicos de sua época. Seus feitos abrangeram diversas dreas, como matematica,
fisica e engenharia. Entre suas contribui¢des, destacam-se o Principio de Arquimedes, relacionado aos
corpos flutuantes, e a criagdo de engenhos notaveis, como o parafuso de Arquimedes e as catapultas.

Entre 218 e 201 a.C., ocorreu a Segunda Guerra Punica, durante a qual Siracusa se envolveu
na disputa de poder entre Roma e Cartago. Em 214 a.C., a cidade foi cercada pelos romanos, que
mantiveram o cerco por trés anos. Durante esse periodo, Arquimedes projetou diversas maquinas
de guerra para defender Siracusa, como catapultas para lancar pedras, sistemas de cordas, polias e
ganchos usados para erguer e destruir navios romanos, além de dispositivos capazes de incendiar as
embarcagdes inimigas. No entanto, apesar das ordens de um general romano para poupar a vida de
Arquimedes, ele acabou sendo morto por um soldado romano durante o cerco, em 214 a.C.

Neste trabalho, veremos alguns de seus feitos com mais detalhes, com base nos dados apresentados
no Capitulo 6 de Histéria da Matemadtica, de Boyer e Merzbach (2012).

2 Sobre os equilibrios dos planos

Arquimedes, em sua obra intitulada Sobre os Equilibrios dos Planos, explorou a lei da alavanca,
abordando o tema em dois volumes. Embora ele ndo tenha sido o primeiro a estudar alavancas, as obras
de Aristételes ja continham a afirmacdo de que dois pesos em uma alavanca se equilibram quando sao
inversamente proporcionais as suas distancias em relag@o ao fulcro. Arquimedes foi além, deduzindo a
lei a partir de um postulado estatico muito mais consistente: corpos bilateralmente simétricos estdo em
equilibrio.

Arquimedes partiu de um principio de simetria: se uma barra rigida tem pesos iguais distribuidos
simetricamente ao redor do fulcro, ela permanecera em equilibrio. Para demonstrar sua teoria, ele

imaginou a seguinte situacao:

| || [ |
A

Figura 1: Fonte: BOYER; MERZBACH (2012, p. 100).

1. Suponha uma barra leve, de comprimento 4, com pesos de 1 unidade posicionados nos pontos

conforme a imagem acima, e o fulcro centralizado.

2. Pela simetria, o sistema estd equilibrado.
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3. Se considerarmos apenas a metade direita da barra, podemos substituir os dois pesos por um

unico peso equivalente no ponto médio dessa metade.

4. Assim, um peso de 1 unidade a uma distancia de 2 unidades do fulcro pode ser substituido por

um peso de 2 unidades a uma distancia de 1 unidade.

Segue de [2] que a lei da alavanca pode ser expressa matematicamente como:

Fy-dy=F; - do, (1)
onde:
* Fi e F; sdo as forgas aplicadas nos lados opostos da alavanca,
* d; e dy sdo as distancias dessas forgas em relacdo ao ponto de apoio (fulcro).

Arquimedes, portanto, provou a relacdo de equilibrio sem recorrer a conceitos de movimento,

apenas por principios estaticos.

Exemplo 2.1. Qual deve ser o valor da forca do operador aplicada a alavanca da figura abaixo de

forma a manté-la em equilibrio?

1,20m 1,80 m

A

Figura 2: Forg¢as em equilibrio

Nesse exemplo, queremos descobrir a forca F' aplicada a 1,20 m do ponto de apoio.

Sabemos, pela figura, que a forca de resisténcia é igual a 28 N e estd aplicada a 1,80 m do ponto
de apoio.

Na condicdo de equilibrio, temos a equacdo de equilibrio:
F.-d.=F-d.

Substituindo os valores conhecidos, ficamos com:

4
28-1,8O:F-1,20:>50,4:F-1,20=>F:?O—’QO:ALQN.

Portanto, a forca necessdria para equilibrar o sistema é de 42 N.
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3 Medida do Circulo

Arquimedes usou um método iterativo para aproximar a razao entre a circunferéncia e o diametro
do circulo. Ele calculou os perimetros de poligonos regulares inscritos e circunscritos, dobrando o
nimero de lados até alcancar um poligono de 96 lados. Seu algoritmo envolvia médias harmonicas e
geométricas para refinar os cdlculos.

Para visualizar melhor o processo de aproximacao de Arquimedes, considere a figura abaixo,
que mostra uma circunferéncia sendo circunscrita e inscrita por diferentes poligonos regulares: um
triangulo, um quadrado, um hexdgono e um octégono. A cada novo poligono, tanto o perimetro do
poligono inscrito quanto o do poligono circunscrito vao se aproximando cada vez mais do valor do

comprimento da circunferéncia.

&L0O0

Figura 3: Processo de aproximacao

A medida que o nimero de lados dos poligonos aumenta, a diferenca entre os perimetros interno e
externo diminui, e os perimetros dos poligonos se tornam cada vez mais préximos do valor exato da
circunferéncia. Esse método de aproximacao, utilizado por Arquimedes, mostra como podemos chegar
cada vez mais perto do valor de 7.

Segue de [3] que Arquimedes obteve o seguinte resultado para a aproximagao de 7:

3 3
—71 _
107 <7T<1070

o qual é o mais preciso entre os conhecidos até entdo. Esse resultado foi apresentado na Medida do

Circulo, uma de suas obras mais influentes na Idade Média.

4 Sobre espirais

Arquimedes, assim como seus predecessores, foi atraido pelos trés famosos problemas da geometria
classica. A bem conhecida espiral de Arquimedes forneceu solucdes para dois desses problemas,
embora, é claro, ndo com o uso de apenas régua e compasso. A espiral é definida como o lugar
geométrico de um ponto que se move ao longo de um raio, ou semirreta, de forma uniforme, enquanto
esse raio gira uniformemente em torno de sua extremidade. Em coordenadas polares, a equagao da

espiral é dada por r = af), onde r € a distancia radial e 6 o Angulo de rotagdo a partir do eixo polar.
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4.1 Trisseccao do angulo

Com essa espiral, Arquimedes encontrou uma maneira pratica de resolver a trisseccdo de um
angulo. O angulo € colocado de modo que seu vértice e primeiro lado coincidam com o ponto inicial O
da espiral e a posi¢do inicial da semirreta O A. O segmento O P, onde P é o ponto em que o segundo
lado do angulo corta a espiral, € entdo dividido em tercos pelos pontos R e S (Fig. 4), e sdo tracados
circulos com O como centro e raios OR e O.S. Se esses circulos cortam a espiral nos pontos U e V, as
retas OU e OV trissectam o angulo AOP.

O A

Figura 4: Fonte: BOYER; MERZBACH (2012, p. 102).

Antes de demonstrarmos a trisseccao do angulo, primeiro veremos uma propriedade da espiral.
Seguindo [4], considere a espiral com extremidade O e R e o circulo correspondente de raio OR (fig.
5). Entdo, Arquimedes mostra que se dois segmentos de reta, OO; e OO; sdo tragados da origem
até os pontos da espiral e se estes segmentos prolongados cortam o circulo respectivamente em R,
e 7y, temos que estes segmentos estardo entre si na mesma razao que os arcos de circunferéncia

correspondentes.

Figura 5: Fonte: NOGUEIRA (2010, p. 3).

Ou seja,
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00y  arcoRRs

00O,  arcoRR;

Com essa propriedade podemos iniciar a demonstragdo. Seja AO P o angulo que desejamos dividir

em trés. Marque os pontos 12 e .S de modo que dividam OP em trés partes iguais. Tragamos, entio
dois arcos de circunferéncia com centro em O e com raios OR e OS que cortardo o trecho de espiral
em dois pontos U e V. Agora, prologamos o lado AO do angulo e tragamos uma circunferéncia de
raio OF, e marcamos os pontos F' e GG pela intersec¢do das retas OU e OV com a circunferéncia,

respectivamente (Fig. ). Seja H o ponto de encontro do prolongamento de O P com a circunferéncia
de raio OF.

Figura 6: Fonte: NOGUEIRA (2010, p. 4), adaptado.

Assim, pela propriedade da espiral, temos que

EF  OU
EH OP
Mas, por construgdo, temos que L
— P
OU = OR = O—
3
Assim,
EF OU 2 1
EH OP OP 3
Logo,

Portanto, para o angulo AO P temos,

LAOP —

/JAOP -EO = EH =3EF = EF = EO.
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Para o angulo AOU temos

/AOU -FO = BF = ZAOU - FO — M%-E_OiéAOU: £A0P
Repetindo o mesmo processo para os arcos F'G e GH, verificamos que os angulos UOV e VOP

sdo a terca parte do angulo AO P, o que demonstra a trissec¢do do angulo.

4.2 Quadratura do circulo

Embora a principal aplicacao da espiral de Arquimedes fosse para a trissec¢do de angulos, ela
também se mostrou util para a quadratura do circulo. Arquimedes mostrou que, pelo ponto P, trace a
tangente a espiral O PR e suponha que essa tangente corte no ponto () a reta por O que é perpendicular
a OP. Entao, demonstrou Arquimedes, o segmento de reta O (chamado subtangente polar para
o ponto P) tem comprimento igual ao do arco circular P.S com centro O e raio OP (Fig. 7) que é

cortado entre a semirreta inicial (eixo polar) e a semirreta O P (raio vetor).

R~

O '\

-~ Q

Figura 7: Fonte: BOYER; MERZBACH (2012, p. 103).

Esse teorema foi demonstrado por Arquimedes através de um argumento de reducio ao absurdo
(reductio ad absurdum) e, embora possa ser verificado usando ferramentas de cdlculo moderno, foi
um avanco significativo para a matemaética da época. Arquimedes, portanto, ndo sé contribuiu para
a geometria classica, mas também antecipou conceitos de célculo diferencial, como a derivada e a
tangente, em seu estudo da espiral.

Esse estudo levou Arquimedes a descoberta de um método para a quadratura do circulo, usando a
espiral. Se o ponto P sobre a espiral for escolhido como intersec¢do da espiral com a reta de angulo 90°
em coordenadas polares, a subtangente polar O() serd precisamente igual ao quarto da circunferéncia
do circulo de raio O P. Portanto, se constréi a circunferéncia fazendo quatro vezes o segmento OQ), e,
pelo teorema de Arquimedes, se acha um tridngulo de drea igual a do circulo.

O teorema de Arquimedes afirma que a drea de qualquer circulo € igual a de um tridngulo retangulo,

com um dos catetos correspondendo ao raio do circulo e o outro ao comprimento da sua circunferéncia.
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Circunferéncia

raio

Figura 8: Circunferéncia e Tridngulo

A partir dai, é possivel determinar a drea do circulo e, por meio de uma transformagdo geométrica
simples, obter um quadrado no lugar do tridngulo, gerando, assim, um quadrado de area igual a do

circulo, completando a quadratura do circulo.

5 Conclusao

Arquimedes se destacou por feitos notdveis que marcaram a histéria da matematica. Seu principio
da alavanca demonstrou como pequenas forcas podem mover grandes pesos, revolucionando a me-
canica. Na matemdtica, ele aproximou, com precisdo de duas casas, o valor de 7, usando poligonos
inscritos e circunscritos. Além disso, explorou a trisseccao do angulo, um problema classico da geome-
tria, e desenvolveu um método para a quadratura do circulo, mostrando sua profunda compreensao das

areas e formas. Seu legado permanece como um dos mais impressionantes da antiguidade.
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Palavras-chave

Resumo

Existem diferentes abordagens para resolver equacdes, e uma delas consiste
em reformuld-las como um problema de minimizacao, permitindo a aplica-
¢ao de métodos eficientes de otimizacdo. Neste trabalho, exploramos essa

Gradiente Descendente.
Processo iterativo.
Minimizagao.

abordagem, utilizando o método do gradiente descendente para encontrar
solucdes de equagdes por meio da minimizagao de fungdes associadas. Ini-
cialmente, apresentamos uma revisao tedrica sobre o método, seguida de
uma andlise do impacto do fator de atualizagdo na convergéncia da solucéo.
Nossos resultados demonstram que a escolha desse fator € crucial para a es-
tabilidade e eficiéncia do método, evidenciando a necessidade de estratégias
mais eficazes para sua definicdo.
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1 Introducao

A resolugdo de equacdes é um problema fundamental em diversas dreas do conhecimento, desde
a matemadtica pura até aplicacdes em engenharia, fisica e ciéncia de dados. Dentre as diversas abor-
dagens existentes, uma estratégia eficaz consiste em reformular o problema como uma minimizagao,
permitindo o uso de técnicas de otimizagao para encontrar solu¢des aproximadas. Essa abordagem ¢é
amplamente utilizada em estatistica e inteligéncia artificial, onde a minimiza¢do de func¢des de erro é
essencial para ajustar modelos e realizar previsoes.

O método do gradiente descendente ¢ uma das ferramentas mais importantes no célculo, sendo
amplamente empregado para encontrar minimos locais de fungdes. Seu principio baseia-se na direcio
da maior taxa de variacdo da funcao objetivo, permitindo a atualizacdo iterativa das solugdes até a
convergéncia. Essa técnica desempenha um papel central no treinamento de redes neurais, ajuste de
modelos estatisticos e otimizagcao de fungdes complexas.

Neste artigo, apresentamos o método do gradiente descendente aplicado a solucdo de equagdes,
demonstrando como a formula¢do do problema como uma minimizagdo pode ser vantajosa. Para isso,
iniciamos com uma breve revisao tedrica sobre o conceito de gradiente e sua relacdo com a direcao de
maior inclinacdo da curva. Além disso, analisamos como a escolha do fator de atualizagdo influencia a
convergéncia do método, destacando a necessidade de metodologias alternativas para otimizar essa

escolha e garantir maior eficiéncia computacional.

2 Meétodo Gradiente Descendente

2.1 Gradiente

Comecamos com uma fun¢do de uma varidvel y = f(x). Seja (zo, f(x¢)) um ponto do gréfico
de f, como mostrado na Figura 1, e queremos encontrar o minimo dessa fun¢do. A derivada de uma
fun¢do em um ponto, denotada por f’(z), representa a inclinagéio da reta tangente ao grafico da
funcdo naquele ponto. Se desejamos encontrar um minimo local da func¢do, devemos mover-nos para a
direcdo onde a func¢do estd decrescendo. Essa informacao € dada pela derivada no ponto de partida.
Se f'(x) > 0, significa que a funcdo estd crescendo naquele ponto; se f'(z) < 0, significa que a
fungdo estd decrescendo. Em geral, — f/(x) indica a dire¢o para a qual a fungdo decresce. Com isso,
podemos realizar um movimento iterativo de atualizacdo da varidvel z de acordo com a inclinacao da
derivada. Se estamos no ponto xy = a € queremos encontrar um vale (minimo), devemos mover para a
esquerda se f'(a) > 0, pois a fungdo estd crescendo, e para a direita se f'(a) < 0, pois a fungdo estd

decrescendo. A atualizacdo de x € feita da seguinte forma:

Tnovo = Latual — af/<xatual)a
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Flzy) = F(b—af'(b) rf(w) = fla= af'(a))

2 -18 16 -14 12 - 0.8 06 V04 02 0 02 04/ 08 08
A /

\ _no

Figura 1: Gradiente Descendente para a fungéo z*

onde « € a taxa de aprendizagem e controla o tamanho do passo que damos em cada iteracdo. O
valor de « deve ser escolhido de forma que ndo seja nem muito grande (para evitar saltos grandes e
perder o minimo) nem muito pequeno (para garantir que a convergéncia aconteca em tempo razoavel).
Geralmente, « estd no intervalo (0, 1).

No caso de uma fung¢do de duas varidveis z = f(x,y). Queremos encontrar o minimo dessa fungao,
ou seja, um ponto (z*, y*) tal que f(x*,y*) seja o menor valor de f(z,y). O gradiente de uma fungéo
de vérias varidveis € um vetor que contém as derivadas parciais da funcdo em relacio a cada uma das

varidveis. Para a fun¢do f(x,y), o gradiente é dado por:

af o0
Vf(x,y) = <3_£78_£> .

Onde: 1) g—£ ¢ a derivada parcial de f em relacdo a x; 2) g_J; ¢ a derivada parcial de f em relacdo a y.
O gradiente nos da a direcdo de maior taxa de variagdo de f(z,y). Se queremos encontrar um
minimo, precisamos nos mover na direcao oposta ao gradiente, ja que o gradiente aponta na direcdo de
maior crescimento da funcao. Os passos do algoritmo de gradiente descendente: 1) Comece em um
ponto inicial (g, yo). 2) Calcule o gradiente V f(xo, yo). 3) Atualize as varidveis x e y da seguinte

forma:

(xnovoa ynovo) - (xatuala yatual) — o Vf(matuada yatual)-

Onde, « € a taxa de aprendizado (um fator que controla o tamanho do passo), e

of af)

Vf(%tuala yatual) - (%7 a_y
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€ o gradiente no ponto atual. Esse processo € repetido iterativamente, movendo-se na dire¢cdo oposta
ao gradiente até que a convergéncia seja alcancada ou até que um critério de parada seja atendido.

A ideia para uma funcdo de mais de duas varidveis € exatamente a mesma. Se tivermos uma funcao
f(x1, 29, ..., 2,) comn varidveis, o gradiente serd um vetor com as derivadas parciais de f em relagéo

a cada uma das n variaveis:

Vf(l'l,.%g, c. ,l’n) = (af af af ) .

Ox, Oxy’ 7~ Oxy,

E a atualizacdo de x1, z, . . ., x, sera:

(x17$27 CIEI axn)novo = (x17$27 CIE axn)atual —a- Vf(l'l,l'g, ce ,In).

Portanto, a ideia de gradiente descendente se aplica de forma semelhante, independentemente do
ndmero de varidveis. O gradiente nos dd a dire¢do de maior variagcdo da fun¢do, e o método de gradiente

descendente utiliza a dire¢do oposta ao gradiente para se mover em dire¢do a0 minimo.

2.2 Taxa de aprendizagem

A taxa de aprendizagem € um parametro constante pré-definido que determina o quanto a fungdo
se movera para a esquerda ou para a direita, dependendo da inclinagcdo da reta tangente. A escolha de
um valor adequado para a taxa de aprendizagem impacta diretamente a otimiza¢do do método. Uma

escolha inadequada pode dificultar a convergéncia para o resultado desejado.

* Se a for muito pequeno, o método eventualmente convergird, mas serd muito lento, necessitando

de muitas iteragdes.

* Se a for muito grande, a convergéncia serd rapida, mas o método pode oscilar ou até mesmo

divergir, ndo alcangando o minimo correto.

3 Transformando equacoes em problema de minimizacao

Suponhamos que desejamos resolver f(z) = 0. Isso é equivalente a resolver (f(x))* = 0.
Consideremos a fungdo .J () = (f(z))?, sabemos que J(z) > 0. Logo, se z é tal que f(z) = 0, entdo
x é um ponto onde a fungdo .J atinge o valor minimo, que é 0. Assim, o célculo da raiz de f(z) equivale
ao calculo de x onde a fungdo J(z) atinge seu valor minimo. A derivada de J é J'(z) = 2f(z) f'(z).
Logo, a determinagdo do minimo de J(z) requer o célculo dos pontos criticos, isto é, devemos
determinar z tal que J'(x) = 0. Isso ocorre quando f(z) = 0 ou f’(z) = 0. Assim, o cdlculo do
minimo de J(x) pode ocorrer em z onde: 1) f(x) = 0, entdo x é uma raiz da equagdo original; 2)
f'(z) = 0, o que pode indicar um ponto de maximo ou minimo de .J(x), mas ndo necessariamente

uma raiz de f(z). Observemos que minimizar J(x) = (f(x))” pode ser uma estratégia vélida para
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encontrar raizes de f(x) = 0, mas também pode introduzir pontos criticos adicionais que nao sao
solucdes desejadas.
Para um sistema de n equagdes e n incgnitas, dado por f;(x1, 2, ..., x,) = 0,comi =1,2,... n,

a funcdo J é dada por:

O gradiente de J é:
VJ=2) filxr, 2., 2.)V fi.
i=1

4 Aplicacao

4.1 Equacao nao linear de uma variavel

O algoritmo a seguir calcula a solugdo da equagio z* + 22 = 0, 7031. Queremos encontrar o valor
de z, entdo transformamos nossa equacdo em uma fungfo para calcular sua raiz, ou seja, f(z) = 0.
Seja f(z) = z* + 2* — 0, 7031. Para resolvermos como um problema de minimizagio, consideramos
a fung¢do de custo:
J(z) = f(x)? = (x* + 2* — 0,7031)%

Minimizar J(z) equivale a encontrar x tal que f(z) = 0, ou seja, a raiz da equagdo original.
Aplicamos o método do gradiente descendente para minimizar .J(x). O método atualiza iterativa-

mente o valor de x usando a regra:
Tpi1 = Tp — - VJ(z,),

onde « € a taxa de aprendizado e V.J(x,,) é o gradiente de J(x) em x,,. O gradiente de J(x) é dado
por:
VJ(z) =2(z* + 2% — 0,7031) - (42° + 2z).

Desse modo, o algoritmo realiza itera¢des até que o valor de x convirja para o que minimiza J(x),
ou seja, até que J(x) atinja a tolerincia previamente definida ou seja alcangado o nimero maximo de
iteragdes estipulado. Assim, é possivel obter uma aproximacao numérica da raiz da equacgao original.
Para esse fim, emprega-se o0 método do gradiente descendente, cuja implementacao € apresentada no

Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Método do gradiente descendente para resolver uma equagio ndo linear de uma varidvel.

Entrada: chute inicial x, fun¢do f(x), derivada dfdx, derivada dJdx, taxa de aprendizagem «,
tolerancia TOL, nimero maximo de iteragdes N.

Saida: valor final de z, iteragdes IT, custo.

1: SejaIT =0

custo = J(x)

while custo >TOL e I'T' < N do
r=x—«a-dJdx
custo = J(x)
IT=IT+1

end while

SAIDA (z, IT, Custo)

PARE

N S AT R R

A Tabela 1 mostra o resultado ao aplicar o método do gradiente descendente variando a taxa de
aprendizagem. Para este codigo adotamos a tolerancia = 0.001 e um numero maximo de iteracdes
igual a 10000. Sabemos que a solugdo exata dessa equagdo é xr = 0.7 (e x = —0.7, pois a equacao é
simétrica). Nota-se que o resultado obtido mais préximo da resposta correta foi com a maior taxa de
aprendizagem (a = 0.02). Por outro lado, a menor taxa de aprendizagem (o = 0.001) exigiu o maior

nimero de iteracdes, pois o progresso em dire¢cdo ao minimo é mais lento, mas com menos risco de

oscilagoes.
Taxa de Aprendizagem X J(x) Iteragoes
a=0.02 0.6898476404264042 | 0.0008202016379244296 12
a =0.01 0.6897305575061337 | 0.0008383571546298475 25
a = 0.001 0.6888403271712594 | 0.0009826850750192216 254

Tabela 1: Resultados do cdlculo da raiz, com variacao da taxa de aprendizado.

As taxas de aprendizado utilizadas neste experimento (o = 0.02,« = 0.01,« = 0.001) foram
selecionadas com base em valores comumente adotados na literatura para algoritmos de otimizacao,

especialmente em métodos de gradiente descendente.

4.2 Sistema Linear de Equacoes
O algoritmo a seguir calcula a solucdo do sistema de equacdes lineares formado pelas equacoes:
20+ 3y — 2z =9,

—3x + 4y + 2z = 3,
r—1y+5z=—6.
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Queremos encontrar os valores de x, y e z. Para resolvermos como um problema de minimizacao,
definimos as fungdes:
fl('rayvz) = 2I+3y_ z _97

folz,y,2) = =3z + 4y + 2z — 3,
fg(x,y,z):x—y+5z+6

A fungdo de custo J(z,y, z) é entdo definida como:

J(z,y,2) = filx,y,2)* + fola,y, 2)* + fa(x,y, 2)%

Aplicamos o método do gradiente descendente para minimizar J(z,y, z). O método atualiza

iterativamente os valores de z, y e z usando a regra:

oJ oJ oJ

Tntl = In = Q50 yn+1:yn_a'a_y7 Zntl = I T QT 5
onde « é a taxa de aprendizado e 22, 2 97 50 as derivadas parciais de J(x, y, 2)
ox’ Oy’ 0z Y =)

A fim de resolver numericamente o sistema linear apresentado, utilizamos novamente o método do
gradiente descendente. Para isso, adaptamos o Algoritmo 1, ajustando-o ao caso com trés varidveis.
Nessa adaptacdo, o algoritmo recebe como entrada as trés fungdes que definem o sistema, suas
respectivas derivadas parciais, além de parametros como o chute inicial, a taxa de aprendizagem,
a tolerancia e o nimero maximo de iteracdes. A funcdo de custo J(x,y, z) é entdo minimizada
iterativamente até que sua variacdo atinja a tolerancia especificada ou o nimero maximo de itera¢des
seja atingido, resultando em uma aproximacao para os valores de z, y e z que satisfazem o sistema.
Para este c6digo adotamos as mesmas condig¢des iniciais do cddigo anterior.

A Tabela 2 mostra o resultado ao aplicar o método do gradiente descendente variando a taxa de
aprendizagem. Sabemos que a solugdo exata desse sistema de equagdes é x = 1,y = 2, 2 = —1.
Podemos concluir que o resultado obtido mais préoximo da resposta correta foi com a maior taxa de
aprendizagem. No entanto, € importante destacar que uma taxa de aprendizagem maior nem sempre
resulta em menos iteragdes, pois pode causar oscilagdes em torno do minimo, aumentando o nimero
de iteragdes necessdrias para atingir a tolerancia desejada para J(z). Por outro lado, a menor taxa de
aprendizagem exigiu o maior nimero de iteragdes, pois o progresso em dire¢cdo ao minimo € mais

lento, mas com menos risco de oscilagdes.

Taxa de Aprendizagem T 0 Z J(x) Iteracoes
a=0.02 0.99475 | 1.99765 | -1.00080 | 0.0003505328791562188 10
a=0.01 0.99151 | 1.99619 | -1.00130 | 0.0009181348849078652 21
a = 0.001 0.99115 | 1.99603 | -1.00135 | 0.0009977675040806471 231

Tabela 2: Resultado do sistema linear, com variacdo da taxa de aprendizado.
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5 Consideracoes finais

Neste artigo, exploramos o uso do método do gradiente descendente para a resolugdo de equacoes,
destacando sua formulagdo como um problema de minimizagdo. Apresentamos dois algoritmos que
ilustram a aplicagdo pratica dessa abordagem, além de analisar os resultados obtidos em diferentes
cendrios.

Uma aplicac¢do fundamental do gradiente descendente € no treinamento de redes neurais, onde a
minimizac¢ao da funcio de erro quadratico € amplamente utilizada para ajustar os pesos do modelo.
Nesse contexto, a atualizacdo dos parametros ocorre iterativamente na direcdo oposta ao gradiente da
funcio de erro, reduzindo progressivamente a discrepancia entre as previsdes da rede e os valores reais.
Esse processo € essencial para melhorar a capacidade preditiva do modelo e garantir que ele generalize
bem para novos dados.

Apesar de sua ampla utilizacdo em otimizacdo e aprendizado de maquina, o gradiente descendente
ndo €, necessariamente, a melhor técnica para a resolugdo de equacdes em todos os casos. Observamos
que, embora o método seja eficiente para encontrar solugdes aproximadas, sua convergéncia e precisao
dependem fortemente da escolha do fator de atualizacdo e das condi¢des do problema. Métodos
numéricos classicos, como Newton-Raphson, e técnicas baseadas em decomposi¢cao matricial podem
apresentar desempenho superior em determinadas situacdes, especialmente quando se busca alta
precisao ou quando a funcao objetivo possui propriedades que dificultam a convergéncia do gradiente

descendente.
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Robert Vieira de Araujo

UFU, Instituto de Matematica e Estatistica, Uberlandia, Minas Gerais, Brasil
robert.araujolufu.br

Hernan Roberto Montifar Lopez

UFU, Instituto de Matematica e Estatistica, Uberlandia, Minas Gerais, Brasil
montufar@ufu.br

Resumo

Este trabalho investiga a histéria da matematica chinesa, com foco em seus
desenvolvimentos aritméticos e geométricos. A metodologia baseia-se na
andlise de fontes primdrias, como o Zhoubi Suanjing e o Jiuzhang suanshu,
e em estudos cléssicos (Boyer, 2012; Eves, 1990). Os resultados revelam
Aproximagdes de 7. técnicas avancadas para a época, incluindo resolucdo de sistemas lineares
Obras Antigas. por matrizes, aproximagdes de 7 (como 355/113 por Zu Chongzhi) e a
Matemitica Chinesa. constru¢do de quadrados mégicos com propriedades algébricas complexas.
Conclui-se que a matemadtica chinesa antiga combinava aplicacdes praticas
(agrimensura, astronomia) com rigor tedrico, destacando-se pela precisdo
numérica e métodos inovadores, cujo legado influenciou posteriormente
outras culturas.

Palavras-chave
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1 Introducao

A histéria nos mostra civiliza¢des as margens dos rios Nilo, Tigre e Eufrates com diversos avangos
tecnoldgicos, inclusive avangos matematicos mas existiram também em épocas préximas, civilizacdes
as margens dos rios lang-tse e Amarelo, porém os registros cronoldgicos da histéria da matemaética na
china sdo menos confidveis que os registros egipcios e babilonicos.

Assim como em outras civilizacdes, hd registros das primeiras atividades matemdticas na forma
de contagem, medi¢des e pesagem de objetos. Entretanto, datar estes documentos ndo € uma tarefa
facil devido a pouca confiabilidade. Na época, era uma pratica comum fazer registros em bambu,
um material perecivel que pode facilmente se perder. Um conjunto de textos em faixas de bambu,
descoberto no inicio da década de 1980, da a esperanca sobre uma estimativa da idade de alguns
cléssicos, pois foram encontrados selados em tumbas que datam do século dois a.C.

Zhoubi Suanjing, um destes livros encontrados, é geralmente considerado o mais antigo dos
cldssicos matemadticos e trata de cdlculos astrondmicos, embora contenha uma introdugdo relativa as
propriedades do tridngulo retangulo, o teorema de Pitdgoras e uso de fragdes. A obra tem a forma de
um didlogo entre um principe e seu ministro sobre o calenddrio; o ministro diz ao governante que a
arte dos nimeros deriva do circulo e do quadrado, o quadrado pertencendo a terra e o circulo aos céus
(BOYER, 2012, p.143).

Trataremos entdo acerca dos resultados aritméticos cujos registros datam de depois de Zhoubi. Para

1sso, utilizaremos as referéncias [1], [2] e [3].

2 Os Nove Capitulos

Talvez o mais influente livro de matematica chinés, foi o Jiuzhang suanchu (Chui-chang suan-shu)
ou Nove Capitulos sobre a arte matemdtica. Esse livro contém 246 problemas sobre mensuracdo de
terras, agricultura, sociedades, engenharia, impostos, cdlculos, solucdo de equagdes e propriedades dos
triangulos retangulos. Em suma, é uma coletanea de problemas especificos da época e regiao.

Assim como em outras obras, no Nove Capitulos chama a atengdo a justaposi¢ao de resultados
exatos e aproximagdes. Nele sdo usadas regras corretas para as dreas de tridngulos, retangulos e
trapézios, ja a drea do circulo era calculada tomando trés quartos do quadrado sobre o diametro da

circunferéncia, resultado correto se for adotado o valor trés para 7.

Exemplo 2.1. Seja C uma circunferéncia de raio r e um quadrado sobre o didmetro da circunferéncia,
ou seja, um quadrado de lado | = 2r.

Tomando trés quartos da drea do quadrado tem-se % - 4r% = 3r% Por outro lado, a drea da
circunferéncia como conhecemos hoje é dada por wr?. Considerando m = 3, a melhor aproximagdo

da época do resultado, temos que a igualdade é verdadeira.

O capitulo 8 do Nove Capitulos se destaca por conter a solucido de problemas sobre equacdes

lineares simultaneas, usando tanto nimeros positivos quanto negativos.
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2r

Figura 1: Circunferéncia e qudrado sobre seu didmetro

Estas solu¢des de sistemas lineares, apesar de chegar as solu¢cdes de um escalonamento como
fazemos atualmente, era um procedimento diferente do que conhecemos. O sistema € transformado em
uma matriz de modo que a primeira linha do sistema seja a dltima coluna da matriz e as operagdes

elementares sdo feitas sobre as colunas da direita para a esquerda.
Exemplo 2.2. O sistema de equagoes lineares
20+ 10y — 52 =3

—r+Ty—2z=1
or + oy — 102 =3

é transformado e reduzido da seguinte forma:

5 -1 2 0 0 2 0 0 2
5 7 10 ~ —40 24 10 ~ 0 24 10
o —

-10 -2 -5 5 -9 =5 -30 -9 -5
3 1 3 -9 5 3 -2 5 3

Assim, a ultimaa forma representava o sistema

20 +10y — 52 =3 3::%
Oz +24y —92 =5 - y:%
Ox + 0y — 30z = =2 z:%

Os chineses gostavam especialmente de padrdes. Assim, ndo € supreendente que o primeiro registro
(de origem antiga, mas desconhecida) de um quadrado magico tenha aparecido 14 (BOYER, 2012,

p.144). Quadrado este cuja soma dos nimeros seja igual a 15 para qualquer linha, coluna ou diagonal

que se tome é:
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Um quadrado magico é uma tabela quadrada em que a soma dos termos de cada linha, coluna e

diagonal é sempre igual. Essa soma € chamada de constante magica. Atualmente se sabe que para

construir tais quadrados é um trabalho complexo que exige diversos conhecimentos matematicos como

teoria de nimeros, combinatdria, dlgebra linear, entre outros. Apesar da complexidade, alguns casos

possuem algoritmos para constru¢do. Como exemplo tomemos um quadrado de ordem n impar para

aplicar o método de De La Loubere:

Para preencher um quadrado de ordem n, utilizaremos os nimeros entre 1 e n2. Considerando uma

tabela de n linhas e n colunas.

Passo 1: iniciamos posicionando o nimero 1 na célula central da linha superior.

Passo 2: para o préximo niimero, mova-se na direcao diagonal superior direita e analise 0s casos:

* Caso o movimento ultrapasse a primeira linha, mantenha-se na mesma coluna e va para a tltima

linha.

* Caso o movimento ultrapasse a ultima coluna, mantenha-se na mesma linha e va para a primeira

coluna.

Passo 3: Se a célula ja estiver preenchida, basta colocar o novo nimero na célula imediatamente

abaixo do dltimo nimero posicionado.

Seguindo este algoritmo, construimos o quadrado magico apresentado anteriormente, assim como

os seguintes de ordens 5 e 7, em que suas constantes magicas sdo 65 e 175, respectivamente:

5

4 6
10 12
11

1
7
13

8

15

14 16

17 24
23 5

1
7

8

15

14 16

4 6
10 12 19 21
11 18 25 2

13 20 22

3
9

6
)
13 15

1 10
79
8

14 16

11

12

30
38
46

13
21
22

39
47

14
15
23
31

48

16
24
32
40

1
9
17
25
33
41
49

10
18
26
34
42
43
2

19
27
35
36
44
3
11

28
29
37
45
4
12
20
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3 Valoresde 7

A busca de valores mais precisos, desde os primeiros séculos da era crista, era mais persistente na
China que nos demais lugares. Valores como 3; 3, 1547; v/10; % e %2 sao encontrados; e, no terceiro
século, Liu Hui, um importante comentador do Nove Capitulos, obteve 3,14 usando um poligono
regular de 96 lados e a aproximacao 3, 14159 considerando um poligono de 3.072 lados.

Um importante matematico chines nos estudos sobre o nimeror foi Zu Chongzhi(Tsu Ch’ung-chih)
(430-501). Um de seus valores era o familiar valor arquimediano %, descrito por Zu Chongzhi como
"inexato"; seu valor "preciso'era % No entanto, Zu Chongzhi foi ainda mais longe em seus calculos,
pois deu 3, 1415927 como valor "em excesso"e 3, 1415926 como "em falta", resultados notdveis para a
época.

O trabalho de Liu Hui e de Zu Chongzhi representa um interesse maior na teoria € demonstracoes
do que exemplos conhecidos de atividade matemética antiga na China. O célculo do valor de 7
obscurece esse fato, pois a precisao no valor de 7 € mais questdo de perseveranca nos calculos do que
visdo tedrica. O Teorema de Pitdgoras por si s € suficiente para dar uma aproximacao tao boa quanto
se queira, cComo veremos a seguir.

Partindo do perimetro conhecido de um poligono regular de n lados inscrito em um circulo, o
perimetro do poligono regular inscrito de 2n lados pode ser calculado com duas aplicagdes do Teorema

de Pitdgoras. Seja C' um circulo de centro O e raior r e seja P() = s um lado do poligono regular

. . ’ . ~ P 2z 8 2
inscrito de n lados, de perimetro conhecido. Entdo o apétema OM = wu é dado por u = 4/r? — (5) .

Logo, o segmento M R = v = r — u € conhecida. Assim, o lado R() = w do poligono regular inscrito

2
de 2n lados é dado por w = 4/v? + (g) . Entdo o perimetro do poligono de 2n lados é conhecido.

Figura 2: Perimetro de poligonos inscritos em um circulo
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Uma iterag@o deste processo fornece aproximagdes cada vez melhores do perimetro do circulo, em

termos de qual 7 € definido. Pode-se ainda simplificar os célculos para w? = 2rv da seguinte forma:

v=r—u
2
w = U2+(§)2 :>w2:’02+(%)2:1)2+[7"2—u2]:T2—2ru+u2+[r2—u2]
— w? = 2r® — 2ru = 2r(r — u) = 2rv
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Resumo

O trabalho discute a presenca do erro no Ensino de Matematica e busca
apresentar atividades didaticas, baseadas na analise de erros, que utilizam a
Inteligéncia Artificial, mais especificamente o ChatGPT como ferramenta.
palavras-chave Compreendendo que errar é inevitavel no ambiente escolar, o trabalho trata
como inserir dindmicas em sala de aula que instiguem os alunos a explorar o
erro com o auxilio de uma tecnologia presente no cotidiano. As ideias e
Eg&agéo Matermatica. propostas partem de um estudo bibliogréfico e de testes com o ChatGPT
Inteligéncia Artificial. realizados a partir de exemplos presentes em pesquisas que investigam 0s
erros comuns em Matematica, na Educagdo Bésica. Como resultado,
inferimos que o ChatGPT pode auxiliar a realizar testes com 0s erros e
observar padrfes que possibilitem o aluno a validar ou invalidar suas
hipéteses.
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1 Introducéao

Um dos grandes desafios para alunos e professores € como tratar o erro no processo de ensino
e aprendizagem de Matematica. Ndo ha um consenso quanto a forma de lidar com ele, entretanto é

de senso comum que errar é inevitavel na préatica escolar (Spinillo et al., 2014).

A partir disso, esse estudo tem por objetivo refletir sobre o papel do erro no ensino de
Matematica. Além disso, o texto abordard o modelo de Inteligéncia Artificial (1A), ChatGPT que,
por sua interface amigéavel e capacidade de resolucdo de problemas, pode ser um instrumento
potente para as aulas de Matematica. Por fim, serd apresentada uma proposta de atividade utilizando
0 ChatGPT que se valera do erro para se trabalhar com a Matematica. Com isso, defendemos que
o professor pode usar a IA como um aliado na organizacdo do ensino e propor praticas em que 0S
alunos participem ativamente, em especial, no que diz respeito a compreensdo dos porqués de
determinadas solugGes. Finalmente, assumimos que o uso da Inteligéncia Artificial pode permitir o
desenvolvimento de propostas mais interativas, além de contribuir para uma conscientizacdo dos

estudantes em torno dos seus usos.

2 O errono Ensino de Matematica

Errar é fracassar? O erro de um aluno indica sua incapacidade e incompreensdo do conteddo
apresentado? No cenéario da Educacdo Matematica, algumas pessoas partem do pressuposto de que
os erros indicam a auséncia de conhecimento acerca de um assunto e, por isso, eles devem ser
eliminados do processo, ou seja, a compreensdo se d& quando ndo ha erros, caso contrério, existe

um problema a ser enfrentado. Mas sera que errar € mesmo um problema?

Esta nogdo se baseia na crenca de que a aprendizagem é a formacdo de hébitos através de
conexdes entre estimulos e respostas, com uma serie de reforcos positivos frente ao acerto e
reforcos negativos frente aos erros de modo a diminuir seu aparecimento (Spinillo et al., 2014).
Nessa dire¢dao, ainda hoje, € comum, em especial entre estudantes, a compreensdo de que “o
proposito de se ensinar Matematica € apontar erros e corrigi-los” (Alro; Skovsmose apud Spinillo et
al., 2014, p. 58), o que tende a gerar uma visdo de que a unica forma de lidar com o erro €,

simplesmente, mostrar a resposta correta.

Entretanto, sera que é tdo “simples”, para o aluno, simplesmente anular sua forma de
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raciocinio e comecar a pensar de outra? Essa pratica consiste, em linhas gerais, em valorizar o
produto, ou seja, a resposta final, sem considerar o processo de resolucdo como um todo,
entendendo como correto, apenas, a forma usual de resolucdo e, por vezes, ignorando ou inibindo a

existéncia de outros caminhos possiveis (Spinillo et al., 2014).

Diante disso, cabe ressaltar que, obviamente, enquanto docentes, ndo podemos negligenciar
0 erro, tdo pouco ignora-lo. A ndo correcdo das atividades impossibilita 0 aluno de aprender e,
segundo Spinillo (2014, p. 59), "a visdo espontaneista que preconiza uma aceita¢do incondicional

dos erros € tdo indesejavel quanto o absolutismo pedagdgico que gera uma aversao ao erro."

Assim sendo, é sabido que "o homem tem errado e continuara errando, porém, é na sua
capacidade para aprender dos erros, dos fracassos, 0 que o torna diferente das demais espécies” (De
La Torre apud Pinto, 1998, p. 25) e, por isso, temos defendido que o erro deve ser trabalhado em
sala de aula de forma positiva, ndo excludente e, sobretudo, construtiva. Com isso, defendemos que
a analise das respostas emitidas pelos estudantes ndo mais devem se baseadas apenas no resultado,
mas que é preciso levantar questionamentos sobre 0 que, como e, quais as possiveis causas que
podem ter levado ao erro cometido. Isso permite desenvolver uma educagdo que vai além da

avaliacdo de um resultado.

Os erros na aula de Matematica ndo séo aleatdrios. Em geral, é possivel observar padrdes de
respostas equivocadas em situagdes-problemas apresentadas no ambiente escolar. Ou seja, cada
conteudo de Matematica possui certos tipos de erros que, normalmente, 0 acompanham. Esses erros
indicam que houve alguma confusdo em etapas do processo de resolucdo de um problema,
entretanto, ele ndo indica, pelo menos ndo diretamente, que o aluno ndo saiba o conceito
abordado. Isso pode ser observado na pesquisa sobre adi¢ao de fracdes realizada por Cruz e Spinillo
(2004, p.15), onde os alunos de Ensino Fundamental apresentam raciocinios que confundem as
nocOes de fracdo com 0s nUmeros naturais:

Operacio - + = +
p g 3 3 3

Crianga: Doze (escreve 12 no papel).

Examinadora: Como vocé fez?

Crianca: 1+1+1, 3 (referindo-se aos numeradores). 3+3+3, 9 (referindo-se
aos denominadores). Ai é para somar 0s resultados.

Percebe-se que respostas incorretas podem representar diferentes niveis de compreensdo de
um conceito ou mesmo, auséncia dele (Spinillo et al., 2014). Assim, uma andlise do raciocinio

utilizado pelo aluno é fundamental para que nos, professores, possamos perceber se o erro indica
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uma confusdo de conceitos, um erro de célculo, dentre outros.

Com isso, queremos destacar que "os erros sao complexos: eles ndo tém, jamais, uma Unica
causa. Eles colocam em jogo numerosos parametros™ (Baruk apud Pinto, 1998, p. 19) e, por isso,
defendemos que, no processo de ensino e aprendizagem da Matematica, ele ndo deve ser evitado ou
eliminado do ambiente escolar, pois ndo ha situacdes de aprendizagem sem erros (Spinillo et al.,
2014). Diante disso, acreditamos que o ideal € o professor buscar transformar o erro em algo

didatico e positivo para o ensino.

3 Inteligéncia Artificial: o ChatGPT

N&o ha duvidas que um dos maiores avancos da tecnologia nos altimos anos foi a
implementacdo da Inteligéncia Artificial (IA). Sua interface amigavel e sua infinidade de usos
permitiu que ela fosse facilmente inserida no cotidiano dos individuos. E dificil definir o que é IA,

visto suas diversas atuacdes e desenvolvimentos. De forma técnica,

A inteligéncia artificial ¢ um campo da ciéncia que se concentra na criacao
de computadores e maquinas que podem raciocinar, aprender e atuar de
maneira que normalmente exigiria inteligéncia humana ou que envolve
dados com escala maior do que as pessoas podem analisar. A 1A é um
campo amplo que abrange muitas disciplinas diferentes, como ciéncia da
computacdo, estatisticas e analises de dados, engenharia de hardware e
software, linguistica, neurociéncia e até mesmo filosofia e psicologia.
(Google Cloud).

Introduzido em novembro de 2022, o ChatGPT conseguiu sua popularidade pelo mundo
poucos dias apds seu lancamento. Apesar de seus codigos ndo serem novos, sua interface foi o
diferencial para ser difundida entre as pessoas, como aponta John Schulman, cofundador da
OpenAl, empresa que fundou o ChatGPT: "As capacidades técnicas brutas, avaliadas por
parametros convencionais, ndo apresentam muita diferenca entre os modelos (ja existentes), mas o

ChatGPT é mais acessivel e utilizavel" (MIT Technology Review, 2023).

A interface do ChatGPT simula um programa de mensagens, ou seja, possui um campo de
digitacdo, onde é possivel escrever e inserir midias, um bot&o de envio e 0 ambiente onde aparecera
o que foi enviado pelo usuério seguido da resposta dada pela maquina. O que chama a atencdo € a
forma que as respostas dadas se assemelham ao modo de fala de um humano e, por isso, é possivel

ter conversas casuais como se VOcé estivesse conversando com um amigo.

O ChatGPT gera respostas originais baseadas em estimulos ou perguntas. Ele é capaz de
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produzir textos coerentes e contextualmente relevantes, mesmo sem ter acesso direto a informacoes
especificas. Por isso, as possibilidades de uso s&o infinitas. E possivel pedir desde uma receita de
um bolo até criar um cddigo completo de um programa. Para a Educacdo Matematica, o interessante
é sua capacidade de resolucdo de problemas e seu potencial para criar exercicios personalizados
(Borba; Junior, 2023).

3.1 A Inteligéncia Artificial ndo € perfeita

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia e precisdo do ChatGPT, Borba e Junior (2023)
realizaram diversos testes apresentando problemas matematicos com diferentes graus de dificuldade
para o programa responder. No geral, o autor aponta que o desempenho da maquina foi bastante
satisfatorio e que, nas respostas, foram apresentadas explicacbes claras e detalhadas que

justificavam o resultado.

Entretando, € imprescindivel destacar que a IA também erra. Ainda nos testes feitos por
Borba e Junior (2023), um dos resultados se destacou por um erro simples cometido pelo ChatGPT
em um problema de Geometria. Ao ser perguntado sobre a &rea de um hexagono regular com lados
medindo 12cm, o programa, apesar de apresentar uma resolucdo detalhada, chegou ao

resultado de 363 cm?, 0 que mostra sua imprecisdo, pois a resposta correta seria 216V3 cm>.

Na Figura 1, a Inteligéncia Artificial apresenta a formula correta para o célculo da éarea,
entretanto se confunde na parte algébrica. Veja que 122 é calculado para 144, porém no proximo

passo € realizada a extragdo da raiz de 144, transformando o que incialmente era 122 em 12,

Um hexagono regular é formado por seis tridngulos equilateros com os lados medindo 12
cm. Determine a drea do hexagono.

Para determinar a drea de um hexagono regular, precisamos conhecer o comprimento de
seus lados. No caso, vocé ja forneceu essa informagio: os lados do hexagono sio tridngulos

equiliteros com 12 cm de comprimento cada.

A formula para calcular a area de um hexagono regular é:
Area=(3v3*lado?) /2

Onde "lado" representa o comprimento de um lado do hexagono.

Substituindo o valor de lado na formula, temos:

Area=(3v3*129)/2
=(3V3*144) /2
=(3*12*V3)/2

=36V3

Portanto, a drea do hexagono regular é igual a 36V3 cm?2.

Figura 1: Resposta do ChatGPT a um problema de area
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Dessa forma, ao trabalhar com IA, é importante considerar que 0s erros existem e, por isso, é

importante superarmos a crenca de que as maquinas sao perfeitas.

4 Atividades didaticas com o ChatGPT

Uma vez que "ndo ha por que ter medo ou evitar o erro. A questdo € como transforma-lo em
um problema, em um didlogo, em uma situacdo de aprendizagem" (Macedo apud Spinillo et al.,
2014, p. 63). Considerando o que foi abordado sobre erros, defendemos que pode-se trabalhar os
erros em forma de atividades de exploragéo, por exemplo, que pode, inclusive, encorajar os alunos
a expor suas proprias ideias, organizar pensamentos, criar hipéteses e descobrir questdes
matematicas podem ser resolvidas de maneiras diferentes (Cury, 2007). Nesse contexto, o

ChatGPT se apresenta como uma ferramenta potente a ser aliada ao processo de ensino.

Ha& algumas formas de trabalhar o erro no ensino de Matematica, entre elas, ha situacdes em
que sdo sugeridos novos dados ao problema até levar a um absurdo, descrever o caso geral para
cada hipdtese de resolucdo apresentada e observar padrdes de operacfes incorretas causadas por
um sentido estético (Cury, 2007). Em todos os casos podemos usar 0 ChatGPT para aprimorar as

atividades.

Ao perceber diversos estudantes com a mesma duvida, o professor pode sugerir que eles
resolvam o mesmo problema incluindo novos dados, com o objetivo de chegar a um absurdo. Um
exemplo € a situacdo apresentada por Cury (2007, p.81) ao passar a seus alunos um exercicio com
0 seguinte enunciado: “Uma placa quadrada de metal, de espessura desprezivel e medida do lado
igual a 10cm, é aquecida e dilata-se uniformemente, de maneira que o comprimento de cada lado

tem um acréscimo de 2%. Calcule o acréscimo percentual na area.” A professora notou que alguns
. . . . . 2 . ,
alunos tinham a ideia de que 2% significam Elndependentemente do valor sobre qual €

calculado. Com isso, foi proposto aos estudantes que calculassem essa porcentagem com outros
valores de lado: 5¢cm, 1cm, 0,1cm, até que o valor do lado fosse menor do que o acréscimo como
0,01cm. Nesse momento, é possivel solicitar ao ChatGPT que ele realize os célculos por meio
desse raciocinio. Apds algumas interacGes, o préprio programa informaré o equivoco dos célculos

e permitira que o estudante veja que ha um erro em seu raciocinio.

O professor pode desenvolver essas investigacbes de hipoteses em exercicios em que 0sS

estudantes apresentam vérias respostas distintas. Em uma situagdo descrita por Lopes (1998 apud
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Cury, 2007, p.82), foi solicitado aos alunos o calculo de 273 e as respostas foram as mais diversas,
. 1 f
tais como: -8, 8, -6, -1, > Nesse contexto, o professor sugeriu escrever o caso geral para cada

hipdtese e testar para diversos nimeros. Esses testes podem ser solicitados ao ChatGPT. Para 273
= -8, a hipltese € a de que a™™ = —a™, entdo os alunos podem pedir, por exemplo, que a IA faca
"Calcule os valores da hipotese 27 = —2™ para todo n pertencente aos naturais, no intervalo [1,
20]." Com base nos resultados, o professor pode conduzir discussdes a fim de trabalhar as
propriedades que anulam as hipoteses. Outro exemplo dado para o levantamento de hipéteses esta

na questao proposta por Cury (2007, p.84):

Um aluno faltou a aula sobre simplificacdo de fracdes e, quando voltou a
escola, viu no caderno de um colega a igualdade 16/64 = %. Analisando o
exemplo, ele concluiu que simplificar consiste em "cortar" o algarismo da
unidade, no numerador, com o algarismo, igual, das dezenas, no
denominador.

10a+b a .
= —, COm a, b e ¢ naturais. Nesse
10b+c c

A situacdo em um caso geral se apresenta como

contexto também é possivel solicitar ao ChatGPT que analise os possiveis casos dessa hipotese.
Desse modo, o professor pode dialogar com os alunos os padrdes que eles observaram e

desenvolver a forma correta de raciocinio.

Na area da Algebra, observa-se que os estudantes tem dificuldade em "ver" um determinado

padrdo e cometem erros com base no sentido estético da forma (Cury, 2007). Assim, a
propriedade Vab = 3/a - Vb, sob esta 6tica, tende a induzir ao erro Ya + b = Va + Vb. Para
ajudar no trabalho com esses erros que sao relativamente comuns, pode-se pedir ao ChatGPT para
apresentar exemplos em que YVa +b = Va+ Vb e, neste caso , ele proprio indicara que a
condicdo ndo é verdadeira e ainda, mostrara 0 passo a passo para concluir que sé seré verdade se a
ou b for igual a zero. Nesse tipo de situacdo, o aluno é convidado a refletir sobre a propriedade a

partir da resolucéo da IA.

Nessas situacdes, 0 uso do ChatGPT no trabalho com erros assume um papel importante ao
passo que nao so realiza as operacdes como também, na forma de registro, possibilita a analise das
solucdes. Ao pedir para a IA realizar os célculos, testar as hipdteses e checar afirmaces, entende-se
que se potencializa a participacdo dos alunos nas atividades. Ademais, o professor pode solicitar a
IA para gerar questdes que trabalhem os conteddos que geram duvidas, possibilitando a

identificacdo de lacunas formativas.
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5 Consideracdes finais

A partir do exposto, defendemos que o professor pode usar a IA como um aliado na
organizacao do ensino e propor praticas em que os alunos participem ativamente, em especial, no

que diz respeito a compreensdo dos porqués de determinadas solucdes.

Além disso, assumimos que o uso da Inteligéncia Artificial pode permitir o desenvolvimento
de propostas mais interativas, além de contribuir para uma conscientizacdo dos estudantes em torno

dos seus usos.

Finalmente, como resultado, inferimos que o ChatGPT pode auxiliar a realizar testes com os

erros e observar padrdes que possibilitem o aluno a validar ou invalidar suas hipoteses.
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