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AS CONTRIBUICOES DA SEMANA DA MATEMATICA
PARA O DESENVOLVIMENTO E DIVULGAGAO DA MA-
TEMATICA NO BRASIL

Tania Maria Machado de Carvalho
Universidade Federal de Uberlandia

Em entrevista ao Jornal da USP, intitulada Volume de publicagoes cientificas
dos paises e bem-estar da populag:do[l, concedida em 06/09/2022, o Professor Emérito
do Instituto de Quimica da USP e ex-presidente do CNPq, Hernan Chaimovich
chamou atencao para o fato de que, o Brasil ocupa lugar de destaque, estando ha
anos na décima quarta posi¢ao dos rankings que ordenam os paises pelo nimero de
publicacgoes cientificas. No entanto, segundo ele, quando o critério de ordenamento
¢ o ntimero de publicacoes per capita, o Brasil cai aproximadamente para a 802
posigao. Argumenta ainda que aumentar a producao de ciéncia por habitante, apesar
de nao ser uma tarefa trivial, é fundamental para o desenvolvimento socioeconomico
do pais. Segundo ele,

A produgao cientifica brasileira, estimada pelo nimero de trabalhos inde-
xados em bases de dados como o Web of Science ou o Scimago, cresceu de
forma explosiva nos ultimos quarenta anos. Entre 1980 e 2020, o ntimero
de contribuigoes indexadas passou de pouco mais de 2 mil para quase
97 mil. Essa variacdo pode ser representada por uma func¢ao exponen-
cial muito préxima aos dados disponiveis. Em 2021, como resultado de
uma, politica federal sustentada de ataque a ciéncia e as universidades,
ja se nota um afastamento da fungao exponencial, com clara diminui¢ao
do ritmo de crescimento. Parte da ciéncia produzida por brasileiros no
Brasil, como ja comentado, tem impacto social, econémico e intelectual
gigantesco no Pais. (Chaimovich, 2022).

Vale recordar queE|, na data de 25 de janeiro de 2018, foi anunciado, em entre-
vista coletiva realizada na sede do Instituto de Matemética pura e Aplicada (IMPA),
no Rio de Janeiro, o ingresso do Brasil no Grupo 5, da Uniao Matematica Interna-
cional (IMU, na sigla em inglés). O Grupo 5 retine as nagoes mais desenvolvidas em
pesquisa matematica, sendo considerado uma elite da matematica mundial.

Na verdade, o Brasil ja era membro da IMU desde o ano de 1954, tendo
subido para o Grupo 2 em 1978; para o Grupo 3 em 1981 e para o Grupo 4 em 2005.

Em agosto de 2018 o Brasil sediou o Congresso Internacional de Matematicos
(ICM na sigla em inglés), sendo este o maior e mais importante encontro mundial da
area da matematica. Foi exatamente em uma edicao deste evento, em 2014, que o

"https://jornal.usp.br/articulistas/hernan-chaimovich-guralnik/
volume-de-publicacoes-cientificas-dos-paises-e-bem-estar-da-populacao/

“http://www.fapeg.go.gov.br/brasil-e-promovido-ao-grupo-de-paises-da-elite-\
mundial-em-pesquisa-matematica/
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pesquisador brasileiro Artur Avila (IMPA), recebeu a primeira Medalha Fields con-
cedida a um matematico latino americano. Medalha Fields, é como é conhecida a
Medalha Internacional de Descobrimentos Proeminentes em Matemadtica ( Interna-
tional Medal for Outstanding Discoveries in Mathematics) E um prémio concedido
a dois, trés ou quatro jovens matematicos com até 40 anos de idade durante cada
edicao do IMU, as quais ocorrem a cada quatro anos.

A medalha Fields e o prémio Abel, em geral, sao considerados as mais alta
honrarias que um matematico pode receber, visto que pesquisadores da area de
matematica nao sao contemplados com o prémio Nobel. As duas honrarias diferem
quanto a restricao de idade, pois a Medalha Fields é concedida somente a jovens
matematicos de até 40 anos de idade, e o Prémio Abel nao tem restricoes de idade,
e, pelo contréario, leva em conta o conjunto da obra do pesquisador da area de
matematica.

As primeiras medalhas Fieldss foram conferidas aos matematicos Lars Ahlfors
(finlandés) Jesse Douglas (norte americano), em 1936. Até 2014, todas as medalhas
foram concedidas a matematicos do sexo masculino, sendo que, nesse ano, pela
primeira vez uma mulher, Maryam Mirzakhani (iraniana) foi uma das contempladas
com a medalha Fields.

Também pela primeira vez, em 2019, o prémio Abel foi conferido a uma
mulheIEl Karen Uhlenbeck (americana). O prémio foi concedido pelas contribuigdes
da pesquisadora nas areas de andlise geométrica e teoria de calibre.

Alguns dos fatores que influiram para o notavel progresso da producao ci-
entifica brasileira na drea da matematica, foram a expansao do sistema de graduagao
e pés-graduacao (mestrado e doutorado) em matemédtica no Brasil, e, o crescimento
da colaboracao, tanto regional quanto internacional, dos matematicos brasileiros
com pesquisadores de outras regides e outros paises, em um intercambio de ideias
e redes de colaboracao. Nesse sentido é que entra a importancia da realizacao de
eventos, unindo pesquisa, ensino e extensao, voltados, principalmente, aos alunos
de graduagao e pés-graduacao. Tais eventos estimulam os alunos a realizarem pro-
jetos de iniciacao a ciéncia e incutem neles a ”cultura”de producao e divulgacao de
trabalhos académicos cientificos, os quais servem de base para futuras investigacoes
cientificas e producoes autorais.

Foi imbuido dessa ideia de congregacao do conhecimento académico entre
alunos, professores, pesquisadores e comunidade externa que surgiu, em 2010, o
evento Semana de Matematica do Pontal (I SEMAP). Desde entao este evento
vem ocorrendo, anualmente, sendo que a décima terceira edigdo (XIII SEMAP)
ocorreu no periodo de 29 de novembro a 01 de dezembro de 2022.

O principal objetivo do eventcﬁ é congregar pesquisadores (docentes e discen-
tes) que estudam e atuam com a Matemadtica, fomentando a divulgagao do conheci-
mento cientifico e o intercambio de ideias entre seus pesquisadores. Apds dois anos
de realizacao online (devido & pandemia), no ano de 2022, a semana de Matemética
foi realizada de forma presencial, com algumas poucas atividades realizadas online.

3https://agenciabrasil.ebc.com.br/geral/noticia/2019-03/
americana-e-la-mulher-vencer-importante-premio-de-matematica
*Informacoes extraidas do site do evento http://www.semap.facip.ufu.br/
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As apresentagoes de trabalhos foram todas realizados na forma presencial, em torno
dos seguintes temas:

Matematica Pura: Esse eixo aceita a submissao de trabalhos nas areas de Algebra,
Analise, Geometria, Topologia, Probabilidade, Teoria dos Conjuntos, Teoria da Me-
dida, Teoria de Lie, Sistemas Dinamicos, Equacoes Diferenciais e demais areas da
Matematica com foco em principios, objetos, propriedades e resultados de carater
tedrico-16gico. Os trabalhos apresentados nessa area foram:

e Algumas propriedades do nimero . Silas Silveira Campos; Evaneide Alves
Carneiro.

e A surpreendente relagao entre a diretriz de uma conica e as retas tangentes
nas extremidades das cordas focais. Laurinda Aparecida Ferreira de Morais;
Tania Maria Machado de Carvalho.

e Bases de Grobner e suas propriedades. Victor Cruz Borges; Victor Gonzalo
Lopez Neumann.

e Modelo matematico classico com equagoes diferenciais Fracionarias: oscila-
dor harmonico simples e crescimento populacional malthusiano. Fernanda de
Andrade Flor; Rafael Antonio Rossato

e O conceito de dualidade na geometria projetiva plana. Matheus Felipe Calu
Rocha; Tania Maria Machado de Carvalho.

e Os espagos topoldgicos contrateis. Mateus Fernando Araijo Silva; Francielle
Rodrigues de Castro Coelho

e O teorema das cinco cores. Matheus Henrique Silva do Nascimento. Evaneide
Alves Carneiro.

Matematica Aplicada: Esse eixo aceita a submissao de trabalhos nas dreas de
Mecanica dos Fluidos, Modelagem Matematica, Otimizagao, Biomatematica, Ma-
tematica Computacional, Fisica Matematica e demais areas que utilizam a Ma-
tematica como ferramenta tedrico-metodologica. Os trabalhos apresentados nessa
area foram:

e Resolucao de sistemas lineares utilizando software numérico. Carla Soares
Lima. Vanda Maria Luchesi.

e Equacoes diferenciais e suas aplicagoes na fisica e engenharia. Elias Melo
Morais; Alisson Rafael Aguiar Barbosa.

Educacao Matematica: Esse eixo aceita a submissao de trabalhos nas linhas de
pesquisa em Educacao Matemadtica tais como: Histéria da Matematica, Etnoma-
tematica, Ensino de Matematica, Ensino de Estatistica, Psicologia da Educacao
Matematica, Formacao de professores, dentre outras. Os trabalhos apresentados
nessa area foram:

11



e Educacao financeira e matematica financeira: Revisao bibliografica do conceito
de juro. Roney Andrade da Silva; Erika Maria Chioca Lopes.

e Macetes matematicos aliados as redes sociais durante a pandemia do coro-
navirus: um relato de experiéncia. Tacito de Deus Ferreira Soares; Luis Hen-
rique de Souza Carvalho; Pablo Ricardo Nunes dos Santos e Victor Dourado
Coelho.

e Em particular, chamamos atengao para o artigo Mulheres na matematica:
ganhadoras da Medalha Fields de autoria de Lorraine Silva Gongalves e Ana
Laura Thezolin. Nesse artigo as autoras trazem um resumo das trajetérias das
duas tinicas mulheres que ganharam a Medalha Fields, até hoje.

Estatistica: Esse eixo aceita a submissao de trabalhos que tomem a Estatistica
como ferramenta tedrico-metodolégica nos contextos de estudos que envolvam a
Matematica e ciéncias correlatas. Os trabalhos apresentados nessa area foram:

e Andlise geoestatistica da prevaléncia de zika virus no estado de minas gerais,
nos anos de 2016 a 2021. Eduarda Cristina Silva; Gabriella de Freitas Alves.

Em nome da Profa. Dra. Milena Almeida Leite Brandao - ICENP /UFU, pre-
sidente da XIII SEMAP, agradecemos a todos que colaboraram com a realizagao
do evento.

12



PARTE 1

TRABALHOS
COMPLETOS



Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais do Pontal
Curso de Graduacao em Matematica

Universidade Federal de Uberlandia f
{ ATICA

Semana de Matematica do Pontal @
29 de novembro a 01 de dezembro de 2022

EQUACOES DIFERENCIAIS E SUAS APLICACOES NA
FISICA E ENGENHARIA

Elias Melo Morais, Alisson Rafael Aguiar Barbosa .
Universidade Federal de Uberldndia, Universidade Federal de Uberlandia.

eliasmorais@ufu.br, aliaguia@ufu.br

Resumo. Se duas variaveis estao conectadas de alguma forma e o valor de uma pode
ser unicamente determinado quando algum valor ¢ atribuido a outra, nés dizemos
que esta estd em funcao daquela. Na linguagem matematica, entidades que mudam
sao chamadas varidveis e a taxa de mudanca de uma variavel com respeito a outra,
sua derivada. Equacoes que expressam relacoes entre varidveis e suas derivadas
sao chamadas de equacoes diferenciais. Logo, as equagoes diferenciais se originam
sempre que uma lei universal é expressa, a Orbita de algum planeta é calculada,
quando aferimos a viragao de uma corda e até quando trabalhamos com as equagoes
do campo de Newton. A partir disso, podemos imaginar que sistemas complexos
possam ser analisados com a ajuda desta ferramenta.

Palavras-chave. Equagoes diferenciais aplicadas, Oscilador forcado amortecido,
Sistema massa-mola-amortecedor.

Introducao

O surgimento das equacoes diferenciais, se da pela necessidade do homem
de se responsabilizar diretamente pelas consequéncias de suas acoes, movimento
este que acontece num contexto europeu iluminista. Formulacoes cada vez mais
precisas na ciéncia aconteciam devido ao fato de que os primeiros experimentos
realizados nao se mostraram sensitivos o suficiente. Hoje, com o estudo das equacoes
diferenciais, podemos prever o comportamento absoluto de sistemas, possibilitando

novas descobertas e solugoes.

Segundo Krantz (2005), se o célculo é o coragao da ciéncia moderna, as

equagoes diferenciais sao o estomago.

Para que houvesse um entendimento completo da citagao acima, foram es-

tudadas as referéncias de nuimero 7 e 8, que também influenciaram na escolha da
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notagao de derivadas deste trabalho. A referéncia de niimero 1 foi estudada para a

construcao da secao 1.

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de apresentar uma abordagem
do tema equacoes diferenciais, sedo esta esclarecedora e engajadora para o publico da
XIIT SEMAP. A metodologia utilizada foi a pesquisa exploratoria, sendo consultadas

as referéncias de nimero 2, 3 e 6 para a elaboracao desta introducao.

1 Breve histéria e definicao

A historia das equagoes diferenciais comega no século XVII, com os estudos
do célculo por Pierre de Fermat (1601-1665), Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716). Esse periodo é chamado também de século das luzes,
de forma que a filosofia dessa época foi denominada filosofia das luzes, pois se con-
siderava que nesse periodo o ser humano descobriu que através de sua razao ele é o

detentor e produtor do conhecimento, isto é, se iluminou.

As ideias destes incriveis matematicos, efervescem com a ajuda dos trabalhos
e insights de importantes filésofos da época, como Thomas Hobbes (1588-1679),
John Locke (1632-1704) e René Descartes (1643-1727).

Thomas Hobbes argumentava que o mundo e tudo nele poderia ser explicado
através de reagoes mecanicas, ou seja, sequéncias de agoes e reacoes. John Locke
defendia a independéncia intelectual. Uma de suas ideias era a de que 7onde nao
hé lei, nao ha liberdade?. René Descartes aceitava o determinismo em termos do
universo e do corpo humano. Do seu ponto de vista, o corpo pode ser determinado,

mas a alma e a forca de vontade sao livres.

Agora, vejamos uma defini¢do muito importante para este trabalho.

Definicao 1. Uma equacao diferencial é uma equacao cujas incoégnitas sao fungoes

e que contém, pelo menos, uma derivada dessas fungoes.

2 Obtencao de uma equacao diferencial num sistemamassa-mola-amor-

tecedor

Vamos nos ater a uma aplicagdo de grande interesse na fisica e na enge-
nharia, um sistema massa-mola-amortecedor. Este sistema representa um conceito
aplicavel a vérias situacoes, tais como suspensao de veiculos, circuitos elétricos,

mesas vibratorias, vibracoes de moléculas, etc.
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Vamos considerar o seguinte sistema, representado pelo esquema idealizado:

Figura 1: Ilustracao didatica do sistema massa-mola-amortecedor.

Com base na figura temos:

f(t) = Forca motora;

m = Massa;

I ¥ l
T y®) k = Constante elastica;
b = Constante de amortecimento;

y(t) = Deslocamento a partir da posigio de equilibrio.

Fonte: Rebello (2012)

Diante do sistema acima, podemos aplicar a segunda lei de Newton para
massa constante.

F=m.a.

Considerando F como forga resultante, obtemos:

F = f(t> - fmola - famort-

Notemos aqui que, quando a forga f(t) promove o movimento para cima,
existe uma reacao contraria ao movimento, exercida pelas forcas da mola e do amor-

tecedor.
Assim, vamos analisar a natureza dessas forcas.
Forga elastica (da mola)

Essa é a forca restauradora que tende a fazer a particula voltar a posicao de
equilibrio, obedecendo a lei de Hooke, a qual afirma que a forca é proporcional a

deformacao da mola.

Como a deformacao da mola ¢ exatamente igual ao valor de y(t), temos:

fmola = ky

Forca de amortecimento

O amortecimento se baseia no conceito de forca viscosa que surge na trans-

feréencia de um fluido entre duas camaras dentro do amortecedor. No nosso caso,

16



vamos considerar uma forca proporcional a velocidade, isto é:

famort = b.v.

Através de substituigoes, reescrevemos a equacgao proposta:

F=ma= f(t)—ky—bv=m.a= f(t)=m.a+bv+kuy,

—dy _ &y
lembrando que v =7 e a = 33 .

Obtemos entao que,

dy ., dy

que é uma equacao diferencial, linear, de segunda ordem, com coeficientes constantes.
A auséncia da forga motora f(t) nos leva a uma equagao diferencial homogénea, dada

por

d*y  dy
— 4+ b= +ky=0
m prE + 2t + K.y ,

cuja equagao caracteristica é dada por

mAN +b A+ k=0.

Do ponto de vista mecanico, a andlise do termo b*> — 4.m.k pode originar 3

tipos de movimentos:

Tabela 1: Tipos de amortecimento

b’ —4.m.k > 0] Supercritico
b’ —4mk=0 Critico
b —4mk<0 Subcritico

3 Exemplo

Agora, para entendermos melhor isso, vamos ver um exemplo tirado da re-

feréncia 5, o qual ilustra uma das condigoes anteriores.
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Figura 2: Oscilador forgado amortecido.

Fonte: Rebello (2012)

Considere a mesa vibratéria especial acima, munida de 4 molas, 2 amortece-
dores e um motor com massa excéntrica que gera uma forga oscilante f(¢). A massa
do conjunto em movimento corresponde a 5 kg. Nossa analise serd feita com motor

desligado f(t) = 0, com condigdes iniciais y(0) = —0,02m e y'(0) = 2m/s.

Tomando k& = 1000 N/m e b = 150 (N.s)/m obtemos a seguinte equagao

homogénea:

2 2

d*y dy . d°y dy B
S'E + (2.150).E + (4.1000) = 0 = 5.@ + 300.$ + 4000 = 0,

com equagao caracteristica

5.22 + 300.\ + 4000 = 0.

Resolvendo a equacao imediatamente acima, encontramos A = 10.000, que
gera

N =20 e X' = —40.

Portanto, temos a seguinte solugao geral,

y(t) — 01.6_20't 4 02.6_40't.

Para determinar C e Cy, derivamos y(t), obtendo:

yl (t) = —20.01.e 20" — 40.Cy.e™ 0.
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Aplicamos as condicoes iniciais, chegando em

—0, 02 = Cl + CQ e 2= —20.01 — 4002

Sistematizando e resolvendo, temos:

Cy =3/50=0,06, dai Cy=—2/25=—0,08.

Portanto, encontramos a seguinte combinacao linear como solucao

y (t) = 0,06.e 2% —0,08.e ",

com grafico

Figura 3: Movimento superamortecido.

~B.015

Fonte: Rebello (2012)

Neste caso o sistema é supercritico e, portanto, nao tem oscilagao periddica,

em funcao do forte amortecimento.

4 Conclusao

Podemos concluir com este trabalho que, de fato, as equacoes diferenciais
assumem um papel indispensavel na construcao de modelos matematicos para re-

solugao de problemas nas areas da fisica e engenharia.
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Resumo.

Um dos nimeros mais famosos da histéria é o nimero pi (7), que possui
grande significancia na Matematica, por estar ligado a solucao de varios problemas
e por ser dotado de um conjunto grande de historias ricas em detalhes. Ele cor-
responde a razao entre o comprimento de um circulo e o seu diametro. E também
um numero irracional, cujo valor ajuda no calculo tanto do perimetro quanto da
area de circulos. No presente trabalho, o intuito é relatar um pouco da historia
do numero 7, evidenciando porque ele é uma das mais importantes constantes do
universo matematico, e demonstrar, com o auxilio da Anélise Matematica, algu-
mas propriedades desse nimero. Nesse sentido, apresenta-se sobre o entendimento
e percepcoes de alguns povos e mateméaticos acerca do nimero, sua relacao com a
circunferéncia e sobre uma de suas propriedades: a irracionalidade.

Palavra-chave. Numero 7 . Histéria . Demonstracao. Irracionalidade.

Introducao

As evidéncias sobre a utilizacdo do nuimero 7 indicam que ele ja era usado
h& cerca de 4.000 anos, sendo uma relacao constante entre a circunferéncia e o
seu diametro, percebida por muitas civilizagoes antigas.[5] No antigo testamento da
Biblia, em I Reis 7:23, temos que: “E ele (Salomao) fez também um lago de dez
cubitos, de margem a margem, circular, cinco cubitos de fundo, e trinta ctibitos em
redor”. Este mesmo verso aparece também em II Cronicas 4:2. A leitura biblica
percorre uma lista de especificagoes para o grande templo de Salomao, construido
cerca de 950 a.C. A circunferéncia era trés vezes o tamanho do diametro. Isto signi-
fica que os antigos Hebreus se contentavam em atribuir a 7 o valor 3, determinado
possivelmente através de algumas medigoes. Os povos egipcios perceberam que o

valor da razao entre o comprimento ¢ de uma circunferéncia e o seu diametro d é
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a mesma para qualquer circunferéncia. Além disso, associavam esse valor ao do 7,
sendo de aproximadamente 3,16, ou seja, m = 5. Acredita-se que essa aproximagao
foi mais precisa que a estabelecida pelos babilonios em que consideram que ela tem o
valor 3, ja que afirmaram que o comprimento de qualquer circunferéncia era o triplo
de seu diametro. O famoso matematico grego Arquimedes, escreveu em sua obra
“Da Medida do Circulo”, que o niimero 7 relaciona-se com o comprimento da circun-
feréncia. Nessa época, ja se tinha a nogao que a razao entre o comprimento de uma
circunferéncia pelo seu diametro resultava em uma certa “constante”. Arquimedes,
utilizando poligonos regulares inscritos e circunscritos em uma circunferéncia, cons-
truiu uma aproximagao para o numero 7, calculando o perimetro desses poligonos
regulares. Quanto mais lados ele acrescentava no poligono, mais refinada ia sendo a
sua aproximacgao. Através do poligono regular de 96 lados, ele calculou uma apro-
ximacgao para m da forma:

3+10< <3+1
717 7

Atualmente alguns pesquisadores véem calculando e quebrando o recorde da precisao
das casas decimais do nimero 7. De acordo com[6] o dltimo recorde mundial foi em
2021 pela Universidade de Ciéncias Aplicadas de Graubiinden, na Suica, com 62,8
trilhoes de casas decimais. Anteriormente a isso foram computadas 50 trilhoes de
casas decimais, que acabaram superando os 31,4 trilhoes de digitos passados.

Conforme [2], devido ao fato do niimero 7 ser composto por infinitas casas decimais e
nao ser possivel a visualizacao do periodo delas, alguns autores e professores utilizam
desse argumento para afirmar que ele é irracional. Entretanto, essa justificativa nao
¢é valida, e no presente trabalho essa propriedade sera demonstrada com o auxilio
da Anélise Matematica, além de ser apresentada um pouco da histéria do nimero

m, utilizando o método da pesquisa bibliogréfica.

O ntmero 7 ¢ utilizado para calculos envolvendo corpos circulares, como o
comprimento da circunferéncia, a area do circulo, o volume e area de cones, cilindros,
tronco do cone, entre outros solidos geométricos. Por exemplo, o volume do cilindro

circular reto é calculado pela férmula:

V=n-1r>h

22



Figura 1: Cilindro.
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Fonte: Elaborada pelos autores (2022)

Esses célculos sao essenciais para compreender melhor a forma geométrica.
Fica evidenciada assim a importancia dessa constante, inclusive na solucao de pro-

blemas praticos.

Neste trabalho, estudamos a irracionalidade de m e um pouco de sua historia,

utilizando o método da pesquisa bibliogréfica.

1 Desenvolvimento

Como citamos anteriormente, o niimero 7w exerceu grande fascinio em varias
civilizacoes ao longo dos séculos. O quadro abaixo mostra algumas aproximacgoes

para o valor de 7, adotadas em diferentes datas.

Com o passar do tempo, as civilizagoes compreenderam que nimeros como
7 e /2 sdo diferentes dos nimeros inteiros, assim como dos nimeros racionais.
Alguns povos perceberam entdo a irracionalidade de v/2, o que ocorreu para 7

apenas posteriormente. A seguir, apresentamos uma prova de que 7 € irracional.

1.1 A irracionalidade de 7
Comecamos esta secdo com uma pergunta bem simples de ser respondida:
“Se um numero ¢ irracional, entao o quadrado dele também ¢é irracional?”

A resposta é nio, como por exemplo se tomarmos = = v/2, sabemos que z é

um numero irracional mas o seu quadrado nao ¢ irracional.

Agora a questao reciproca: “Se o quadrado de um numero é irracional, entao
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Origem/autor Data Valor

Babilonia 2000 a. C. 34+ =

16 2
Egito (Papiro de Ahmes) | 1650 a. C. (—6)

9
22
Arquimedes 250 a. C. -
377
Ptol 150 d. C. —
olomeu 50d. C 120
China (Liu Hui) ca. 220 d. C. | 3,14159
. : 355
China (Tsu Chung Chih) | 480 d. C. 113

esse numero é irracional?”
2
. .. a , . ., a
Aqui a resposta é sim, uma vez que, se T = 3 ¢é racional , entao x° = 72 € Q.

Nesse sentido, mostrar que o quadrado de um niimero € irracional é um resul-
tado mais forte do que mostrar que o proprio niimero é irracional. Por este motivo,
apresentaremos a seguir uma forma resumida de demonstrar a irracionalidade de

2 ¢ irracional. Como as

m, e na proxima secao mostraremos com detalhes que 7w
demonstragoes sao bastante semelhantes, optamos por evidenciar o resultado mais

forte.

A primeira prova conhecida da irracionalidade de 7 foi apresentada pelo ma-
tematico francés Johann Heinrich Lambert, em 1761, utilizando fragoes continuas.
J& a demonstracao comumente vista na graduacao em Matematica é através da su-
posicao de que 7 é um numero racional para se chegar a um absurdo, e esta é a que

apresentaremos brevemente a seguir.

Teorema 1. O numero 7 € irracional.
Passos da demonstragao. Demonstracao completa em [3]

i P . . a
e Supor que 7 é um numero racional, ou seja, T = 7 com a,b € 7.
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e Definir:

f@) = f2@) + fO@) = (1)

onde o valor de n sera escolhido posteriormente.

e Mostrar que f)(0) e fU)(x) sdo niimeros inteiros, ¥ j > 0.

e Provar que:

/0 " fla)sen(z)dz € Z.

s
1
e Concluir que / f(z)sen(z)dx é um inteiro entre 0 e —, o que é um absurdo.
0

]

2 A irracionalidade de 72

Nesta secao apresentaremos a demonstracao da irracionalidade de 72, o que
nos garantird que 7 é irracional. 4]

Teorema 2. O niumero w2 € irracional.

Demonstragao. Sejam n um inteiro positivo, = € (0,1) e:

(1 —ax)"
o) =—=r—"
Utilizando o Teorema Binomial, obtemos:

iy = a7 S (n) VN | ic o
n! n! e \k n! e

m=n

onde os coeficientes ¢, sao inteiros. Além disso, como 0 < x < 1, obtemos:

0<f(x)<%.

(2)

) . . a ~ . .
Suponhamos por absurdo que 72 é racional, ou seja, 72 = —, onde a e b sdo inteiros
positivos.
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Vemos que f(0) =0 e f(™(0) =0, se m < n oum > 2n. Paran <m < 2n,
temos:

f(m)(O) =—7¢, €7,
n!
pois ¢, é um numero inteiro que tem a forma:

|
o =k—" kel

(n —m)!m!’
Portanto, f(z) e todas as suas derivadas assumem valores inteiros em x = 0. Desde
que f(1—x) = f(z), o mesmo é valido para z = 1.

Agora, para = € (0, 1), definimos:
G(z) = 0" 7" f () = 7" 2 " (@) + 7 O (@) — 4 (1) ) ()],

e pelo visto anteriormente, G(0) e GG(1) sdo nimeros inteiros. Temos ainda:

%[G'(x)sen(wx) — G (x) cos(mz)] =
= G"(z)sen(rz) + 7G'(x) cos(mx)
— 7G/ (x) cos(mz) + m2G(z)sen(rx) =
= [G"(z) + TG (z)]sen(nz) =
= 0" f(x)sen(rx) =
= 12" n?" f(x)sen(rx) =

= 7r2b"b—nf(x)sen(mc) =

= m2a"sen(mz) f(z).

Assim, utilizando o Teorema Fundamental do Célculo, vemos que:

I:GOHGm)eZ

G'(z)sen(mz)

széy%mm@ﬂ@mz[ = —G@ﬁ%h@}

Pela equagao ,

n

! Ta
0< 7T/ a"sen(mz) f(z)dr < <1,
0

n.

para n suficientemente grande. Portanto, / é um ntmero inteiro entre 0 e 1, o que

¢ uma contradicao. O]
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3 Conclusao

Conclui-se através dos resultados estudados neste trabalho, a significancia do

nimero 7 no campo da Matematica. Notou-se a partir de uma revisao bibliografica a

grande contribuicao desta constante para a solucao de varios problemas. O nimero

m, traz consigo a historicidade dos povos e civilizacoes que o utilizam desde o inicio

dos tempos. Sendo um numero tao fascinante, naturalmente o estudo de suas pro-

priedades é de interesse da comunidade matematica, e dentre tais propriedades a

irracionalidade esté inclusa.
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Resumo. Neste trabalho discutimos a influéncia da derivada de ordem nao in-
teira segundo Caputo em dois diferentes modelos matematicos classicos, o oscilador
harmonico simples e o crescimento populacional Malthusiano. Na versao de or-
dem nao inteira do primeiro modelo, ao considerarmos uma redugao da ordem da
derivada para um ntumero nao inteiro entre 1 e 2, obtemos como solugao um osci-
lador harmonico amortecido, sugerindo que diferentes atritos do sistema, levariam
a uma diminuicao na taxa de variagao. Entretanto, no segundo modelo observamos
o comportamento oposto, uma vez que, ao considerarmos uma redugao na ordem
da derivada para um nimero nao inteiro menor que 1, obtemos solucoes que cres-
cem mais rapidamente que no caso de ordem inteira, sugerindo um aumento na
taxa de variacao do modelo. Com esses resultados podemos concluir que uma abor-
dagem de ordem nao inteira de equacgoes diferenciais ordinarias pode influenciar o
comportamento da solucao de cada modelo de modo distinto. Esse tipo de veri-
ficagao contribui para o estudo de interpretacoes fisicas e geométricas da derivada
fracionaria.

Palavras-chave. Célculo Fracionario. Oscilador Harmonico. Crescimento Popula-
cional Malthusiano. Derivada Fracionaria segundo Caputo.

Introducao

O Calculo de ordem nao inteira, usualmente chamado de Céalculo Fracionario
¢ a area da Matematica que estuda extensoes para os conceitos de derivada e integral
em ordens arbitrarias. Tais conceitos expandem nossas possibilidades em aplicagoes
matematicas, como por exemplo no estudo de equacgoes diferenciais envolvendo de-
rivadas de ordem nao inteiras. Considerando uma equacao diferencial que descreve
um fenomeno especifico, uma maneira de usar a modelagem fracionaria é substituir
as derivadas de ordem inteira por derivadas nao inteiras, geralmente com ordem
menor ou igual a ordem das derivadas originais, de modo que a solugao usual pode
ser recuperada como um caso particular.
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Neste trabalho, cuja a principal referéncia é o artigo [I], discutimos a in-
fluéncia da ordem fracionaria em dois diferentes modelos matematicos classicos, o
oscilador harmonico simples e o crescimento populacional Malthusiano. Na versao
fracionaria do primeiro modelo, consideramos a derivada fracionaria segundo Caputo
de ordem 1 < o < 2, e como solucao obtemos um oscilador harmoénico amortecido.
Uma possivel interpretacao fisica para este fato é que diferentes atritos do sistema,
levariam a uma diminui¢ao na taxa de variagao. Entretanto, no segundo modelo,
ao considerarmos uma derivada fracionaria segundo Caputo de ordem 0 < o < 1,
obtemos solugoes que crescem mais rapidamente que no caso de ordem inteira, que
podemos interpretar como um aumento na taxa de variacao do modelo.

Para isso, na Secao [l| introduzimos alguns resultados preliminares, como a
Transformada de Laplace e fungoes de grande importancia para o desenvolvimento
do calculo fracionario. Na Secao [2| apresentamos a integral fracionéria e a derivada
segundo Caputo juntamente a sua Transformada de Laplace. Na Secao |3 discutimos
a versao fracionaria do oscilador harmoénico. Por fim, na Segao [f apresentamos a
versao fracionaria do modelo de crescimento populacional Malthusiano.

1 Conceitos preliminares

Nesta secao incluiremos conceitos essenciais para o entendimento do contetido
deste trabalho.

1.1 Transformada de Laplace

No que segue apresentamos a definicao da Transformada de Laplace e algumas
de suas propriedades.

Definigao 1. Seja f(t) uma funcao definida no intervalo 0 <t < oco. Definimos a
transformada de Laplace de f(t), denotada por Z[f(t)] ou F(s), como a integral

Pl = 21f0) = [ e

onde s, o parametro da transformada, € tal que s > 0.

Pela definicao acima podemos provar a linearidade da Transformada de La-
place. De fato, para quaisquer valores o, 5 € R e f(t), f(t) fungoes cujas ZL{f(t)}
e Z{g(t)} existam, temos pela linearidade da integral

2 {af(t) + Bg(t)}) = / " (@f (1) + Bg(t)) edt

— /OOO af(t)e *dt + /OO Bg(t)e *tdt
_ / Flt)e *tdt + 8 / e dt

= aZ{f()} + 8L {9(t)

29



Tratando-se de problemas de valor inicial é necessario conhecer a Transfor-
mada de Laplace das derivadas da funcao f. Enunciamos, no teorema abaixo, a
propriedade de que a transformada da derivada de ordem n de uma fungao pode ser
escrita em termos da transformada da funcao. A demonstracao deste teorema pode
ser consultada em [3].

Teorema 1. Seja f uma funcdo tal que f, ', f",---, f" Y sdo continuas e f™ ¢
continua por partes em qualquer intervalo 0 <t < A. Além disso, suponhamos que
f e todas as derivadas de ordem até n sejam de ordem exponencial, isto €, existem
constantes k,a e M tais que

[F)] < ke, [f/ (0] < ke, [FOV(@)] < ke, parat > M.
Entio, Z[f™(t)] existe para s > a e é dada por

LI O] = "L O] =" F0) =+ = sf77H(0) = fU7V(0).

A transformada de Laplace do produto de duas fungoes nao necessariamente é
igual ao produto das transformadas. Porém tal propriedade é valida para o produto
de convolucao definido abaixo.

Definicao 2. Sejam f(t) e g(t) duas funcoes de ordem exponencial o e 5, com trans-
formada de Laplace F(s) e G(s) respectivamente, no intervalo [0,00). Definimos o
produto de convolugao de f(t) e g(t), denotado por (f % g) como sendo

(f % g)(t) = / £t — r)g(r)dr = / f(r)g(t — 7)dr.

Proposicao 1. Sejam f(t) e g(t) duas funcgoes definidas no intervalo 0 <t < oo e
de ordem exponencial. Temos

ZLI(fxg9)®)] = Z1f()] - Z]g(1)].

A demonstracao da propriedade acima pode ser consultada em [2].

A transformada de Laplace sera utilizada na resolucao de problemas de valo-
res iniciais envolvendo equagoes diferenciais, obtendo assim uma equagoes algébricas.
Para recuperarmos as solugoes dos problemas de partida, podemos aplicar a propri-
edade de que .Z[f(t)] admite inversa, denotada por £~ '[F(s)], cuja a férmula geral
nés omitimos uma vez que envolve uma integral de funcao de varidvel complexa,
o qual ndo se aplica neste trabalho. No entanto, pode ser provado que dada f(t)
uma fungao continua com a transformada de Laplace F'(s), ndo existe outra fungao
continua possuindo a mesma transformada F'(s).

1.2 Funcoes especiais
Nesta se¢ao definimos algumas func¢oes importantes para o estudo do Célculo
Fracionario. Iniciamos com a Fun¢gao Gamma que é essencial para definir a integral

de ordem nao inteira.
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Definicao 3. A funcdo Gamma ¢ dada pela sequinte integral,

[(x) :/ e " dt, Vx> 0.
0

A Funcao Gamma é dita como uma generalizacao do fatorial para nimeros
reais em virtude da propriedade abaixo.

Teorema 2. Paran € N, vale a igualdade
['(n) = / e "t = (n — 1)
0

Demonstracao. A demonstracao segue por inducao em n. Paran =1

F(l):/ ettlldt:/ e ldt =1=0.
0 0

Logo é valido paran = 1. Agora suponhamos a igualdade valida para n, e mostremos
a validade para n + 1, ou seja, I'(n + 1) = n!l. Para isso, utilizamos integragao por
partes, obtendo

I'n+1)= / e 'thdt = [—e M)IE + n/ e "t = nI'(n) = n(n — 1)! = n!,
0 0

lim e~ * = 0. O

uma vez que [—e {t*]IZ00 = —
t—o0

Teorema 3. Dado x > 0, temos a sequinte propriedade da funcao Gamma
I(z+1) =al'(z). (1)
Demonstracao. Integrando por partes, temos

Iz+1)= / e "t = [—e IS + x/ e 't ldt = ol (z).
0 0

Pelo resultado do teorema acima, para z > 0 temos

F(ZL‘-f—l)'

[(x) = -

O lado direito desta equagao esta bem definido para valores de —1 < z < 0. Logo
podemos definir o lado esquerdo também para valores obtidos do lado direito. Sendo
assim podemos estender o dominio de I' para —1 < x < 0. Realizando o mesmo
raciocinio para os intervalos —2 < z < —1 e os préximos seguindo esse padrao,
temos uma extensao do dominio dessa funcao para todos os reais nao nulos, com
excessao dos inteiros negativos.

Abaixo definimos a Fungao de Gel’fand-Shilov e calculamos a sua Transfor-
mada de Laplace, que utilizaremos nas segoes seguintes.
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Definicao 4. Sejam n € N e a um numero nao inteiro. Definimos a func¢ao de
Gel’fand-Shilov de ordem n e «, respectivamente, por

gn—1 toe—1
qbn(t):{m’ et qﬁa(t):{r(aw se t 20

0, set <0 0, set<O0

Aplicando a transformada de Laplace na funcao Gel’fand Shilov, introduzindo
a mudanca de variavel a = st e utilizando, na 1iltima igualdade, a definicao da Func¢ao
Gamma, temos

> to-t 1 1 [~ a\ o1 C e
A = e st dt = —/ e ¢ (—) da = / e a® tda = s7°.
o= [t =, T(a) s
(2)
Para a resolucao das equacoes diferenciais ordinéarias presente nos modelos fra-
cionarios que discutimos nas proximas segoes, utilizamos a Transformada de Laplace

da fungao E,(+at®), onde a é uma constante e E,(t) é a Funcao de Mittag-Leffler
de um parametro que definimos a seguir.

Definigao 5. Denotada por E.(t), com o« > 0 e t > 0, definimos a Fun¢ao de
Mittag-Leffler de wm parametro pela sequinte série

o0

tk
Bal) = Fak 7 1)

k=0

A funcao acima é considerada uma generalizacao fracionaria da funcao expo-
nencial, uma vez que F;(t) = €.

Suponhamos agora s > |a|. Assim, pela defini¢ao de Transformada de Laplace
e da Funcao de Mittag-Leffler, segue que

(:l:a)k > —stya
F(T—i—l)/o etk dr.  (3)

Fazendo a mudanca de variavel u = st, e pela definicao de Funcao Gamma, temos

oo—stozk _ OO_u uakdu_ 1 Oo—u ak o 1
/Oe tdt—/o e (;) ?_sa’““/o e "u du-SaHlF(OzkﬁLl).

Substituindo em , obtemos

wy TS [#a]” 101 51
L[Ea(£at®)] = gz [s_a] =132 - sexa (4)
=0 + +

hE

ZLNEy(£at®)] = /000 e ' By (fat®)dt =

=
I

0

2 CAalculo Fracionario

Nesta secao apresentamos a definicao da integral fracionédria e a derivada
fracionaria segundo Caputo. Destacamos que neste trabalho consideramos o caso
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real destas definicoes, porém tais conceitos podem ser estendidos a ordem complexas
(ver [2]).

Iniciamos apresentando o teorema abaixo que fornece uma férmula geral para
o operador integral de ordem inteira n.

Teorema 4. Seja f(t) : R — R integravel. A integral de ordem n € N € dada por:

i = [ pwr )

Demonstracao. A prova sera feita por indugao sobre n. Para n = 1, temos

/f dT—/O ((T)(ll)_l)f(T)dT.

Consideremos a igualdade valida para n e mostremos a validade para n + 1.
Assim, invertendo a ordem de integragao, temos

") = [ f(t) // W=D drdu

n—l

I / / v 71 (1)dudr.
(n—

Calculando a primeira integral, obtemos

s = [ pen
O

A generalizagao do operador integral de ordem inteira para o de ordem nao
inteira é possivel valendo-se da generalizacao fracionaria do conceito de fatorial
utilizando a fungao Gamma.

Definicao 6. Seja f(t) uma funcao integrdavel. A integral fraciondria de Riemann-
Liowville de ordem v > 0 de f(t) denotada por I" f(t) é definida como sendo:

VNFWMHﬂﬂjégﬁg;NMr

Definimos também que I°f(t) = f(t).

Definicao 7. Sejam >0 en €N, tal que, n —1 < f <n. A derivada de Caputo
de ordem B de f(x), com x > 0, denotada por DPf(z), € definida como

B () = I BD" )] = — AN
D’ f(x) = " P[D" f(a) ml( _dr.

Observemos que se 3 = n, entdo D?[f(z)] = " P[D"f(x)] = I°[D"f(x)] =

33



D" f(x). Isto é, a derivada usual é um caso particular da derivada fracionaria segundo
Caputo.

Teorema 5. Sejam >0 en €N, tal que, n —1 < <n. Entao

ZD°f(t)] = " LD f(1)].

Demonstracao. Pelas Defini¢oes |§| e |7l Proposicao [1| e a equacao
LD f(t)] = LI PD"f(t)] = L]bu-p(t)xD" f(t)] = L pn-s(t)]-L[D"f(t)] = s "L [D"f(2)].
O

3 Oscilador Harmonico Fracionario

Consideremos o oscilador harmonico simples dado pela equacao
d? 9 B
d—tﬁ(t) + wp(t) = 0,

com condigoes iniciais z(0) = zy e 2/(0) = 0, onde w? é a razdo entre a constante da
mola e a massa.

Substituindo a derivada de ordem 2 pela derivada fracionaria de ordem 1 <
a < 2, obtemos o oscilador harmonico fracionario de equacao

D%x(t) + wx(t) =0 (6)

onde w2 = w®. Aplicando a transformada de Laplace e usando sua linearidade, segue
que
ZL[D%x(t)] + w*ZL[x(t)] = 0.

Pelo Teorema |5 (com n = 2) e Teorema [l} temos
s 2 L[D*r(t)]+w* Lr(t)] =0 = s*?[s*Lx(t)]—s2(0)—2'(0)] +w* L[x(t)] = 0.

Denotando X (s) = Z[z(t)], e substituindo as condigdes iniciais, concluimos que

Sa—l

X(S) = s +wax0.

Portanto, temos pela equagao (4)), a solugao da equagao diferencial fracionéria (@,
com condigoes iniciais x(0) =z e 2/(0) =0, é

x(t) = zoEo(—wt®).
Na Figura [l} esbocamos alguns gréficos de x(t) para diferentes valores da ordem .
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Figura 1: Gréficos da solugao do oscilador harménico fracionério para diferentes valores
da ordem a.

== ==a=1.65

Fonte: Elaboracao prépria.

Pela Figura [1| podemos verificar que quando « tende a 2, temos que o caso
inteiro € um caso particular do caso fracionario, ou seja, o oscilador harmoénico
simples é um caso particular do oscilador harmoénico fracionario. De fato, basta ver
que

hI% 2(t) = 2o Eay(—w?t?) = ¢ cos(wt).
a—

4 Crescimento Populacional Malthusiano Fracionario

O modelo de crescimento populacional Malthusiano, proposto por Malthus
em 1798, é aplicado em problemas envolvendo uma dinamica populacional e ampla-
mente estudado na literatura. Pode ser utilizado, por exemplo, em populagoes de
microrganismos, como bactérias e fungos.

De um modo geral, consideramos uma populacao cujo o nimero de individuos
no instante ¢ varia em uma taxa de variacao proprocional a este numero. Isto é,
sendo P(t) a populagdo no instante ¢ e k& € R a constante de proporcionalidade,
podemos escrever a seguinte equagao diferencial ordinéria

dP(t)

= = kP(). (7)

Substituindo em @ a derivada de ordem 1 pela derivada fracionaria segundo
Caputo de ordem 0 < a < 1, obtemos a equagao do modelo de crescimento popula-
cional fracionario,

d*P(t)
dt>
Aplicando a transformada de Laplace e usando sua linearidade, segue que

= kP(t). (8)

ZIDP(t)] — kZ[P(t)] = 0. 9)
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Pelo Teorema [5| (com n=1) e Teorema
s* T ZIDP(t)] — kZL[P(t)] =0 = s* '[sZL[P(t)] — P(0)] — kZ[P(t)] = 0.

Denotando F(s) = Z[P(t)], e substituindo a condigao iniciail, concluimos que

a—1

F(S) = P07 (10)

s — k

sendo Py = P(0) a populagao inicial.

Portanto, pela equacgao , temos que a solucao da equagao diferencial fra-
ciondria (8), com condigao inicial P(0) = Py, é

P(t) = By E,(kt?). (11)
Na Figura |2, esbocamos alguns gréaficos de P(t) para diferentes valores da
ordem a.

Figura 2: Gréficos da solugao do modelo de crescimento populacional malthusiano fra-
ciondrio para difentes valores da ordem c.

x(t)

Fonte: Elaboracao prépria.

Pela Figura [2] podemos verificar que quando a ordem « tende a 1, temos que
0 caso inteiro é um caso particular do caso fracionario, assim como no oscilador
harmonico. De fato, basta ver que

lim P(t) = PyEy(kt) = Pye*".

a—1

5 Conclusao

A abordagem fracionaria em modelos matematicos, tem sido utilizada afim de
aumentar sua precisao e obter um modelo o mais préximo possivel a realidade. De
fato, ao modelar um problema especifico, é comum adotar algumas simplificagoes,
que se forem consideradas no modelo, em geral implicam numa diminui¢ao da taxa
de variagao envolvida. Portanto, em alguns casos, ao invés de considerar diversos
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fatores na equacao, a influéncia destes pode ser estimada na ordem da derivada.

Isso ocorre no caso do Oscilador Harménico Fraciondrio, abordado na Segao 3],
pois ao substituirmos a ordem 2 da derivada do oscilador cldssico para a ordem nao
inteira 1 < a < 2, obtemos um oscilador harmonico amortecido. Ou seja, é possivel
considerar todo o atrito do sistema, a partir da reducao da ordem da equagao para
um numero nao inteiro entre um e dois.

Por outro lado, no caso do crescimento exponencial fracionario, abordado
na Secao |4l temos um comportamento diferente, pois substituindo a ordem um da
derivada para a ordem nao inteira 0 < o < 1, o crescimento ocorre mais rapido.

Por fim, podemos concluir que uma abordagem fracionaria do problema com
redugao de ordem, pode influenciar o comportamento da solucao de cada modelo de
modo distinto. Esse tipo de verificacao contribui para buscar interpretacoes fisicas
e geométricas da derivada fracionaria.
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Resumo. H& alguns anos o virus Zika passou a ser motivo de preocupagao no
Brasil, principalmente devido a relagao existente entre a contaminacao de gestantes
e a ocorréncia de microcefalia em recém-nascidos. Para evitar novos surtos da doenca
¢ importante acompanhar sua inci-déncia, principalmente em Minas Gerais, segundo
estado mais populoso do pais. Conside-rando a possibilidade de dependéncia espacial
na prevaléncia da doenca, a metodologia geo-estatistica pode ser 1til nesta anélise.
Assim, os objetivos desta pesquisa foram identificar a ocorréncia de dependéncia
espacial na prevaléncia de Zika virus nos municipios do estado de Minas Gerais;
mapear e comparar a prevaléncia do virus nos anos de 2016 a 2021; e identifi-
car aglomerados de municipios com as maiores ocorréncias da doenga. Para tanto,
utilizou-se semivariogramas para identificar a ocorréncia de dependéncia espacial e a
interpolacao por Krigagem para mapear a prevaléncia anual de Zika. Apds o pico da
doenca em 2016, a prevaléncia reduziu significativamente nos anos de 2017 e 2018,
apresentou uma tendéncia de crescimento em 2019 e 2020 e voltou a reduzir em 2021.
Os semivariogramas apontaram a ocorréncia de dependéncia espacial para todos os
anos analisados, o que possibilitou a uti-lizacao da geoestatistica. O mapeamento
por krigagem permitiu identificar ao longo dos anos aglomerados de municipios,
localizados no Norte de Minas, Vale do Rio Doce e Trian-gulo Mineiro, que parecem
reunir caracteristicas climaticas e sociais mais favoraveis a ocor-réncia da doenca, se
destacando com as maiores prevaléncias em praticamente todos os anos analisados.

Palavras-chave. Semivariogramas. Krigagem. Microcefalia.

Introducao

H4 alguns anos o virus Zika passou a ser motivo de preocupac¢ao no Brasil.
No inicio de 2015 ocorreu um surto deste virus no nordeste do pais e neste mesmo

ano identificou-se uma relacao entre a contaminacao de gestantes e a ocorréncia
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de microcefalia em recém-nascidos (SCHULER-FACCCINI et al., 2016). Posterior-
mente, verificou-se uma possivel associacao do virus com um aumento na incidéncia

da sindrome de Guillain-Barré em adultos (KASSAVETIS et al., 2016).

O Zika é transmitido principalmente pelo mosquito Aedes aegypti e embora
varias vacinas tenham sido desenvolvidas nos tltimos anos, nenhuma ainda foi apro-
vada e existem muitos desafios a serem vencidos nas etapas finais de avaliagao (CAS-
TANHA; MARQUES, 2020). Dessa forma, é de extrema importancia acompanhar
a incidéncia de casos, o que pode ser feito por meio de metodologias estatisticas
especificas. Uma destas metodologias é a geoestatistica que possibilita modelar e
mapear uma variavel, por meio da identificacao de dependéncia espacial entre os
pontos amostrais (GREGO; OLIVEIRA; VIEIRA, 2014).

Sob dependéncia, os dados coletados em pontos mais proximos tendem a ser
mais parecidos em comparagao aqueles coletados em pontos mais distantes (OLI-
VER, 2013). E provavel que municipios mais préximos reinam caracteristicas mais

favoraveis para ocorréncia da doenca, gerando dependéncia espacial.

Métodos geoestatisticos tém sido utilizados para analisar a distribuicao es-
pacial de doengas (SILVA et al., 2015; FONSECA; GARCIA, 2021). No entanto
parecem ainda nao terem sido utilizados para analise da prevaléncia de Zika, especi-
almente no estado de Minas Gerais, que de acordo com dados disponiveis no site do
ministério da satude, até 2021 havia registrado 24428 casos da doenca, o que equivale

ao quarto maior nimero de casos do pafs.

Desde 2020 o Brasil e o mundo enfrentam a pandemia de Covid-19 e mesmo
que o momento exija total atengao, é preciso continuar acompanhando a incidéncia
do virus de forma a evitar novos surtos da doenga. Neste contexto, mapear a
prevaléncia do virus ao longo dos anos pode ser extremamente util. Assim, os
objetivos desta pesquisa foram: identificar a ocorréncia de dependéncia espacial
na prevaléncia de Zika virus nos municipios do estado de Minas Gerais; mapear e
comparar a prevaléncia do virus neste estado nos anos de 2016 a 2021; e identificar

aglomerados de municipios com as maiores ocorréncias da doenga.

1 Metodologia

Para atingir os objetivos deste trabalho foram utilizados dados da ocorréncia
de Zika no estado de Minas Gerais, provenientes do Sistema de Informagao de Agra-
vos de Notificagao (SINAN), disponiveis no site do ministério da satide (DATASUS).
Realizou-se um levantamento do nimero de casos confirmados por municipio de

residéncia para cada ano entre 2016 e 2021. Posteriormente, calculou-se a pre-
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valéncia de Zika, por cem mil habitantes, para cada municipio (Pz), dada por

p, - mero de casos da doenga 005 (ORGANIZACAO PAN-AMERICANA

populacao residente
DA SAUDE - OPAS, 2010).

Para a realizagao da analise geoestatistica foram obtidas as coordenadas ge-
ograficas dos municipios de Minas Gerais. Anterior a essa andlise, a variavel pre-
valéncia de Zika virus (Pz) foi submetida & andlise descritiva, com o célculo de
média aritmética, variancia, desvio padrao e coeficiente de variacao. Posteriormente
realizou-se uma analise exploratéria investigando a ocorréncia de assimetrias e ou-

tliers nos dados, situagoes com grande influéncia na analise geoestatistica.

Apods a andlise exploratoria iniciou-se a andlise geoestatistica com a cons-
trugao dos graficos denominados semivariogramas experimentais, permitindo a iden-
tificagdo da existéncia de dependéncia espacial da varidvel Pz. O semivariograma
experimental foi formado pelas semivariancias, 7 (h), e pelas distancias (h) entre os

pontos amostrais. A semivariancia, para cada distancia, foi calculada utilizando o
N(h)
1
T 2N (h) ; [2 (si) — 2 (si + h)]Qa onde N(h) é o nimero de pares

possiveis para a distancia (h) entre as observagoes z (s;) e z(s; + h), representando

estimador 4 (h)

respectivamente os valores das varidveis nas posigoes s; e s; + h (MATHERON,
1962).

Posteriormente ajustou-se modelos tedricos de semivariogramas as semivariancias
experi-mentais. Este ajuste possibilitou a estimativa dos seguintes parametros: pa-

tamar (C'), alcance («) da dependéncia espacial e efeito pepita (Cj).

Sob dependéncia espacial, utilizou-se o método de interpolacao de dados de-
nominado krigagem ordinaria. Os valores da prevaléncia de Zika virus, dentro do
estado foram interpolados pela seguinte combinacao linear z* (so) = > \iz (s4),
onde n, é a quantidade de vizinhos, z (s;), envolvidos na estimativa, e A; sdo os pe-
sos associados a cada valor z (s;), sendo cada peso obtido conforme a variabilidade

espacial expressa no semivariograma (VIEIRA, 2000).

Com as estimativas, construiu-se mapas, representando a distribuicao espacial
da preva-léncia do virus no estado de Minas Gerais. Os mapas foram utilizados para
identificar aglomerados de municipios com comportamento semelhante em relagao
a prevaléncia da doenca. Além disso, comparou-se os mapas anuais, para a analise
do comportamento temporal. As andlises estatisticas foram feitas no software R
(R CORE TEAM, 2020) e para anélise geoestatistica utilizou-se o pacote geoR do
software R (RIBEIRO JUNIOR E DIGGLE, 2020).
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2 Resultados e Discussao

Um diagnéstico inicial da prevaléncia anual média de Zika virus, nos mu-
nicipios do estado de Minas Gerais, apontou que 2016 foi o ano de maior prevaléncia
(112,02 casos/100 mil habitantes), com reducao significativa nos anos de 2017 (29,11
casos / 100 mil habitantes) e 2018 (15,09 casos por 100 mil habitantes) (Tabela 1).
E provavel que essa reducao seja consequéncia de varias agoes adotadas para enfren-
tamento do virus. Apds con-firmar a relagao causal entre a infecgao pelo virus em
gestantes e a ocorréncia de microcefa-lia em bebés, as autoridades nacionais foca-
ram no combate ao principal vetor da doenca (Aedes aegypti), no desenvolvimento

de protocolos e no fomento a pesquisa (GARCIA, 2018).

Nos anos de 2019 e 2020 a prevaléncia de Zika apresentou uma tendéncia
de cresci-mento, com grande reducdo em 2021 (Tabela 1), porém ¢é possivel que o
numero de casos nos anos de 2020 e 2021 seja maior do que o notificado. Desde
o inicio da pandemia de Co-vid-19 verificou-se uma reducao na procura por aten-
dimentos médicos, além disso, é possi-vel que os esforcos para o enfrentamento da
pandemia tenham gerado uma subnotificacdo ou atraso nas notificagoes das arbovi-
roses, como dengue, chikungunya e Zika (BRASIL, 2021).

Na Tabela 1 é possivel perceber o quanto os valores do desvio padrao excedem
os da média aritmética, resultando em altos coeficientes de variacao (superiores
a 174,58%). Estes resultados mostram a grande variabilidade existente entre os
municipios, pois enquanto em alguns existem poucos ou nenhum registro de casos
confirmados outros acumulam varios casos ao longo dos anos. A dinamica do Aedes
aegypti pode ser influenciada por varios fatores como temperatura, umidade relativa
do ar e pluviosidade (VIANA; IGNOTTI, 2013). Dessa forma, é provavel que alguns

municipios possuam caracteristicas mais favoraveis a sua proliferagao.

Tabela 1: Estatisticas Descritivas da prevaléncia de Zika virus por 100 mil habitan-
tes, nos municipios de Minas Gerais.

Anos Média Variancia Desvio Padrao Coeficiente de Variacao

2016 112,02 236,42 236,42 211,05
2017 29,11  12474,26 111,69 383,63
2018 15,09 429,99 20,74 137,37
2019 34,33 3592,39 59,94 174,58
2020 33,32 9878,39 99,39 298,26
2021 13,38 811,42 28,48 212,83

Fonte: elaborado pelo autor (2022)
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Ao analisar a presenga de valores discrepantes (”outliers”) e assimetrias,

Y

identificou-se grande quantidade de ”outliers”, além de um comportamento alta-
mente assimétrico a direita para todos os anos analisados. Devido ao fato dessas
situacoes prejudicarem a estrutura do semi-variograma e as estimativas de krigagem,
tornou-se necessario realizar a transformagao loga-ritmica dos dados. Dessa forma,

as semivariancias foram calculadas com os dados transformados.

Os semivariogramas experimentais (Figuras 1A-F) apontaram a existéncia de
depen-déncia espacial para todos os anos analisados, confirmando a hipdtese de que
municipios mais préximos reunem caracteristicas mais favoraveis para ocorréncia da
doenca. O modelo tedrico exponencial foi o que melhor se ajustou as semivariancias
para os anos de 2016, 2017, 2018 e 2020 (Figura 3A?C e E), enquanto o modelo
esférico se ajustou melhor as se-mivariancias dos anos de 2019 e 2021 (Figura 3D e F),
devido ao comportamento linear nas menores distancias. No ano de 2016 o alcance
da dependeéncia espacial foi de aproximadamente 175 km, indicando que municipios
distanciados em até 175 km apresentam prevalén-cias de Zika mais parecidas do que
aqueles cuja distancia supera esse valor. Para os anos de 2017, 2018, 2019, 2020 e
2021 os alcances foram de aproximadamente 156 km, 177 km, 390 km, 261 km e 208

km.

Figura 1: Semivariogramas experimentais das prevaléncias médias anuais de Zika
virus por 100 mil habitantes, nos municipios de Minas Gerais, nos anos de 2016 (A),
2017 (B), 2018 (C), 2019 (D), 2020 (E) e 2021 (F).
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Analisando o mapa do ano de 2016 (Figura 2B) é possivel perceber que o
virus se espalhou por todas as regioes de Minas Gerais. De acordo com Ferreira et
al. (2021), apds o inicio das infecgoes, os casos de Zika se expandiram rapidamente

para a maior parte do estado.

Em 2016 prevaléncias estimadas superiores a 280 casos/100 mil habitantes se
con-centraram nos municipios de Ipatinga, Caratinga, Guanhaes e Governador Va-
ladares, locali-zados no Vale do Rio Doce e em Janudria, Montes Claros, Janatba,
Pirapora e Bocaiuva, no Norte de Minas. Em Ipatinga e Caratinga estas estima-
tivas superaram 600 casos/100 mil habitantes. Prevaléncias variando de 180 a 279
casos/100 mil habitantes foram identificadas em Frutal e Uberaba, no Triangulo
Mineiro e em Pedra Azul, no Jequitinhonha. Nos demais municipios verificou-se
prevaléncias inferiores a 179 casos/100 mil habitantes, sendo que as menores pre-
valéncias (inferiores a 100/100 mil habitantes) foram estimadas em municipios do
Noroeste de Minas, do Sul e Sudoeste de Minas, da Zona da Mata, do Campo das

Vertentes, do Oeste de Minas e da regiao metropolitana de Belo Horizonte.

No ano de 2017 (Figura 2C) verificou-se uma grande reducao na prevaléncia
de Zika em todo o estado (méximo de 130 casos/100 mil habitantes), porém os
municipios com as maiores prevaléncias coincidiram com alguns municipios do ano
anterior, concentrando-se no Vale do Rio Doce (Aimorés e Governador Valadares),
Norte de Minas (Monte Claros e Pirapora) e Jequitinhonha (Pedra Azul). Em 2018
(Figura 2D) a reducao foi ainda maior, com no maximo 70 casos/100 mil habitantes,
sendo que as maiores prevaléncias ocorreram em Montes Claros, Janatiba e Bocaitva,
seguidos por Ipatinga, Aimorés, Governador Vala-dares e Vigosa, na Zona da Mata,

além de Ituiutaba no Triangulo Mineiro.

Em 2019 (Figura 2E) a prevaléncia voltou a crescer, atingindo 220 casos/100
mil habitantes com as maiores estimativas se concentrando em Pirapora, Bocaiuva
e Montes Claros. Em 2020 (Figura 2F) as maiores prevaléncias foram estimadas
para Aimorés e Governador Valadares. Em 2021 (Figura 2G) houve reducao na pre-
valéncia (méximo de 48 casos/100 mil habitantes), sendo que as maiores estimativas

foram obtidas em Janauba, Aimorés e Ituiutaba.

Comparando os mapas de 2016 a 2021 percebe-se, além da reducao de casos
apos o surto de 2016, pequenas alteracoes na distribuicao espacial da prevaléncia de
Zika entre os anos. Porém, alguns municipios do Norte de Minas, Vale do Rio Doce e
Triangulo Mineiro se destacaram com as maiores prevaléncias em praticamente todos
os anos. O Zika, assim como as demais arboviroses, sao doencas que possuem uma
distribuicao geografica baseada em locais favoraveis para os vetores e hospedeiros,

e por isso vem ganhando visibilidade em zonas tropicais, como o Vale do Rio Doce
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(LOPES, 2014). Além disso, a medida que a temperatura aumenta, ocorre um
aumento na area de transmissao de arbovirus, pois as regioes temperadas ficam mais
quentes permitindo que esses mosquitos mantenham um ciclo nessas areas (LIMA,
2016).

Ao analisar a ocorréncia de arboviroses no municipio de Montes Claros, Lage
(2021), associou a maior prevaléncia do nimero de casos a regides da cidade com
maior densidade populacional e menor acesso a saneamento bésico. Assim, além dos
fatores climaticos veri-fica-se que fatores sociais também influenciam na ocorréncia

das arboviroses.

Figura 2: (A) Mapa do estado de Minas Gerais.
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Figura 2. (B - G) Mapas de krigagem das prevaléncias médias anuais de Zika virus
por 100 mil habitantes (B - G), nos municipios de Minas Gerais.
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3 Conclusao

A geoestatistica se mostrou uma ferramenta eficiente para andlise da pre-
valéncia de Zika virus nos municipios de Minas Gerais. O mapeamento por kriga-
gem permitiu identificar ao longo dos anos aglomerados de municipios, localizados
no Norte de Minas, Vale do Rio Doce e Triangulo Mineiro, que parecem reunir carac-
teristicas climaticas e sociais mais favoraveis a ocorréncia da doenca, se destacando

com as maiores prevaléncias em pratica-mente todos os anos analisados.

E preciso continuar acompanhando essa prevaléncia, principalmente nos anos

posteriores a pandemia, de forma a possibilitar agoes efetivas para evitar novos
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surtos da doenca.
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Resumo. A Teoria de Homotopia entre espagos topoldgicos é bastante relevante em
Topologia Algébrica. Nesta teoria se estudam os espacos contrateis, que sao espacos
topologicos que possuem o mesmo tipo de homotopia de um ponto. Neste trabalho,
apresentamos conceitos e resultados sobre espacos contrateis.

Palavras-chave. Espacos topologicos. Homotopia. Espacos Contrateis.

Introducao

A Topologia Algébrica teve inicio por volta do ano 1894, por meio dos estudos
do matematico francés Henri Poincaré, através de sua série de trabalhos reunindo os

principais resultados da area, dentre eles, os resultados sobre Teoria de Homotopia.

A Teoria de Homotopia entre espacgos topoldgicos é um importante assunto

abordado em Topologia Algébrica no qual estao inseridos os espagos contrateis.

Um dos problemas estudados em Topologia é determinar quando dois espagos
topologicos dados sao homeomorfos ou nao. Embora nao existam métodos es-
pecificos para solucionar tal questao, algumas técnicas podem ser aplicadas em casos
particulares. Em alguns casos, uma das técnicas utilizadas envolve resultados vistos

quando se estudam os espacos contrateis.

Neste trabalho, o principal objetivo é apresentar conceitos e resultados sobre

os espacos topoldgicos contrateis.

As principais referéncias para o desenvolvimento deste trabalho foram [1] e

12].
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1 Homotopia

Definicao 1.1. Uma topologia num conjunto X €é uma cole¢ao T de subconjuntos
de X, chamados os subconjuntos abertos (sequndo a topologia T), satisfazendo as

sequintes condicoes:
1) X e o subconjunto ) sao abertos;

2) a reunido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subcon-

Jjunto aberto;

3) a interse¢io de uma famdlia finita de subconjuntos abertos é um subcon-

Junto aberto.

Um espago topologico (X,T) € um conjunto X no qual estd definido uma

topologia 7.

Definicao 1.2. Uma aplicacao f: X — Y, de um espaco topologico X num espaco
topoldgico Y, diz-se continua quando a imagem inversa f~(B) de todo aberto B C'Y

for um aberto em X.

Exemplo 1.1. Seja id : R — R dada por id(x) = x, para todo x € R. Se conside-
rarmos R com a topologia usual, entdao id é continua. De fato, se V € um aberto em
R, temos id (V) =V que é aberto em R.

Definicao 1.3. Sejam X um espaco topologico e x um ponto qualquer de X. Defi-
nimos a componente conexa por caminhos de x como sendo a reuniao de todos os

subconjuntos conexos por caminhos que contém .

Definicao 1.4. Sejam X e Y espacos topolégicos e f : X — YV eg: X = Y
aplicagoes continuas. Dizemos que f € homotopica a g quando existe uma aplica¢do
continua H : X x I =Y, tal que H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x), para todo x € X.
A aplicacao H chama-se homotopia entre f e g. Notacao: f ~ g.

Para cada t € I fixo, temos uma aplicacao continua H; : X — Y dada por
Hi(x) = H(z,t), para todo z € X. A cole¢do (Hy)ier é uma familia de fungoes

continuas.

Observagao 1.1. A relagio de homotopia ~ € uma relagao de equivaléncia no
conjunto de todas as funcoes continuas f : X — Y. De fato:

o ~ ¢ reflexiva: Para toda f: X — Y continua, a aplicacgo H : X x I —Y
dada por H(x,t) = f(x), para todo (x,t) € X X I, é uma homotopia entre f e f.
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Figura 1: Familia de fugoes continuas

Fonte: Autoria do autor

o ~ ¢ simétrica: Seja H : X X I — 'Y uma homotopia entre f e g. Defina
K:XxI—=Y por K(z,t) = (z,1 —t), para todo (x,t) € X x I e obtemos uma

homotopia entre g e f.

e ~ ¢ transitiva: Sejam H : X x I — Y uma homotopia entre f e g e a

aplicacao K : X x I — 'Y wma homotopia entre g e h. Defina L : X x I —Y como

Lirt) = H(x,2t), se tE[O,%},
| K(x,2t—1), se te[5,1].

Entao, a aplicacdo L € uma homotopia entre f e h.

Proposicao 1.1. Sejam f,g: X — Y aplicagcoes constantes, tal que f(x) = p, para
qualquer x € X e g(x) = q, para todo x € X. As aplicagcées f e g sdo homotdpicas
se, e somente se, p e q pertencem a mesma componente conexa por caminhos do

espaco Y .

Demonstragao. Suponhamos primeiro que f e g sao homotodpicas. Entao, existe
uma homotopia H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x), para todo
reX.

Defina uma aplicacao o : I — Y por «(t) = H(z,t), para todo t € I, e temos:

a(0)=pea(l)=q
Assim, « define um caminho entre p e q. Portanto, p e ¢ pertencem a mesma
componente conexa por caminhos.

Reciprocamente, como p e ¢ pertencem a mesma componente conexa por
caminhos de Y, segue que existe um caminho « : I — Y tal que a(0) = p e
a(l) = ¢q. Assim, defina uma aplicac¢do continua H : X x I — Y por H(z,t) = a(t),
para todo (x,t) € X x I.

Logo, H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(z), para todo z € X.
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Portanto, H é uma homotopia entre f e g e entao, f e g sao homotépicas. [

Exemplo 1.2. Seja Y C E onde E € um espaco vetorial normado. Dadas as
aplicagoes continuas f,g : X — Y, se para todo v € X, o segmento da reta
[f(z), g(x)] dado por {(1 —t)f(x) +tg(x),t € I} estd contido em Y entdo f ~ g.

De fato, basta definir H : X x I =Y por H(x,t) = (1 —1t)f(z)+tg(z), para
todo (x,t) € X x I, e temos que H é uma homotopia entre f e g. Esta homotopia

¢ chamada de homotopia linear.

Definicao 1.5. Seja f : X — Y wma funcgao continua. Dizemos que f é uma
equivaléncia de homotopia, se existir g 1Y — X tal que fog~idy ego f ~idy.
A funcao g € chamada inversa homotdpica de f. Se existir uma equivaléncia de
homotopia entre X e Y, dizemos que X € homotopicamente equivalente a Y, ou

que, X e Y tém o mesmo tipo de homotopia. Notacao: X =Y.

Observagao 1.2. (i) Geometricamente, a ezisténcia de uma equivaléncia de ho-
motopia entre X e Y significa que X pode ser deformado continuamente em Y e

VICe-Versa.

(11) A relagdo = é uma relagdo de equivaléncia no conjunto de todas as fungoes

continuas de X em Y.

Exemplo 1.3. A circunferéncia S* tem o mesmo tipo de homotopia de R*—{(0,0)}.

Com efeito, consideremos a aplicagio inclusao f : ST — R? —{(0,0)} tal que
f(u) = u, para todou € S*, e g: R*—{(0,0)} — S* dada por g(u) = Tur» Para todo
u e R?—{(0,0)}. Entao,

(go f)(u) =g(f(u)) = % = u =1idgi (u), para todo u € S* e

lull

= % para todo u € R? — {(0,0)}.

[l

(fog)(u) = f(g(u)

~—

Como [u u ] C R? — {(0,0)}, para todo u € R* — {(0,0)}, pois m # 0,

"l

seque, pelo exemplo 1.2 que fo g ~ idg2_g0,0)}-

2 Espacos Contrateis

Definig¢ao 2.1. Um espago X é chamado contrdtil, se X = {zy}, z¢o € X, ou seja,

quando X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto.
Exemplo 2.1. O espaco R™, n > 1, é contratil.
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De fato, temos que R™ = {0} (onde 0 é o vetor nulo de R™), pois considerando
as aplicagoes f : R™ — {0} dada por f(u) =0, para todo u € R", e g : {0} — R™
definida por g(0) = 0, obtemos

(fog)(uw) = flg(w) = £(0) = 0 = idy(0) e (g o f)(u) = g(0) = 0.

Assim, pelo exemplo 1.2, go f ~ idgn.

Proposigao 2.1. Sejam X um espaco topologico e vy € X. Entao, X € contratil
se, e somente se, a aplicacao id : X — X € homotdpica a aplicagao constante
K., : X = X dada por K,,(x) = o, para todo x € X.

Demonstrag¢ao. Primeiro, suponhamos que X é contratil. Assim, X = {yo}, vo €
X. Logo, existem aplicagoes continuas f: X — {3y} e g: {vo} — X, com fog~
idgy,y € go f ~idx.

Seja g(yo) = xo e Ky, : X — X definida por K, (z) = zo, para todo x € X.
Temos que (g0 £)(x) = g(f(2)) = g(y) = 20 = Fay(x). Portanto, Ky, ~ idx.

Reciprocamente, suponhamos que K,, ~ idx, zo € X. Consideremos f :
X — {x¢} dada por f(z) = w0, para todo z € X e g : {zo} — X dada por
g(wo) = xo. Logo,

(f o g)(wo) = f(g(z0)) = f(w0) = T0 = id (s} (70) €
(go f)(z) =g(f(x)) = g(xo) = 9 = K, (), para todo = € X.

Como K, ~ idx, segue que g o f ~ idx. Portanto, X é contratil. O

Exemplo 2.2. Um subconjunto X de um espago vetorial normado E chama-se uma
estrela de vértice p quando, para todo x € X, o segmento de reta |p,x] estd contido
em X. Se X é uma estrela de vértice p entao H : X x I — X, H(z,t) = (1—t)x+tp
¢ uma homotopia entre idx e a aplicagao constante X — {p}. Logo toda estrela é

contratil.

Exemplo 2.3. Se o espaco X € contrdtil entao, para todo Y, o produto cartesiano
X XY tem o mesmo tipo de homotopia que Y. De fato, da proposicao 2.1, seja
H uma homotopia entre idy e a aplicagio constante X — {p}, p € X. Definamos
f:X XY =Y por f(z,y)=yeg:Y = X XY porg(y) = (p,y). Temos que:

(fog)y) = fl9(y) = f(p,y) =,
(go )z, y) =9(f(z,y) =9(y) = (p,y).
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Observe que, K (z,y,t) = (H(z,t),y) define uma homotopia entre a aplica¢ao
identidade idx <y e a aplicagao go f : X XY — X xY. Em particular, se X eY

forem ambos contrdteis, o produto cartesiano X x'Y também € contrdtil.
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Resumo. Na maioria das vezes, na matemadtica, demonstrar um teorema é uma
tarefa ardua, que exige tempo, dedicacao e muito estudo. Seria possivel deduzir a
demonstracao de um teorema novo a partir de algum que ja foi demonstrado? Na
geometria projetiva isto é possivel, e nao apenas teoremas, também definigoes, co-
lorarios, axiomas, entre outros. Este conceito se chama dualidade, que, grosso modo,
nada mais é do que obter um novo resultado apenas trocando a palavra ponto por
reta e vice-versa. A titulo de exemplo, dois pontos quaisquer determinam uma reta
e duas retas quaisquer determinam um ponto, uma vez que, na geometria projetiva
duas retas sao sempre concorrentes. Sendo assim, o principio da dualidade torna a
geometria projetiva um campo da matemadtica economico, pois permite que novos
resultados sejam deduzidos a partir de resultados previamente demonstrados. Este
trabalho tem como objetivo enfatizar o conceito de dualidade dentro da geometria
projetiva e, em particular, trazer como exemplo as demonstragoes do teorema de
Desargues, o qual é um dos principais teoremas da geometria projetiva, e de seu
dual.

Palavras-chave. Dualidade. Projetividade. Teorema de Desargues.

Introducao

A geometria projetiva nasceu na Italia, no século XV, época do Renascimento
(entre 1400 a 1600), a partir da necessidade de aprimorar conceitos e técnicas de
pinturas para uma melhor representacao da realidade. Entretanto, demorou mais de
dois séculos para que a geometria projetiva tomasse uma forma matematica, quando,
em 1939 o matemadtico, arquiteto e engenheiro francés Girard Desargues (1591-1661)
desenvolveu procedimentos matematicos que correspondiam com o que os pintores
produziram no Renascimento. Ele produziu diversos resultados importantes, como
a técnica da perspectiva linear com a utilizagao do ponto de fuga, o famoso Teorema

de Desargues e concepcoes sobre as conicas e o plano projetivo. Alguns autores
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consideram que os trabalhos de Desargues foram pouco conhecidos devido ao uso
de uma linguagem um pouco confusa, sendo que, apds a sua morte seu trabalho

permaneceu praticamente esquecido.

Outros nomes importantes no desenvolvimento da geometria projetiva foram
Blaise Pascal (1623-1663), Philippe De La Hire (1640-1718), Johann Heinrich Lam-
bert (1728-1777), Gaspard Monge (1746-1818), Lazare Carnot (1753-1823), tendo
todos eles contribuido de alguma forma com resultados sobre projecoes. Contudo,
foi Jean-Victor Poncelet que revolucionou os estudos sobre geometria projetiva, es-
crevendo, em 1822, o seu principal trabalho Traité des Propriétés projectives des
figures, o qual foi um marco para a gemetria projetiva. Ele revolucionou a forma de
considerar as propriedades das figuras e também a forma como elas se relacionam

no espago.

O trabalho de Poncelet motivou diversos matematicos a ingressarem nesse
novo campo do conhecimento matematico, tais como Georgonne (1771-1859), Julian
Brianchon (1785-1864), Chasles (1793-1880), Pliicker (1801-1868), Steiner (1796-
1863) e Cremona (1830-1903). Somente a partir de Poncelet é que os teoremas de
Desargues, relativos a propriedades projetivas de triangulos, e também o teorema
de Pascal sobre intersecoes de conicas, ficaram completamente entendidos. Poncelet
hoje é considerado o pai da geometria projetiva. Apés Poncelet a geometria projetiva

se tornou, de fato, uma area da matematica, com defini¢oes, teoremas e axiomas.

A geometria projetiva lida com o mundo que vemos, apresentando uma geo-
metria sem qualquer tipo de medida (distancia, angulo, etc ...), divergindo de alguns
conceitos da geometria euclidiana, como por exemplo a nao existéncia, na geometria
projetiva, de retas paralelas. Para exemplificar esta ideia, basta tomar como exem-
plo os trilhos de um trem. Sabe-se que as bordas dos trilhos sao pararelas, porém,
ao olhar para elas no horizonte é possivel ver, ou imaginar, que a distancia entre

elas se afunila de forma a haver uma intersecao entre elas.

Na referéncia [4], Coxeter enunciou que a geometria projetiva plana pode ser
descrita como o estudo de propriedades geométricas que sao invariantes por uma
projecao central. Baseado nisso, pode-se entao dizer que, a geometria projetiva é
o ramo da matematica que estuda as propriedades geométricas invariantes de uma

projecao.

Um dos principais conceitos que fundamentam a geometria projetiva é o con-
ceito de dualidade. Na verdade, o conceito de dualidade permeia os diversos campos
da matematica. Em geral, o termo dualidade no campo da matemaética é utilizado
para se traduzir conceitos, defini¢oes, teoremas ou estruturas matematicas em ou-

tros conceitos, defini¢oes, teoremas ou estruturas, numa relacao biunivoca. Podem
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ocorrer, inclusive, casos de operagoes de involugao (o dual de A é o préprio A).

Por exemplo, a dualidade de algebra linear estabelece correspondéncia entre
mapas bilineares de pares de espacos vetoriais com escalares; a dualidade entre dis-
tribuicoes e as funcoes; a famosa dualidade de Poincaré estabelece correspondéncia
entre o nimero de intersecoes, visto como um emparelhamento entre subvariedades
de uma determinada variedade; o famoso teorema de Desargues, que é um teorema

auto-dual. Para mais informagoes veja as referéncias [5] e [2].

Como estamos interessados no conceito de dualidade na geometria projetiva,
nada mais natural que dar énfase ao Teorema de Desargues, o qual, como dito an-
teriormente, é auto-dual, ou seja, o dual deste teorema resulta no mesmo teorema.
Desta forma, os conceitos aqui apresentados destinam-se ao embasamento das de-

monstracoes do teorema e seu dual.

1 Sobre a dualidade na geometria projetiva

O conceito de dualidade na geometria projetiva bidimensional foi introduzido
por por Jean-Victor Poncelet (1788-1867). O principio da dualidade determina uma
estrutura simétrica, na qual defini¢cbes ou teoremas continuam validos quando se tro-
cam os termos pontos por retas (e vice-versa), ligam por interceptam (e vice-versa)
e, colineares por concorrentes (e vice-versa). Isto torna possivel a dualizagao de
figuras geométricas, visto que uma figura é definida como um conjunto determinado

por pontos e retas.

E importante ressaltar que a dualidade projetiva bidimensional é uma carac-
teristica da geometria projetiva plana, nao sendo aplicavel quando se introduzem

questoes métricas de distancias e angulos, ou nogoes de paralelismo e/ou proporgao.

A vantagem da aplicacao do conceito de dualidade na geometria projetiva
reside no fato de que, uma vez demonstrado um resultado, o seu dual nao precisa

ser demonstrado, sendo automaticamente considerado como valido.

1.1  Alguns fundamentos da Geometria projetiva

A geometria projetiva plana é construida a partir de dois tipos de elementos
- retas e pontos. Os conceitos de ponto, reta, plano e pertence sao considerados
conceitos primitivos, e estes termos sdo entao denominados termos indefinidos (ou

indefiniveis).
Definicao 1. (Feixe de pontos) Um conjunto de pontos incidentes a uma reta
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r, é denominado feize de pontos (ou fileira de pontos) com eixo r (ver figura [l &

esquerda).

Defini¢ao 2. (Feixze de retas - Defini¢cio dual do Feize de pontos) um conjunto
de retas incidentes sobre um ponto P, é denominado um feize de retas com centro
P (ver figura [l a direita).

Figura 1: & esquerda temos a representacao de um feixe (ou fileira) de pontos e a direita
a representacao de um feixe de retas.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Definindo-se axiomaticamente um plano projetivo P, o principio da dualidade
garante a existéncia de outro plano projetivo P*, dual de P, tal que os pontos e os
feixes de pontos ("retas”) de P* sdo, respectivamente, os feixes de pontos ("retas”)
e os feixes de retas incidentes ao ponto P (veja figura Bl). As aspas aqui utilizadas
sao para distinguir os conceitos de retas da geometria euclidiana do conceito de feixe

de pontos da geometria projetiva.

Figura 2: O ponto P e o feixe de pontos r (reta r) do plano projetivo P correspondem ao
feixe de pontos r (reta r) e ao feixe de retas passando por P em P*.

P* (dual de P)

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

1.2 Projetividades e Perpesctividade

Dois exemplos que ilustram bem a questao da dualidade sao as definigoes de
quadrangulo completo e quadrilatero completo, sendo uma definicao o dual da outra.
Porém, antes de serem apresentados estes conceitos, serd necessario introduzir mais

algumas definigoes.
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Definicao 3. Denomina-se por perspectividade a relagao biunivoca entre dois feixes

quaisquer.

A seguir vamos enumerar os tipos de pespectividade que podemos encontrar

dentro da geometria projetiva.

Definicao 4. Dados dois feixes de pontos com eixos r e s, dizemos que os feixes
estao relacionados perspectivamente, se cada reta que une o ponto P, sobre r, com
o ponto correspondente X, sobre s, ¢ incidente sobre um ponto fixado O, chamado
de centro da perspectividade. Para essa perspectividade usaremos a notagao P ¢ X

(ver figura Bl a esquerda).

Figura 3: Na figura a esquerda temos um exemplo de perspectividade entre dois feixes
de retas e na figura a direita temos um exemplo de perspectividade entre dois feixes de
pontos.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Definicao 5. Dados dois feixes de retas com centros P e X, dizemos que os feixes
estao relacionados perspectivamente se, cada ponto de interseccao das retas r e
s, incidentes aos pontos P e X, respectivamente, pertence a uma reta fixada o,
chamada eixo da perspectiviade. Para essa perspectividade usaremos a notacao r ¢

s (veja figura Bl a direita).

Definicao 6. Dado um feixe de retas com centro em P e um feixe de pontos de
eixo p, dizemos que estes feixes estao relacionados perspectivamente se cada reta r
incidente ao ponto P é incidente a um ponto R sobre o eixo p. Denotaremos tal

perspectividade como P Ar ou r A P (veja figura [l a esquerda).

Definicao 7. Uma projetividade é uma combingao finita de perspectividades, ou
seja, dado um feize de pontos (ou retas) e um feixe de retas (ou pontos), dizemos
que eles estao relacionados projetivamente se, e somente se, o resultado da relacdao

biunivoca entre os dois feizes for wm nimero finito de perspectividades (veja figura

a direita,).
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Figura 4: & esquerda: perspectividade entre um feixe de retas e um feixe de pontos e a
direita: projetividade entre feixes de retas e feixes de pontos.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Definicao 8. Duas figuras distintas, formadas de pontos e retas, sao ditas perspec-
tivas se, todas as retas incidentes aos pares de pontos correspondentes concorrem
em um ponto O, (figuras perspectivas por um ponto, com O como centro de perspec-
tiwidade), ou, se os pares de retas correspondentes incidem sobre uma mesma reta o

(figuras perspectivas por uma reta, com o como o eizo de perspectividade).

1.3 Quadrangulo completo e quadrilatero completo

No que se segue vamos introduzir os conceitos de Quadrangulo completo
e quadrilatero completo. Veremos, a partir das respectivas definigoes, que uma

definicao é dual da outra.

Definicao 9. Um quadrangulo completo é uma figura formada por 4 pontos copla-
nares, a cada trés nao colineares, e as 6 retas que unem estes pontos. os 4 pontos
sao denominados vértices e as 6 retas sao os lados do quadrangulo. Dois lados sao
denominados opostos se o ponto comum entre eles nao é um vértice e o ponto co-
mum a dois lados opostos é chamado de ponto diagonal. Observe que quadrangulo

completo possui trés pontos diagonais.

Na figura[dl, a esquerda, estd representado o quadrangulo completo de vértices
A, B,C,D, com lados a = AB,b = AC,c = BC,d = BD,e = CD e f = AD e
pontos diagonais P, ) e R. Os lados opostos sao AC'e BD, AD e BC', e ABe CD.

Definicao 10. Um quadrildtero completo é uma figura formada por 4 retas copla-
nares, e os 6 pontos de intersecao determinados por estas retas. As quatro retas sao
denominadas lados e os 6 pontos de intersecao sao denominados vértices do qua-
drilatero. Dois vértices sao ditos opostos se a reta que os une nao é um lado, esta
reta é denominada reta diagonal. Observe que um quadrilatero completo possui 3

retas diagonais.
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Na figura Bl a direita, esta representado o quadrilatero completo de vértices
A, B,C,D,E e F cujos lados sao as retas a = AE, b= EB,c = BC,ed= AD. As

retas pontilhadas sao as retas diagonais.

Figura 5: A esquerda: Quadrangulo completo de vértices A, B,C,D. A direita: Qua-
drilatero completo abed, de vértices A, B,C, D, E e F, e retas diagonais j,[ e k.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Fica evidente que o quadrilatero completo é o dual do quadrangulo completo
(e vice-versa), visto que, trocando-se pontos por retas e retas por pontos, em uma
das defini¢oes, obtém-se a outra definicao. Dizemos entao que as duas figuras deter-

minadas pelo quadrangulo e pelo quadrilatero sao figuras duais.

2 Axiomas da geometria projetiva plana

E importante ressaltar que, na geometria projetiva, nao faz sentido falar de
congrueéncias, que sao, na verdade, comparacoes de medidas de segmentos e angulos,
ja que essas nogoes nao sao preservadas por projecoes, que sao as transformagoes

geomélricas que caracterizam essa geometria.

Existem varias formulacoes axiomaticas para a geometria projetiva. A for-
mulagao encontrada na referéncia [4], separados em axiomas de incidéncia, ”ordem”
e continuidade, é a que mais se aproxima da formulacao axiomédtica da geometria
de Euclides. As aspas na palavra ordem sao para indicar que esse conceito pre-
cisa ser "redefinido” em um certo sentido, diferente de sua aplicacao na geometria

euclidiana. Para mais informagoes veja a referéncia [].

No presente trabalho utilizamos a formulacao encontrada nas referéncias [I]
e [3]. Apresentaremos apenas os axiomas da geometria projetiva plana, visto que

isto sera o suficiente para embasar as demonstragoes do teorema de Desargues e seu
dual.

Axioma 1. Quaisquer dois pontos distintos sao incidentes com exatamente uma

reta.
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Axioma 2. Quaisquer duas retas distintas sao incidentes com pelo menos um ponto.
Axioma 3. FExistem pelo menos quatro pontos, que a cada trés sao nao colineares.
Axioma 4. Os trés pontos diagonais do quadrangulo completo nunca sao colineres.

Axioma 5. Uma projetividade € unicamente determinada quando sao dados trés

pontos colineares e seus respectivos correspondentes.

Axioma 6. Se uma projetividade deixa invariante trés pontos distintos de uma

fileira, entao ela deiza invariante toda a fileira.

3 Teorema de Desargues e seu Dual

Antes de apresentarmos o Teorema de Desargues, demonstraremos um lema

fundamental para a demonstracao do teorema supracitado.

Lema 1. Uma projetividade entre duas fileiras em duas retas distintas é uma pers-
pectividade se, e somente se, o ponto de intersecao das retas for invariante pela

projetividade.

Demonstracao. Sejam r e s duas retas distintas, de modo que exista uma projetivi-
dade qualquer entre duas fileiras nessas retas. Suponhamos que essa projetividade
se trata de uma perspectividade. Entao, existe um centro O dessa perspectividade
tal que, se P e P’ sdo correspondentes (cada um pertencente a uma reta), PP’ passa
por O. Seja @ o ponto de intersegao das retas r e s (a existéncia da intersegao é
garantida pelo Axioma 2). Analisando, particularmente, ) em r, temos )’ como seu
correspondente em s de modo que Q@' passa pelo ponto O. Desse modo, concluimos
que @ é igual a ', pois, caso contrario, terifamos duas retas distintas por @ e @’ (a
reta s e a reta OQ = OQ') contrariando o Axioma 1. Logo, o ponto de intersecao

das retas é invariante pela perspectividade dada.

Reciprocamente, seja uma projetividade qualquer entre duas fileras distintas
em duas retas, r e s, também distintas. Seja P o ponto comum de r e s, de modo
que P é invariante por essa projetividade. Podemos, de acordo com o Axioma [G]
determinar, de maneira unica, trés pontos e seus respectivos correspondentes, de

forma que ABP £ A’B'P, para algum ponto X.

Por outro lado, como O ¢ ponto comum das retas AA” e BB, entao ABP ¢

A'B'P.

Observe que o ponto P é invariante, e portanto, a reta OP passa também pelo

seu correspondente, que é o proprio ponto P. Como o Axioma [ garante que uma
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projetividade é unicamente determinada por trés de seus pares de pontos corres-
pontendes, temos que as projetividades ABP £ A'B'P e ABP ¢ A'B'P sio, na
verdade, a mesma. Ou seja, o ponto X ¢é, na verdade, o ponto O. Logo, podemos

concluir que essa projetividade se trata de uma perspectividade. O

Teorema 1. (Teorema de Desargues) Se dois triangulos sio perspectivos por

um ponto, eles sao perspectivos por uma reta.

Demonstracao. Sejam ABC e A’B’C’ dois triangulos perspectivos por um ponto O.
Isso significa que as retas que contém os vértices correspondentes se intersectam
no ponto O, ou seja, O = AA".BB'.CC’, onde o ponto denota intersecao entre as
retas. Sejam D, E e F, trés pontos distintos tais que, D = AB.A'B', E = BC.B'C",

F = AC.A'C'". Queremos mostrar que D, E e F, sao colineares.

Defina os pontos P = OA.ED, Q = OC.ED e R = OB.ED. Note que, por

construgao, A, B e C estao na reta DE (ver figura[d a esquerda). Observe que:
OD.OB = O;
AD.OB = B; Pois AD = AB uma vez que D = AB.A'B’.
PD.OB = R; Pois como ED = PD temos PD.OB=ED.OB =R

A'D.OB = B’; Pois D = B'D, ja que D = BA.B’A’. Além disso, como
OB passa por B’ temos OB = OB’.

Com isso mostramos que OAPA’' P OBRB'. (Observe que os pontos O, A, P
e A’ estdo em uma mesma reta, assim como os pontos O, B, R e B estao em outra).

Agora, note que:
OE.OC = O;
BE.OC = C; Pois BE =CF ja que E = BC.B'C".
RE.OC = Q); Pois como RE = ED temos RE.OC = ED.OC = Q.

B'E.OC = (C'; Pois BE = C'E, ja que E = BC.B'C’'. Além disso, como
OC passa por C’ temos OC = OC".

Mostramos entdao que OBRB' £ O,C,Q e C" (Note que os pontos OCQC’

estao numa mesma reta). Tem-se entdo, por transitividade, que:

OAPA' P OBRB' £ 0CQC" = OAPA' & OCQC".

Além disso, como O é o ponto de intersecao das retas AA" e CC’ e é invari-
ante nessa projetividade, concluimos, pelo teorema [[l que OAPA’ A OCQC" é uma

perspectividade. E como AC.A'C' = F, entao F' é o centro da perspectividade,
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logo a reta PQ) passa por F. Como PQ = ED, temos que os pontos D, E e F sao

colineares, como queriamos mostrar. ]

Teorema 2. (Dual Desargues) Se dois triangulos sao perspectivos por uma reta,

eles sao perspectivos por um ponto.

Demonstracao. Sejam ABC e A’B'C" dois triangulos perspectivos por uma reta o.
Logo tem-se que os lados correspondentes AC' e A'C', BC' e B'C" e, AB e A'B’
se interceptam na reta o nos pontos F, E e D respectivamente. Pelo Axioma
considere que O = AA".BB’. Resta mostrarmos que a reta C'C’" também passa por O.
Comecemos analisando os triangulos CC'E e AA'D. Note que, como D, F e F sao
colineares e ' = AC.A'C’, entao as retas AC, A'C' e DE sao concorrentes no ponto
F (ver figura @], a direita). Logo os triangulos CC'E e AA'D sao perspectivos pelo
ponto F. Entao segue do Teorema de Desargues, que os triangulos CC'E e AA'D
também sao perspectivos por uma reta, logo os pontos B = CE.AD, B’ = EC'.DA’
e X = CC'".AA" sao colineares. Temos que X estd em AA’, porém X também estd
em BB’, pois como ja foi mostrado B, B’ e X sao colineares, entdao X sé pode ser
o ponto O. Portanto, temos que O = CC".AA’, ou seja, a reta CC’ também passa

por O, como queriamos mostrar.

Figura 6: a esquerda vemos uma esquematizagao do Teorema Desargues e a direita
vemos uma esquematizacao do dual do teorema de Desargues.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Conclusao

O conceito de dualidade chamou a nossa atencao devido ao fato de que a
dualidade permite que novos resultados sejam deduzidos a partir de resultados ja
fornecidos, gerando novos resultados, os quais sao automaticamente validos, dispen-
sando exaustivas demonstragoes. Aqui demonstramos o Teorema de desargues e seu
dual, porém, bastaria ter demonstrado apenas um deles. A ideia foi mostrar que,

de fato, o dual gera um resultado vélido. Escolhemos o Teorema de Desargues para
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ilustrar este procedimento porque este teorema ¢é auto-dual, ou seja, o dual dele,
além de ser um resultado vélido, resulta nele préprio quando enunciado na forma
" Dois triangulos sao perspectivos por uma reta se, e somente se, eles sao perspectivos

por um ponto” .
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Resumo. Neste trabalho apresentaremos o problema de coloragao de mapas pla-
nares e sua relagao com os grafos, iniciando com um pouco de Historia e conceitos
béasicos da teoria, chegando ao teorema das cinco cores e sua demonstracao. Resolver
o problema da coloragao de um mapa planar significa determinar o niimero suficiente
de cores para colorir qualquer mapa, com a exigéncia que regides vizinhas possuam
cores diferentes. Durante a resolugao desse problema, surgiram muitas contribuicoes
para a teoria dos grafos. O enunciado e a demonstragao do teorema das cinco cores
constituem um passo importante na solugao do que ficou conhecido como o problema
das quatro cores, que originou grandes discussoes, conjecturas e tentativas fracas-
sadas de demonstracao até se chegar ao resultado definitivo, o teorema das quatro
cores. Podemos afirmar que o teorema das quatro cores encaixa-se na categoria dos
resultados de enunciado simples, belo, 1til e de facil compreensao, entretanto sua
demonstracao nao é trivial e demorou algum tempo até ser apresentada de forma
correta, e isso nos permite ver que mesmo os problemas aparentemente mais simples
podem exigir anos de estudo para serem resolvidos.

Palavras-chave. Grafos. Coloragao. Mapas.

Introducao

A teoria dos grafos surgiu em meados do século XVIII, quando comecgou a
ser estudada sistematicamente pelo influente e prolifico matematico suico Leonhard
Euler. Veremos as defini¢oes formalmente na proxima segao, mas inicialmente cita-
mos que um grafo é um par ordenado G = (V; E), sendo V o conjunto de vértices
e E o conjunto de arestas. Quando dois vértices sao extremidades de uma mesma

aresta, dizemos que os vértices sao adjacentes. Uma coloracao de vértices de um
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grafo GG consiste de uma atribuicao de cores aos vértices de GG, de modo que vértices

adjacentes tenham cores diferentes. Um mapa planar pode ser associado a um grafo.

Durante muito tempo, matematicos em varias partes do mundo tentaram
responder a seguinte pergunta: quantas cores sao suficientes para colorir qualquer
mapa planar? Em 1852, Francis Guthrie conjecturou que 4 era o niimero “mégico”.
Apesar da aparente simplicidade do problema, s6 em 1976 foi provado que a con-
jectura estava certa, obtendo-se assim o teorema das quatro cores, e neste processo
houve uma contribuicao significativa para a teoria dos grafos. A prova é extensa
(50 péaginas) e faz uso de computadores de grande porte (por volta de 1200 horas de

processamento).

Um dos resultados gerados durante a discussao do problema das quatro cores
foi o teorema das cinco cores, e 0 nosso objetivo neste trabalho é apresentar uma

demonstracao desse resultado. A metodologia utilizada foi a pesquisa bibliografica.

1 Desenvolvimento

1.1 Definicoes e resultados basicos

Nesta secao apresentamos as definigoes e resultados necessarios para enunciar-
mos e demonstrarmos o resultado principal. Estas e outras definigoes basicas podem
ser encontradas na referéncia [I]. Durante todo o texto, o simbolo #A representa a

cardinalidade do conjunto A.

Definicao 1. e Um grafo é um par ordenado G = (V; E) formado por um con-
Junto nao vazio V', cujos elementos sao chamados de vértices e um conjunto
E cujos elementos sao pares mao ordenados de vértices e sao chamados de

arestas.

e QOs dois vértices que correspondem a uma aresta sao chamados de extremidades

da aresta, e neste caso dizemos que os vértices sao adjacentes.
e Uma aresta em que as duas extremidades sao iquais € chamada de lago.

e Quando cada par de vértices de um grafo corresponde a no mdximo uma aresta

e o grafo nao possui lagos, dizemos que ele é um grafo simples.

Definigao 2. Uma coloragao de vértices de um grafo G = (V; E) é uma atribuicao

de cores aos vértices de G, de modo que vértices adjacentes tenham cores distintas.

Definicao 3. Se v é um vértice do grafo GG, a quantidade de arestas que possuem v

como extremidade é chamada de grau de v e é denotada por d(v).
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Teorema 1 (Teorema de Euler). A soma dos graus dos vértices de um grafo G =

(Vi E) € igual a duas vezes o nimero de arestas nesse grafo, ou seja:

> d(v) = 2#E.

veV

Demonstracao. Para cada vértice do grafo GG, conte seu grau e marque cada uma
das arestas que possuem aquele vértice como extremidade. Por um lado, o nimero
de total de marcas que foram utilizadas é exatamente a soma dos graus dos vértices.
Por outro lado, cada aresta foi marcada exatamente duas vezes (uma vez para cada
uma de suas extremidades). Assim, o nimero de marcas utilizadas é exatamente

duas vezes o numero de arestas. O

Definicao 4. Um caminho de comprimento n, denotado por P,, é um grafo com
n + 1 vértices distintos, ordenados em uma sequéncia, tal que suas arestas ligam

vértices consecutivos dessa sequéncia, isto €:
V(P,) ={vo,v1,...,0n} e E(P,) = {vov1, 0109, ... Up_10,}.

Os vértices vy e v, sao os extremos do caminho.

Defini¢ao 5. Dizemos que um grafo G = (V; E) é conexo quando, para quaisquer
dois vértices u e v de G existe um caminho em G de extremos u e v. Caso contrdrio,

dizemos que G = (V; E) é desconexo.

Definicao 6. Dizemos que um grafo H € um subgrafo de um grafo G, e escrevemos
H C G, quando H é um grafo e temos V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Um subgrafo
H C G é dito mazximal em relagao a uma certa propriedade P se H tem a propriedade
P, mas nenhum outro subgrafo de G que contenha H tem a propriedade P. Dado um

grafo G, um subgrafo que seja conexo e maximal é chamado de componente conexa
de G.

Observacao 1. Para qualquer vértice x € V(G), existe uma tdnica componente

conexa de G a qual x pertence. Tal componente serd denotada por C,.

Definicao 7. Dizemos que um grafo é planar se puder ser desenhado no plano
sem que haja arestas se cruzando, ou seja, sem que haja intersecao das linhas que
representam as arestas, exceto possivelmente em um vértice. Tal desenho é chamado
representacao planar do grafo. Uma face de um grafo planar G' é qualquer regiao
do conjunto R? — G.

Teorema 2. Se G = (V;E) € um grafo planar conezo com f faces, #V = n e
#E = m, entao vale:
f—-—m+n=2
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Demonstracgao. Ver em [2], p. 4. O

1.2 Demonstracao do Teorema das cinco cores

Nesta secao, f denotard o ntimero de faces, n o nimero de vértices e m o

nimero de arestas de um grafo.

Lema 1. Em um grafo planar conexo, existe pelo menos um véritice de grau no

mdaximo b.

Demonstracgao. Seja G um grafo planar conexo. Como cada face de um grafo
planar é delimitada por pelo menos 3 arestas, e cada aresta limita no maximo 2

faces, temos:
2m > 3f.

Vamos ilustrar esse resultado a seguir. Para o grafo representado na figura acima,

Figura 1: Um grafo planar e suas faces separadas.

/JVA

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

temos m =8 e f = 5. Logo, 2m > 3f.

Utilizando essa relacao e a Formula de Euler, obtemos:

2=n—m+f

2m

= 6<3n—3m+2m
=6<3n—m
=>=m<3n—06

= 2m < 6n — 12.

Como, pelo Teorema , temos 2m = Z d(v), concluimos, da iltima desigualdade
veV
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acima, que:

> d(v) < 6n—12. (1)

veV
. Suponhamos agora que cada vértice de G tenha grau maior do que ou igual a 6.

Neste caso, a somatoria dos graus resultaria em:

> d(v) > 6n,

veV

o que é uma contradicao com , pois chegariamos a:
on < 6n — 12.

Portanto, deve haver algum vértice com grau no maximo 5. [

Teorema 3 (Teorema dos cinco cores). Todo grafo planar simples pode ser colorido

com mo marimo cinco cores.

Demonstragao. Seja G = (V, E) o grafo que queremos colorir. Faremos a prova
por indugao no numero de vértices. Se n < 5, o resultado é valido. Mostraremos
a seguir que, se é possivel colorir um grafo com n — 1 vértices com 5 cores, entao

também é possivel colorir um grafo com n vértices.

Pelo lema anterior, em todo grafo planar existe um vértice com grau menor

do que ou igual a 5. Denotemos esse vértice por 0.

Retirando o vértice v do grafo (G, obtemos um novo grafo, que denotaremos
por R(0), e pela hipétese de indugao esse novo grafo pode ser colorido com no

maximo 5 cores.

Se os vértices em R(?) estao coloridos com menos do que 5 cores, basta colorir

o vértice 0 com uma cor nao utilizada nos vértices de R(7).

Caso contrario, se cinco cores sao utilizadas para colorir R(?), analisamos os
vértices adjacentes a ¥ em (G. Denotaremos esses vértices por vy, V9, U3, U4 € Vs, € pOr

c1,Co,C3,C4 € C5 as cores dos vértices, respectivamente.

Consideremos o subgrafo induzido pelos vértices coloridos com as cores ¢;
e c3. Se a componente conexa que contém o vértice de R(9) colorido com ¢; néo
contiver o vértice colorido com c3, podemos trocar as cores desta componente: quem
esta colorido com ¢ fica colorido com c3, e vice-versa, e entao colorir o vértice v

com a Ccor ci.

Caso a componente que contém o vértice de R(?) colorido com ¢; seja

o

mesma do vértice colorido com c3, existe um caminho de vértices que “cerca” o
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vértice colorido com ¢y (veja figura 6.6).

Tomamos entao a componente conexa do grafo induzida pelos vértices colo-
ridos com ¢; e ¢4, que contém o vértice de R(0) colorido com ¢y. Depois de trocar
as cores ¢ e ¢4 nesta componente, podemos colorir o vértice © com a cor ¢, 0 que

conclui a demonstragao. O

2 Conclusao

Ao longo de sua histéria, o teorema das quatro cores atraiu muitas provas
erroneas gerando refutagoes. Um dos casos mais conhecidos foi o do The New
York Times, este rejeitou uma publicacao de demonstracao feita por Appel e Haken
por temer sua veracidade como algumas provas anteriores.A maioria dos contra
exemplos buscam uma forma de criar uma regiao que faga fronteira com outras
regioes, forcando o uso de apenas trés cores nas regides restantes. Isso serd possivel
sempre, pois o teorema das quatro cores é veridico, porém aquele que busca tal
contra exemplo, tem seu foco em uma grande regiao, deixando de perceber que
as demais regioes podem ser coloridas com trés cores. Faz-se necessario destacar
que mesmo antes de sua demonstracao, o Teorema das Quatro Cores contribuiu
significativamente com diversas areas.Uma prova disso é o Teorema das Cinco Cores,
o qual foi conjecturado e demonstrado a partir de um contra exemplo de uma das
demonstragoes falhas do Teorema das Quatro Cores. Por fim, é valido apontar
algumas aplicagoes descobertas por meio desse teorema, sao elas: a coloragao de
vértices; a separacao de produtos explosivos; atribuicao de frequéncias de radio;
agendamento de prova na universidade; alocacao de registradores; semaforos; é até

mesmo alguns jogos como Sudoku.
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Resumo. Diante do pouco reconhecimento e valorizagao das mulheres na Ciéncia,
principalmente na drea da Matematica, o presente trabalho que foi desenvolvido
no ambito da disciplina de Histéria da Matematica do curso de graduacao em Ma-
tematica do Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais do Pontal (ICENP) da Univer-
sidade Federal de Uberlandia (UFU), Campus Pontal, tem como objetivo apresentar
uma breve investigacao histérica sobre as mulheres que ganharam a Medalha Fields
do ano de 1936 a 2022. Apresenta-se, inicialmente, as dificuldades enfrentadas pe-
las mulheres para permanecerem no ambito cientifico e, posterior-mente, discorre-se
sobre a Medalha Fields e sobre a trajetéria académica de Maryam Mirzakhani e
Maryna Sergiivna Viazovska, as duas tinicas mulheres que receberam a medalha até
o ano de 2022. Devido a pouca visibilidade e participacao de mulheres na Ciéncia,
considera-se importante reconhecer e valorizar as realizacoes e a dedicagao de mu-
lheres que fazem pesquisa, em especial na area de Matematica.

Palavras-chave. Mulheres na matematica. Mulheres na ciéncia. Medalha Fields.

Introducao

Durante anos as mulheres vem enfrentando diversos desafios quanto a sua
participagao em ciéncia e pesquisas, lutando contra uma sociedade machista e desi-
gual em busca de reconhecimento e valorizacao do seu trabalho. Elas estao presentes
na ciéncia desde a época em que as pesquisas eram realizadas no ambito familiar,
em que a participacao das mulheres era mais acessivel. No entanto, durante muito
tempo, as mulheres tiveram seus nomes apagados das contribui¢oes em importantes
pesquisas, pois como as pesquisas aconteciam entre os familiares, os méritos eram

sempre atribuidos aos homens da familia, de acordo com Casagrande et al (2005).

Atualmente, é expressivo o numero de mulheres que ingressam na universi-
dade e fazem pesquisas (SILVA e RIBEIRO, 2014). No entanto, essa nem sempre
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foi a realidade experimentada pelas mulheres ao longo dos anos. Casagrande et al
(2005) afirmam que apés a formalizacao da ciéncia, em que as pesquisas e labo-
ratorios foram do ambito familiar para as universidades, muitas mulheres tiveram
seu acesso negado a universidade, o que pode ter contribuido para o baixo nimero

em posigoes de destaque nas ciéncias.

Durante a realizacao do primeiro Encontro Mundial para Mulheres em Ma-
temdtica (World Meeting for Women in Mathematics - (WM)?), Nitahara (2018)
relata que Carolina Aratjo, organizadora do evento, afirmou que a maternidade gera
dificuldade na carreira profissional das mulheres e que no Brasil as mulheres sao me-
nos de 25 dentre os pesquisadores em matematica, sendo que em outros paises o
nimero é menor ainda. Nesse sentido, as mulheres nas ciéncias, em especial na Ma-
tematica, necessitam ainda de muito incentivo e reconhecimento para permanecerem

fazendo pesquisa.

Diante do exposto, este trabalho propoe apresentar uma breve investigacao
histérica sobre as duas mulheres matemaéticas e pesquisadoras que foram premiadas

com a Medalha Fields de 1936 a 2022, obtendo reconhecimento por seus trabalhos.

1 A Medalha Fields

Buscando a visibilidade de pessoas que desenvolvem trabalhos, acoes e pes-
quisas em beneficio da humanidade, uma das premia¢oes mundiais mais conhecidas é
o prémio Nobel. Sao premiadas pessoas de cinco categorias: Quimica, Fisica, Fisio-
logia ou Medicina, Literatura e Paz. Como afirma Corréa (1999), ndo existe o Nobel
em Matematica, mesmo sendo considerada como um pilar central das construgoes
cientificas e tecnolégicas dentro da Ciéncia. Contudo, existem alguns prémios con-

cedidos para a area, sendo o principal a Medalha Fields.

A Medalha Fields é também conhecida como Medalha Internacional de Desco-
brimentos Proeminentes em Matematica. Foi idealizada pelo matematico canadense
John Charles Fields (1863-1932) que tinha por intuito prestigiar matematicos por
conquistas excepcionais e contribuicoes relevantes para a Matematica. Um més apos
a sua morte, o prémio foi aprovado durante o Congresso Internacional de Matematica

de Zurique, em 1932, e assim o nome da medalha é uma homenagem ao matematico.

Acerca do modelo da medalha, Martins (2015) retrata que ela é de ouro e foi
desenhada pelo escultor canadense Robert Tait McKenzie. Em uma de suas faces
tem a efigie de Arquimedes, o seu nome (em grego) e a inscrigdo em latim transire
suum pectus mundoque potiri, que significa "superar os limites da inteligéncia e

conquistar o universo”. Na outra face aparece o desenho de uma esfera inscrita
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num cilindro com a inscrigao congretati ex toto orbe mathematici ob scripta insignia
trebuere, que significa "matematicos de todo o mundo reunidos prestam homenagem
por obras notaveis”. O desenho da esfera inscrita num cilindro é para lembrar o
famoso resultado de Arquimedes: o volume da esfera ¢ 2/3 do volume do cilindro,

assim como a area da esfera é 2/3 da area do cilindro.

Figura 1: Medalha Fields.

Fonte: Folha de S.Paulo (2018)

Além da medalha, é entregue ao ganhador quinze mil délares canadenses. O
prémio é concedido a dois, trés ou quatro mateméaticos com menos de 40 anos e
entregue durante o Congresso Internacional de Matematica que se realiza de quatro

em quatro anos.

As duas primeiras medalhas foram entregues em 1936 e, até o ano de 2022,
o prémio foi concedido a 64 ganhadores, sendo apenas duas mulheres. A primeira
mulher a receber a medalha foi Maryam Mirzakhani, em 2014, e a segunda foi

Maryna Viazovska, em 2022.
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2 Maryam Mirzakhani

Figura 2: Maryam Mirzakhani.

Fonte: Steckles (2020)

Maryam Mirzakhani nasceu em 12 de maio de 1977, em Teera, Ira. Filha de
Ahmad Mirzakhani, engenheiro elétrico, e Zahra Haghigh, faleceu em 14 de julho
de 2017, em Palo Alto, Califérnia, EUA. Durante sua infancia, Maryam foi educada
no Liceu Farzanegan de Teerao, que era administrado pela Organizagao Nacional
do Ira para o Desenvolvimento de Talentos Excepcionais, que tinha como objetivo

descobrir alunos brilhantes.

Maryam descobriu sua paixao pelos nimeros durante a adolescéncia (MAR-
TINS, 2015). Ainda, em sua adolescéncia, ela e sua amiga encontraram uma cépia
de alguns problemas da Olimpiada de Matematica e, apds resolver alguns exercicios,
foi até o diretor de sua escola pedir para que ela e sua amiga tivessem acesso a
aula de resolucao de problemas matematicos. As aulas aconteciam na escola apenas
para os meninos mais talentosos e apesar de nenhuma menina ter participado da
equipe da Olimpiada de Matemaética, elas conseguiram participar (O’CONNOR e
ROBERTSON, 2017).

Depois disso, em 1994 e 1995, Maryam participou da Olimpiada de Ma-
temética do Ira, uma competigao internacional em que foi premiada com uma meda-

lha de ouro. Logo apds, frequentou a Universidade de Tecnologia de Sharif, também
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em Teerao, e se formou no curso de Matematica. A universidade possui um ensino

de qualidade e apenas uma minoria dos candidatos consegue ingressar por meio de
um concurso exigente (MARTINS, 2015).

Apos a graduacao, ela fez pos-graduagao na Universidade de Harvard e, em
seguida, ainda em Harvard, Maryam fez seu doutorado, em 2004, sob a orientagao
de Curtis McMullen. Sua tese de 130 paginas intitulada Geodésicas Simples em
Superficies Hiperbdlicas e Volume do Espaco Moduli de Curvas recebeu o Prémio
Leonard M e Eleanor B Blumenthal para o Avanco da Pesquisa em Matematica
Pura em 2009 (O’CONNOR e ROBERTSON, 2017).

Posteriormente ao doutorado, ainda em 2004, Maryam foi nomeada professora
assistente de matematica na Universidade de Princeton e alguns anos depois, quando
ela deixou Princeton, foi nomeada professora de matematica na Universidade de
Stanford.

No dia 13 de agosto de 2014 no Congresso Internacional de Matematicos, rea-
lizado em Seul, Coréia do Sul, Maryam Mirzakhani foi a primeira mulher (e iraniana)
a receber uma Medalha Fields. Maryam recebeu o prémio por suas contribuigoes a
dinamica e a geometria de superficies de Riemannn e seus espacos médulos. Além
disso, Maryam fazia pesquisa sobre a teoria de Teichmuller, a geometria hiperbdlica,

a teoria ergédica e a geometria simplética (MARTINS, 2015).

3 Maryna Viazovska

Figura 3: Maryna Viazovska.

dy

Fonte: Rodrigues (2020)

Maryna Sergiivna Viazovska nasceu em 2 de novembro de 1984, em Kiev,

Ucrania. E a irma mais velha de trés irmas. Seu pai era quimico e sua mae enge-
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nheira. Frequentou a Kyiv Natural Science Lyceum No. 145, uma escola secundaria
especializada para estudantes de alto desempenho em ciéncia e tecnologia. Durante
seu ensino médio competiu em olimpiadas de matematica, sendo uma das primeiras

colocadas em algumas.

Atualmente é professora titular e catedratica de Teoria dos Nuimeros no Ins-
tituto de Matematica da Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (Escola Po-
litécnica Federal de Lausana), na Suiga. Cursou bacharelado em Matemadtica na
Universidade Nacional Taras Shevchenko de Kiev. Em 2007 completou seu mes-
trado na Universidade Técnica Kaiserslautern. Fez um doutorado pelo Instituto de
Matematica da Academia Nacional de Ciéncias da Ucrania em 2010 e outro pela
Universidade de Bonn em 2013. Também foi pesquisadora de pds-doutorado no
Institut des Hautes Etudes Scientifiques e na Humboldt University of Berlin e, em

2017, foi Minerva Distinguished Visitor na Princeton University.

Viazovska foi premiada com a Medalha Fields em 2022 por provar que a rede
ES8 fornece o empacotamento mais denso de esferas idénticas em 8 dimensoes e outras
contribuigoes para problemas extremos relacionados e problemas de interpolacao na
analise de Fourier. De maneira pratica, o problema que ela provou, de acordo com
Rossini (2022), foi ”Voceé ja tentou guardar bolas de futebol dentro de uma caixa?
Encontrar a melhor maneira de organizé-las para fazer caber o maior nimero de
bolas possivel nao é facil. Agora imagine isso com infinitas bolas. Em uma caixa de

oito dimensoes”.

Além de seu trabalho sobre empacotamento de esferas, também é conhecida
por sua pesquisa em projetos esféricos, colaborando na prova de uma conjectura
de Korevaar e Meyers sobre a existéncia de pequenos desenhos em dimensoes ar-

bitrarias.

4 Analise/Conclusao

As mulheres vém conquistando lugar na Ciéncia e ganhando destaque em suas
posicoes de trabalho, porém ainda ha pouco reconhecimento do trabalho que reali-
zam. Como abordado no presente trabalho, entre os 64 premiados com a Medalha
Fields, apenas duas eram mulheres e, somente apds 78 anos da primeira premiagao,

uma mulher veio a receber o prémio.

Diante da luta das mulheres em busca de espago, valorizacao e reconheci-
mento de seu trabalho no ambito cientifico, principalmente na area de Matematica,
considerou-se significativo dar visibilidade e reconhecer as realizacoes e a dedicagao

de mulheres que fazem pesquisa.
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Resumo. O presente trabalho discorre a respeito de uma atividade, desenvolvida
de forma remota através da rede social Instagram, sob a tematica de Macetes Ma-
tematicos, elaborada pelo Programa Institucioanal de Bolsas de Iniciacao a Docéncia
(PIBID) Matematica da Universidade Federal do Triangulo Mineiro, durante o fim
do ano de 2021 e inicio de 2022 nas turmas de oitavo ano da Escola Municipal Boa
Vista, situada em Uberaba-MG. O objetivo da atividade foi atrair a atencao dos
alunos por meio das postagens que foram elaboradas pelo grupo, além de auxiliar
os alunos da educacao basica com esses macetes, podendo ajuda-los no processo
de ensino-aprendizagem, na resolucao de exercicios, no entendimento das matérias
abordadas, e também em possiveis situagoes-problemas do cotidiano de cada um.
As publicacoes, sob formas de posts tutoriais e videos, foram divididas em duas
séries de conteudo: a primeira direcionada a resolucao do cubo magico tradicional
(3x3x3); enquanto a segunda, direcionada a divulgagdo de macetes matematicos de
determinados conteidos dessa disciplina, tais como tabuadas e sistemas de equacoes
de primeiro grau.

Palavras-chave. Macetes Matematicos. Redes Sociais. Cubo Mégico. Instagram.

Introducao

O presente trabalho discorre a respeito de uma atividade desenvolvida pelo
Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia (PIBID) Matematica da
Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM) durante o fim do ano de 2021 e
inicio do ano de 2022. O projeto era composto por 11 integrantes, sendo sete bolsistas
e quatro voluntarios, todos sob orientacoes de uma professora coordenadora e de um

professor supervisor.

79



Os Macetes Matematicos podem servir como uma diferenciada ferramenta
para os professores, devido a possibilidade de chamar a atencao dos alunos, viabi-
lizando uma abordagem de conceitos de maneira lidica, colaborando para o desen-
volvimento do raciocinio légico de modo a desenvolver e estimular o estudante a
aplica-los nas atividades escolares e no cotidiano. Conforme Carneiro et al. o lidico

vem do latim ludus, que significa jogo, divertimento, o que pode ser uti-
lizado como um ensinamento em sala de aula, facilitando a matemaética.
Pois, de forma lidica, o aluno nao cria o receio inicial, sem sequer anali-
sar a atividade proposta. Pelo contrario, ele vai tentar de todas as ma-
neiras possiveis, para que assim possa estar participando do jogo e/ou
“mégica”. (2014,p. 261).

E importante lembrar que os Macetes Matemaéticos nao podem ser considera-
dos uma metodologia de ensino, pois, para entendé-los, na maioria das vezes, deve-se
ter um conhecimento prévio. Assim, consoante a Pereira (2019), o papel do pro-
fessor na modernizacao dos processos de ensino e aprendizagem também é de suma
importancia, pois igualmente demonstra a necessidade de um conhecimento dessas

tecnologias antes de sua utilizacao.

Segundo Ramos (2009, p. 48), “os macetes sao criados quando se encontra
uma palavra ou expressao que, relacionada com um determinado contetdo, facilita
a explicacao por parte do professor e a memorizacao pelo aluno”. Podem, assim,
ser considerados como truques de uma determinada area do conhecimento, possibi-
litando ao discente uma melhor afeicao ao conteiido. Ramos ainda complementa,

dizendo que

os alunos estao buscando férmulas mégicas e maneiras simples de apren-
derem os contetidos de forma rapida e prazerosa, por isso consideramos
que a utilizagao de dicas, de macetes colabora com esse objetivo e facilita
o relacionamento entre professores e alunos. (2009, p.50).

Ao longo dos ultimos anos, o acesso as redes sociais vém crescendo cada
vez mais, auxiliadas pela facilidade de comunicagao entre as pessoas, bem como de
compartilhamento de informagoes; os Macetes Matematicos, junto a determinados

outros materiais, encontram-se em destaque através delas. De acordo com Oliveira,

a utilizacao de atividades lidicas como recurso pedagdgico estimula mais
o gosto dos estudantes em aprender matematica, tornando as aulas mais
produtivas e prazerosas. Com a utilizacao do ludico, é possivel discutir
conceitos matematicos saindo da rotina da sala de aula e alcangando o
objetivo de fazer com que os alunos aprendam. (2015, p. 4).

Visto isso, nosso principal objetivo permeou no desejo de auxiliar os alunos

da educacgao basica com esses macetes, podendo ajuda-los no processo de ensino-
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aprendizagem, na resolucao de exercicios, no entendimento das matérias abordadas,

e também em possiveis situacoes-problemas do cotidiano de cada discente.

1 Desenvolvimento

O professor supervisor do programa era docente responsavel pela disciplina
de Matematica nas turmas de oitavo ano da Escola Municipal Boa Vista, situada
no bairro Boa Vista em Uberaba, Minas Gerais. Na época, os graduandos que
integravam o projeto desenvolveram atividades extracurriculares em conjunto aos
alunos da educacao basica da escola, sob a perspectiva de trés temas, que foram
escolhidos por questoes de gostos, desejos e aptidoes particulares: ”Matematica
Financeira”, ”Matematica e Jogos”e, por tltimo, os ”Macetes Matematicos”. Este

texto discorre a respeito do terceiro grupo, abordando os Macetes Matematicos.

Visando oportunizar experiéncias de aproximacao entre alunos da educacao
basica, alunos da graduagao e professores, fizemos um planejamento pedagdgico no
inicio da parceria firmada entre a universidade e a mencionada escola de Uberaba.
Levando em conta o descompasso estabelecido entre o modo das atividades na uni-
versidade e na escola, pois a UFTM, naquela época, ainda nao permitia atividades
presenciais devido a situacao pandémica a qual ainda estamos inseridos e a escola
parceira ja se encontrava em modo presencial desde outubro, novembro e dezem-
bro de 2021 e janeiro de 2022; fomos, dessa forma, impossibilitados de aplicar tal

planejamento como proposto inicialmente.

A pandemia do coronavirus, que comegou no final do ano de 2019, abalou
todas as estruturas sociais do pais; e, nao obstante, a educagao também sofreu com
seus impactos. Tornou-se necessario reinventar a educacao e ter olhares mais criticos
e inferenciais acerca do futuro da educacao e de nossos cidadaos brasileiros. Ao
mesmo tempo que a pandemia forcou um processo de ensino-aprendizado diferente,
desafiador e inusitado; ela colaborou para que fosse possivel superar determinados

desafios e dar voz a problemas que antes eram ignorados ou deixados de lado.

Deste modo, diante de tais argumentos, tivemos que reinventar e replanejar
as atividades a serem desenvolvidas no periodo. Optamos, assim, por elaborarmos,
em conjunto aos alunos das mencionadas turmas de oitavo ano, atividades a respeito
do tema Macetes Matematicos, para fins de publicacoes na rede social Instagram,

através do perfil oficial do grupo.

Ficou decidido que as postagens deveriam ser bastante criativas e chamativas,
com presenca de imagens e ilustracoes, sem o uso exagerado de escrita. Isso porque

tinha-se como objetivo atrair a atencao dos alunos para as publicacoes, bem como
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de demais interessados. Em consonancia ao conteiido, as postagens também fariam
o papel de chamariz para o perfil do PIBID Matematica UFTM.

Desta forma, foram realizados, semanalmente, alguns encontros virtuais através
da plataforma Google Meet, onde apresentamos aos alunos o que se tratavam, de
fato, os Macetes Matematicos e como produzi-los. O intuito era demonstrar o pro-
cesso de producao de uma postagem desta tematica, fazendo com que eles pesqui-
sassem alguns exemplos e, conosco, também produzissem materiais para divulgagao

na rede social.

Infelizmente, a ideia de promover uma socializacao entre os alunos da escola e
os pibidianos nao se mostrou bem sucedida, pois tivemos uma escassa participacao
por parte deles. Nos primeiros encontros, tivemos o comparecimento de apenas
um estudante; com o passar das semanas, as participacoes zeraram. Assim sendo,
decidimos nao mais promover reunioes com os discentes, passando a confeccionar

postagens por conta prépria; discutindo, desta maneira, também, algumas ideias.

E importante salientar que os Macetes Matematicos pesquisados e confec-
cionados pelo grupo nao eram restritos apenas aos conteidos do oitavo ano, mas
sim abrangiam outras séries; podendo, desta forma, serem utilizados em variadas

situagoes, desde uma atividade escolar até as situagoes do cotidiano.

Em detrimento disso, utilizamos o Instagram como plataforma de divulgagao
dos Macetes Matematicos que produzimos, com intuito de chamar a atencao dos
interessados (incluindo os préprios alunos do oitavo ano da Escola Municipal Boa

Vista), compartilhando alguns conhecimentos.

Como ferramentas de producao dos materiais, utilizamos a plataforma Canva,
os editores de videos Wondershare Filmora e CapCut, e, também, alguns smartpho-
nes, que pertenciam aos integrantes do grupo. No Canva, confeccionamos imagens
de cunho explicativo e expositivo dos macetes; e, com os smartphones, gravamos os

videos que, futuramente, seriam editados pelos mencionados aplicativos de edicao.

Nossas publicagoes foram divididas em duas séries de contetido; a primeira era
direcionada a resolugdo do Cubo M4égico tradicional (3x3x3), enquanto a segunda
era direcionada a facilitacdo de determinados conteidos matematicos, tais como

tabuadas e sistemas de equacgao de primeiro grau.

1.1 Montando o cubo magico

Na primeira série de publicagoes trabalhadas, foram abordadas as apresentacoes

do brinquedo Cubo Mégico, também conhecido como Cubo de Rubik. Sua criagao,
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de autoria do professor huingaro Erno Rubik, deu-se em meados do ano de 1974,
onde o objetivo era criar uma peca que fosse perfeita, no que se refere a geometria,
para ajudar a ilustrar o conceito da terceira dimensao aos seus alunos do curso de

arquitetura.

A versao do brinquedo a ser trabalhada nas postagens é a tradicional, mundi-
almente referenciada como 3x3x3, que, de forma geral, trata-se de um quebra-cabeca
em forma de cubo com seis cores (uma para cada face), vinte e seis pegas ciibicas que
se articulam entre si devido ao um eixo central fixo (oculto dentro do cubo) dispostas
numa configuracao 3x3x3 com mais de quarenta e trés quintilhoes de combinacgoes

diferentes e apenas uma correta.

O objetivo do individuo ao trabalhar com o brinquedo é combinar suas pecas
de uma determinada maneira que deixe todas as suas seis faces com suas respectivas

cores iguais, sendo elas: branco, azul, amarelo, vermelho, verde e laranja.

Para o inicio das postagens, promovemos uma pesquisa a respeito do material,
abrangendo suas origens e, também, as possibilidades 16gicas e mecanicas por tras
do seu funcionamento. O cubo mégico mostra-se uma excelente ferramenta para
se trabalhar com a coordenacao motora de quem o utiliza, bem como do raciocinio
l6gico. Como objeto de reflexao, tal brinquedo abrange uma gama de possibilidades
para sua montagem, servindo como uma excelente maneira de desenvolver a nogao

matematica do usuario a respeito de combinagoes e de probabilidade.

Um dos integrantes do grupo ficou a cargo de criar as postagens relaciona-
das ao tema, responsabilizando-se pelas pesquisas sobre a histéria do objeto, bem
como das suas respectivas caracteristicas. Posteriormente, também se compromis-
sou a gravar os videos abordando algumas dicas para sua montagem, igualmente
apresentando o passo-a-passo necessario para a montagem correta do brinquedo.
Vale ressaltar que, independentemente da combinagao priméria que o cubo estivesse
configurado, o aprendizado produzido pela série de videos demonstrava uma mon-
tagem universal, que podia ser adaptada a qualquer cubo do formato 3x3x3; isto ¢,
seguindo as etapas corretamente, o aluno conseguiria montar o cubo em qualquer

combinagao em que ele se apresentasse.

Inicialmente, o material grafico foi gravado por um smartphone, sendo pos-
teriormente editado pelo aplicativo Wondershare Filmora. Dividida em um total de
oito videos, a série do cubo magico foi publicada no reels do Instagram do PIBID

Matematica da UFTM, contemplando a totalidade do passo-a-passo.

No primeiro video, tivemos a apresentagao do brinquedo, junto as suas pes-

quisadas caracteristicas fisicas e historicas, visando abrir espaco para a continuidade
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da atividade ao longo das outras sete partes. Em seguida, tivemos a abordagem de
cada etapa da montagem, descrevendo os movimentos necessarios para se chegar
aos respectivos objetivos, que, ao final, iriam culminar na montagem completa do
cubo, alcancando o objetivo da pequena oficina. As postagens ocorreram ao longo
de quatro semanas, indo do inicio de novembro ao inicio de dezembro de 2021, com
duas postagens por semana, sempre as segundas e sextas-feiras. Abaixo, seguem

imagens de alguns dos videos publicados:

Figura 1: Série de algumas publicacoes feitas nas redes.
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Fonte: https://www.instagram.com/p/CWT5t2KgKnX/

1.2 Macetes Matematicos

Para a segunda série de conteudos, dividimos em duas vertentes bastante
utilizadas no Instagram que se tratam dos posts tutorias, que possuem a funcao de
divulgar uma determinada informagao, portando uma estrutura em topicos lineares;
e os videos, que possuem a funcao de divulgar uma determinada informacao através

do audiovisual.

1.2.1 Posts Tutoriais

Num momento inicial, foram feitas pesquisas de possiveis tipos de Macetes
Matematicos para que pudessem ser explorados. Aqui, optamos por contetidos mais
simples, com certas “artimanhas universais”, de forma que nao houvessem tantas

restrigoes. Assim, ao longo de novembro e dezembro de 2021, foram selecionadas
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as categorias dos Macetes Matematicos que seriam trabalhados e posteriormente

publicados.

Depois disso, confeccionamos o material de postagem a partir da plataforma
Canva. Tal escolha se justifica pelo fato de ja se apresentar um certo dominio e co-
nhecimento prévio por parte dos integrantes do grupo em relagao as funcionalidades
do editor, aliado a variedade de templates gratuitos que 14 podem ser encontrados.
Optamos, dessa forma, por um template que chamasse a atencao do leitor, mas que

nao fosse muito carregado de informagoes visuais.

Apos a escolha, fizemos as necessérias alteracoes, de acordo com os contetdos
a serem trabalhados. Durante a confeccao, optamos por padronizar o estilo que
seria adotado em todas as imagens das postagens, justamente por fazerem parte de
uma série especifica, os posts tutoriais. Decidimos confeccionar, no total, quatro
imagens por cada postagem. Na primeira, terfamos o titulo/tema do Macete Ma-
tematico abordado; no segundo, teriamos a parte explicativa, com um sucinto texto;
no terceiro, a parte ilustrativa; e, por ultimo, estaria presente um fechamento da
publicacao, com a presenca da fonte e um espaco sugerindo curtidas, comentarios e

compartilhamentos, criando, assim, uma pequena interacao com o leitor.

Figura 2: Postagem feita na rede social do grupo
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Fonte: elaborado pelos autores (2021)

Depois da arte finalizada, foi a vez de confeccionarmos as legendas a serem
utiliza-das em cada postagem, seguindo também um padrao que foi debatido entre

os integrantes do grupo, que buscavam dialogar de maneira mais proxima com o
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publico, empregando uma linguagem mais pessoal e direta. Assim como as postagens
envolvendo o Cubo Ma&gico, tais publicagoes abordando os Macetes Matematicos
ocorreram as segundas e sextas-feiras (com excegao de feriados) dede o inicio de
dezembro de 2021 até o fim de janeiro de 2022.

1.2.2 Videos

Para a segunda vertente adotada, a ideia inicial era de que os alunos da
educacao basica, que estavam participando e interagindo nas reunioes semanais de
quarta-feira, confeccionassem os videos para serem postados no Instagram. Mas,
como poucos alunos estavam presentes nas reunioes (entre 1 ou 2), e pelo fato de eles
se mostrarem desanimados, apenas um aluno em especifico se apresentou motivado
para tarefa, executando-a com maestria. Para as outras publicacoes, decidimos que,
os préprios pibidianos do programa seriam os responséaveis por confeccionar os videos

sob a tematica dos Macetes Matemaéticos.

Ja tinhamos em maos o video sobre sistema de equacoes lineares feito pelo
aluno que se mostrou disposto a colaborar; precisariamos, dessa forma, de mais dois
videos sobre macetes para completar o més de janeiro de 2022. Para isso, procuramos
videos curtos sobre Macetes Matematicos em duas redes sociais que estavam mais
populares na época, o Instagram e o TikTok. A fim de termos uma perspectiva
orientadora, foram feitas escolhas de trés videos-base para confeccionarmos nosso
proprio material, apropriando as carateristicas que queriamos ressaltar e todo o

layout desejado.

Em grupo, optamos por selecionar macetes que seriam mais usuais e uni-
versais, pois alguns dos modelos encontrados tinham certas restrigoes, como faixa
etaria ou por se tratar de contetido especifico de Matematica. Dessa forma, foram
devidamente analisados para melhor adequacao a proposta inicial e ao objetivo esta-
belecido. Os videos foram gravados com o celular na posicao vertical e com uma boa
iluminacgao; para a parte da edigao, como o efeito e a musica, utilizamos o aplicativo
CapCut.

Depois de gravado, editado e verificado, também foram feitas as legendas
de cada postagem, onde referenciamos o material e promovemos curtas mensagens
para chamar a atencao do leitor. Vale ressaltar que, os materiais, depois de prontos,
foram enviados a todos os integrantes do PIBID (discentes e docentes), onde se
apresentavam as analises feitas do material e as possiveis sugestoes ou alteragoes.

Somente depois disso os materiais foram postados e compartilhados nas redes sociais.
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2 Consideracgoes Finais

A escolha da rede social Instagram para divulgagao do trabalho se deu princi-
palmente por dois motivos: o primeiro, por se tratar de um aplicativo que a maioria
dos individuos do publico alvo ja tinham uma conta registrada e faziam constante
uso; o segundo, pelo fato de o aplicativo oferecer uma relacao estatistica acerca de

suas publicagoes, como, por exemplo, o alcance e os perfis dos usuarios atingidos.

Visto isso, segundo os dados fornecidos pelo Insights da ferramenta, infeliz-
mente nosso publico-alvo nao foi atendido como gostariamos. Os dados revelaram
que o engajamento entre pessoas de 13 a 17 anos, representaram apenas 6,0% em

relacao ao nimero total do alcance.

Figura 3: Alcance em relagao a idade.

55 a 64 anos

5% 13 a 17 anos
45 a 54 anos 0%
35 a 44 anos

e 18 a 24 anos

25 a 34 anos

Fonte: insigths do perfil do instagram do grupo (2022)

Concluimos assim que, apesar dos alunos gostarem e se apresentarem moti-
vados com a ideia inicial do programa, com o passar do tempo percebemos que esse

interesse foi se perdendo.

Destarte, cabe a nés refletir a respeito de estratégias que poderiamos adotar
para que a porcentagem de engajamento do publico-alvo cresga. E, enquanto futuros
docentes de Matematica, promovermos uma analise critica e inferencial a respeito
dos motivos e causas do supracitado resultado. Vale lembrar, também, que tudo
ocorreu de forma remota, em que as relagoes de ensino-aprendizagem se tornaram

mais dificeis e desafiadoras.

Por fim, urge uma reflexao dos pontos positivos e negativos do trabalho,
podendo vir a ser e contribuir como uma alternativa para uma educacao cada vez

mais democratica, digna e equanime a todos.

87



Referéncias

CARNEIRO, G. S. et al. Incentivando a aprendizagem da matematica
através da“matemagica”. Bagé/RS: Encontro Regional de Estudantes de
Matematica da Regiao Sul Fundagao Universidade Federal do Pampa
(UNTPAMPA), 2014.

OLIVEIRA, G. G. Truques matematicos em nivel fundamental.
Campina Grande: II CONEDU, 2015.

PEREIRA, P. C., et al. Identificando praticas educacionais no instagram: uma
revisao sistematica.. Itinerarius Reflectionis, v. 15, n. 2, p. 01-19, 2019.

RAMOS, F. C. Dicas, macetes e analogias: identifique-os e divulgue!. Revista
Reflectionis, Belo Horizonte v. 1, n. 1, 2009.

88



Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais do Pontal
Curso de Graduacao em Matematica

Universidade Federal de Uberlandia

Semana de Matematica do Pontal
29 de novembro a 01 de dezembro de 2022

Bases de Grobner e Suas Propriedades

Victor Cruz Borges, Victor Gonzalo Lopez Neumann.
Universidade Federal de Uberlandia, Universidade Federal de Uberlandia.

victor.cruz@ufu.br, victor.neumann@ufu.br

Resumo. O presente trabalho tem como objetivo trazer um breve estudo sobre
polindbmios com mais de uma variavel. Nesse sentido, serao abordados os temas
referentes a ordenacao dos monomios de um polindomio, quais as possiveis formas
de ordena-los, se é possivel realizar uma divisao entre esses tipos de polinomios,
desenvolver alguns resultados e comentar sobre propriedades de Bases de Grobner. E
dentro desses temas iremos, além de definir alguns conceitos importantes como o que
caracteriza os monomios e, consequentemente, os termos de um polinomio, de fato
(como termo lider, multigrau, mondmio lider, dentre outros), trazer respostas para os
problemas da descrigao de ideais e dos elementos de um ideal. Por fim, concluiremos
apontando o que significam os resultados, quais as ferramentas disponiveis para
saber se um polinomio com mais de uma variavel pertence a um ideal ou nao e
como analisar se uma base de um ideal tem algumas propriedades que sao tteis
para realizar divisoes de polinomios.

Palavras-chave. Polinomio. Ideal. Base.

Introducao

Trabalhando com polindomios de mais de uma variavel, e ideais de um anel de

polindmios com coeficientes num corpo K, surgem alguns questionamentos:

1. (O problema da descri¢ao de ideais) Seré que qualquer ideal I C K|x1, ..., x,]
tem um conjunto gerador finito? Isto é, podemos escrever que I = (f,..., fs)
com f; € K[xq,...,x,]7

2. (O problema dos elementos de um ideal) Se f € K[x1,...,x,)el = (fi,..., [s)

¢ um ideal desse anel de polinomios, determine se f € I.

Nesse trabalho, traremos as respostas para essas perguntas, e falaremos sobre Bases

de Grobner.
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1 Ordens Monomiais e Divisao entre Polindmios com Mais de Uma

Variavel
Primeiramente, podemos reescrever o monoémio x® = " - 5% - ... - 25" pela
n-upla o = (aq,...,q,) € 7%, quando necessdrio. Isso estabelece uma corres-
pondéncia biunivoca dos monomios de K[z1, ..., x,] e ZZ,.

Qualquer ordenagao > que for estabelecida em Z%, nos dard uma ordenagao
dos monomios: se a > /3 por essa ordenacdo, entdo diremos que 2 > z”. Entao

vamos definir o que é uma ordem monomial.

Definigao 1. Uma ordem monomial em K|xy,...,z,| é uma relagao qualquer
> em 15, ou, equivalentemente, qualquer relagao no conjunto dos monomios x,
a € 72, satisfazendo:

1. > € de ordem total (ou linear) em ZZ.

2. Sea>f ey €Ly, entio v+ > [ +7.

3. > € de boa ordem em Z%,. Isso significa que qualquer conjunto nao vazio de

2, possui menor elemento para a ordem >.

Defini¢ao 2 (Ordem lexicogréfica). Sejam o = (v, ..., ) e 8= (P1,...,5n) €
Z%. Dizemos a >, 3 se, no vetor diferenca a— 3 € Z%), a primeira entrada nao-

nula da esquerda para a direita € positiva. Escrevemos x® >j.p 2° se o >pep B.

Exemplo 1. O polinémio f = —bx®+T7x?2? +4wyz*+42° € K|z, y, 2] estd ordenado,

em ordem decrescente de seus monomios, com respeito a ordem lexicogrdfica.

Proposigao 1. A ordem lexicogrifica em Z%, € uma ordem monomial.
Demonstragao. Ver [Il, Proposition 2, Chap. 2.4]. O]

Existem outras ordens monomiais, como a lexicografica graduada que com-
para as somas das poténcias das varidveis e, se sao iguais, realiza a comparagao
usando a ordem lexicografica. Outra ordem monomial é a lexicografica reversa gra-
duada, que compara a soma das poténcias e, se sao iguais, realiza uma comparacao

similar a lexicogréfica [T, Definitions 2.2.5 and 2.2.6].

Defini¢ao 3. Seja f = Y,a,2% # 0 em Klxy,...,2,] e seja > uma ordem mono-

maial:

o O multigrau de f € multigrau(f) = mav(a € Z%; : aq # 0).
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o O coeficiente lider de f é LC(f) = amuigrau(s) € K.
e O monémio lider de f é LM(f) = a™tigrauld) (com coeficiente 1).

e O termo lider de f é LT(f) = LC(f)- LM(f).

Para ilustrar, seja f = 4xy?z + 422 — 523 + T2?2? ¢ > a ordem lexicografica.

Entao

multigrau(f) = (3,0,0), LO(f) = =5, LM(f) = 2* e LT(f) = —52°.

Teorema 1 (Algoritmo da divisao em K|xy,...,z,]). Sejam > uma ordem mo-
nomial em Z%y e F' = (f1,..., fs) uma s-upla ordenada de polinomios em K[xy, . .., x,].
Entao todo f € K[xq,...,x,] pode ser escrito por

f=afi+...tasfs+r

onde a;,r € K[xy,...,x,] e r =0 our é uma combinagao linear com coeficientes
em K, de mondmios, nenhum deles divisivel por nenhum dos LT(f1),...,LT(fs).

Vamos chamar de v o resto da divisao de f por F. Além disso, se a;f; # 0, entao

nos temos

multigrau(f) > multigrau(a; f;).
Demonstragao. Ver [Il, Theorem 3, Chapter 2.3]. O
Definigao 4. Um ideal I C K[zy,...,x,| € um ideal monomial se existe A C ZZ,

tal que I estd gerado por {x® : o € A}. Isto é, I consiste de todos os polindmios

que sao somas finitas da forma » hox® onde h, € K[xy,...,x,]. Nesse caso,
acA
escrevemos I = (z® : a € A).

Agora, precisamos caracterizar todos os monomios que se encontram em um

dado ideal monomial.

Lema 1. Seja I = (x* ; o € A) um ideal monomial. Entdo um monémio P estd

em I se e somente se x” é divisivel por z® para algum o € A.

Demonstragao. Ver [Il Lemma 2, Chapter 2.4]. O]

Defini¢ao 5. Dizemos que {g1,...,9:} C Klx1,...,2,] € uma base para um ideal
I se, para todo f € I, f = a1q1 + ... + awg;, onde a; € Klxy,...,x,], ou seja,
I'={qg1,---, 9.
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Teorema 2 (Lema de Dickson). Seja [ = (z* : o € A) C Klxy,...,x,] um

ideal monomial. Entdo I pode ser escrito na forma I = (z*U . . ) onde

Y

a(l),...,a(s) € A. Em particular, I tem uma base finita.

Demonstragao. Ver [Il, Theorem 5, Chapter 2.4]. O

2 O Teorema da Base de Hilbert e Bases de Grobner

Nessa se¢ao daremos uma solucao completa do problema da descricao de ide-
ais. Primeiramente, para um ideal I qualquer, definimos o ideal de termos lideres

como segue.

Definicao 6. Seja I C Klxy,...,x,| um ideal nio nulo.

1. Denotamos por LT(I) o conjunto dos termos lideres dos elementos de I.

Entao,
LT(I)={cx™:3f € I que satisfaz LT(f )= cx®}.
2. Denotamos por (LT(I)) o ideal gerado pelos elementos de LT (I).

Os termos lideres desempenham uma funcao importante para o algoritmo da
divisio. E verdade que LT(f;) € LT(I) C (LT(I)) por definicao, o que implica que
(LT(f1),...,LT(fs)) € (LT(I)). Contudo, (LT(I)) pode ser estritamente maior.

Para ver isso, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 2. Seja I = (f1, f2), onde fi = 2° — 2zy e fo = 2%y — 2y* + x, e use a
ordem graduada lezicogrdfica dos monémios em K|x,y]. Como x(z*y — 2y* + ) —
y(z3 — 2xy) = 22, entdo x* € I. Logo, * = LT (2*) € (LT(I)). Todavia, x* ndo é
divisivel por LT(f1) = 2 ou LT(f2) — 2%y, assim x> ¢ (LT(f1), LT(f2)), pelo Lema
1

Mostremos agora que (LT'(I)) é um ideal monomial:

Proposicao 2. Seja I C K[xy,...,x,] um ideal.

1. (LT(I)) é um ideal monomial.

2. Ezistem g1,...,q; € I que satisfazem (LT(1)) = (LT(g1),...,LT(g1))-

Demonstracao.
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1. Os lideres monomiais LM (g) dos elementos g € I—{0} geram o ideal monomial
(LM(g) : g € I —{0}). Como LM(g) e LT(g) sao multiplos um do outro via
uma constante nao nula, esse ideal faz com que (LT(g) : g € I — {0}) =
(LT(I)). Entao, (LT(I)) é um ideal monomial.

2. Desde que (LT(I)) é gerado pelos monomios LM (g) para g € I —{0}, o Lema
de Dickson nos diz que (LT(I)) = (LM(¢1),...,LM(g:)) para g1,...,q: €
I. E como LM(g;) difere de LT(g;) por uma constante nao nula, segue que
(LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs)). Isso completa a prova.

]

Teorema 3 (Teorema da Base de Hilbert). Todo ideal I C Klxy,...,x,| tem
um conjunto gerador finito. Isto €, I = (q1,...,q:) para gi,...g; € 1.

Demonstragao. Ver [I, Theorem 4, Chapter 2.5]

[
Defini¢ao 7. Fize uma ordem monomial. Um subconjunto G = {gy...,9:} de um
ideal I # 0 € uma Base de Grobner se
(LT(g1),- -, LT(g:)) = (LT(I)).
Corolario 1. Fize uma ordem monomial. Entdo qualquer ideal I C Klxy, ..., x,)

nao nulo tem uma Base de Grobner. Além disso, qualquer Base de Grobner para

um ideal I € uma base de I.

Demonstragao. [, Corollary 6, Chapter 2.5] ]

3 Propriedades das Bases de Grobner

Como foi mostrado no capitulo anterior, todo ideal ndo nulo I C K[z, ..., z,)
tem uma Base de Grobner. Aqui, estudaremos as propriedades desse tipo de base e

aprenderemos a como detectar quando uma base é uma Base de Grobner.

Primeiramente, provemos que o resto de uma divisao é unicamente determi-

nado quando os divisores formam uma Base de Grobner.

Proposicao 3. Seja G = {g1,...,9:} uma Base de Grébner para um ideal I C
Klzy,...,x,) eseja f € K[xy,...,x,]. Entao existe um tnico restor € Klxy, ..., z,)

com as duas sequintes propriedades:
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1. Nenhum termo de r € divisivel por qualquer um dos LT (g1),...,LT(g;).

2. Existe g € I tal que f =g+ .

Em particular, r € o resto da divisao de f por G ndo importa a ordem em

que 0s elementos de G sao listados usando o algoritmo da divisao.

Demonstracao. O algoritmo da divisao nos da que f = a1g1 + ...+ a;g; + r, onde
r satisfaz 1. Tomando g = a191 + ... 4+ a;g; € I, temos que 2 também é satisfeito.

Isso prova a existéncia de r.

Para provar a unicidade, suponha que f = g +r = ¢ + r’ satisfazendo
1e2 Entaor—1r =g¢g —g el Ser #r' entao LT(r —1') € (LT(I)) =
(LT(g1),...,LT(g¢)). Pelo Lema (I} segue que LT(r — r') é divisivel por algum
LT(g;). Isso é impossivel pois nenhum termo de r ou 7’ é divisivel por qualquer um

dos LT(¢1),...,LT(g;). Portanto r — r’ deve ser zero e a unicidade esta provada.

A parte final dessa proposicao também ¢é verdade por conta da unicidade de

r provada nessa demonstracao. O]

Apesar do resto r ser unico, até para uma Base de Groébner, os ” quocientes”
a; produzidos pelo algoritmo da divisao f = ay91 + ... + a;g; + v podem mudar se

listamos os divisores numa ordem diferente.

Exemplo 3. Vamos provar na conclusio (seg¢io 4), que G = {y — 2% 2z — 2%} ¢

uma Base de Grébner para a ordem lexicogrdfica com y > z > x. Dividindo xyz por

y — a2,z — a®, nessa ordem, obtemos que

zyz = x2(y — 2°) + 2°(2 — 2°) + 2°.
Agora, na ordem contrdria, dividindo xyz por z — a2,y — 2%, obtemos que
zyz = xy(z — 2°) + 2 (y — 2%) + 25

Mesmo obtendo o mesmo resto em ambas as divisoes, os "quocientes” sao diferentes
nelas. Isso mos mostra que o mdximo que podemos esperar é a unicidade do resto

na divisao de um polinomio por uma Base de Grobner.

Corolario 2. Seja G = {gi1,...,9:} wma Base de Grébner para um ideal I C
Klxy,...,x,] e seja f € Klzy,...,x,]. Entdo, f € I se e sé se o resto da divisdo

de f por G € zero.
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Demonstracao. Se o resto da divisao é zero, ja vimos que f € I. Por outro lado,
dado f € I, temos que f = f + 0 e isso satisfaz as duas condigoes da proposigao

anterior. Segue que 0 é o resto da divisao de f por G. O

Definigao 8. Denotamos o resto da divisao de f pela s-upla ordenada F = (f1,. .., fs)
por 7F Se F' € uma Base de Grébner para (f1,..., fs) entdo podemos considerar F

como um conjunto (sem qualquer ordem particular) pela proposicao anterior.

Por exemplo, para F = (2%y — y?, 2%y* — y?) C Klz,y|, usando a ordem

lexicografica, temos x5y = xy?, pois o algoritmo da divisao nos dé

2y = (2° — zy)(2®y + v°) + 0(z*y® — v°) + 2y,

No que vem a seguir discutiremos sobre como inferir que um dado conjunto

gerador de um ideal I é uma Base de Grobner.
Defini¢ao 9. Sejam f,g € Klxy,...,x,| polindmios nao nulos.
1. Se multigrau(f) = « e multigrau(g) = B entdo defina v = (y1,...,%), onde

vi = max(ey, B;) para cada i. Chamamos x¥ de minimo miltiplo comum de
LM(f) e LM(g), escrito ¥ = MMC(LM(f), LM(g)).

2. O S-polinomio de f e g € a combinagao

x7 x7

D= ! T

Como exemplo, seja [ = 23y* — 2%y> + x e g = 3z'y + y* em Rz, y] com a
ordem lexicografica graduada. Entao v = (4,2) e
xty? 1 14

3.3 2
=xf—zyg=—rYy +r° — Y.
g=zf 549 y Y

-T4y2
5/

x3y

S(f.9) = BTy

Um S-polinémio S(f, g) é "designado” para produzir cancelamento de termos lideres.

De fato, o seguinte lema mostra que todo cancelamento de termos lideres entre

polinomios de mesmo multigrau resulta desse tipo de cancelamento.

S

Lema 2. Suponha que temos uma soma Y ¢;f;, onde ¢; € K e o multigrau(f;) =
i=1
0 € Z%, para todo v. Se multigrau (Z cifi) < 0 entao Y c;fi € uma combinagao
- i=1 i=1
linear, com coeficientes em K, de S-polinomios S(f;, fx) para 1 < j.k < s. Além

disso, cada S(f;, fx) tem multigrau menor que 9.

Demonstragao. Ver [I, Lemma 5, Chapter 2.6] ]
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Usando S-polinémios e o lema anterior, podemos agora provar o seguinte
Critério de Buchberger para deduzir quando uma base de um ideal é uma Base de

Grobner.

Teorema 4 (Critério de Buchberger). Seja I um ideal polinomial. Entdo uma base
G=A{q,...,q:} para I é uma Base de Grébner para I se e somente se, para todos
os pares i # j, o resto da divisao de S(g;,g;) por G (listado em qualquer ordem) é

ZEero.

Demonstragao. (=) Se G é uma Base de Grébner entdo, como S(g;, gj) € I, o resto

da divisdo de S(gi, gj) por G é zero pelo tdltimo corolario.

(<) Seja f € I um polindomio ndo nulo. Devemos mostrar que se todos os
S-polindémios tém resto zero na divisao por G entao LT(f) € (LT(g1),...,LT(g:))-
Dado f €1 =(g1,...,9:), existem polinomios h; € K|z1,...,x,] tais que

f= Zhigi- (1)

Das propriedades do multigrau, segue que
multigrau(f) < mazx(multigrau(h;g;)). (2)

Se a igualdade nao ocorre entao algum cancelamento de termos lideres de deve
ocorrer. Dada uma expressao para f, seja m(i) = multigrau(h;g;) e defina

0 = max(m(1),...,m(t)). Assim, a inequacao ([2)) se torna
multigrau(f) < 4.

Agora, considere todas as formas possiveis nas quais f pode ser escrito na forma
. Para cada expressao, obtemos um diferente . Como uma ordem monomial é
uma boa ordem, podemos selecionar uma expressao na forma tal que 0 é minimo.
Mostremos que, uma vez que esse ¢ ¢é escolhido, temos que multigrau(f) = 0. Entao
a igualdade ocorre em (), assim multigrau(f) = multigrau(h;g;) para algum i e
seguird que o termo lider de f é divisivel pelo termo lider de g;. Isso mostrara que
LT(f) € (LT(q1),...,LT(g)), que é o que queremos provar. Resta mostrar que
multigrau(f) = §. Provemos por contradigao. A igualdade pode falhar somente
quando multigrau(f) < 0. Para isolar os termos que tém multigrau 6, vamos

escrever f da seguinte forma:

= Z higi+ Z hig; = Z LT (hi)gi+ Z (hi—LT(hs))gi+ Z higi. (3)
m(z)=4 m(i)=4

m(i)<o m(i)=9 m(z)<é
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Todos os monomios que aparecem no segundo e terceiro somatorios tém multigrau
menor que 0. Entao, como assumimos que multigrau(f) < 0, temos que o primeiro

somatorio também deve ter multigrau menor que .

Seja LT (h;) = c;z*®. Entdo, o primeiro somatério S LT(hi)g = . ca®Wg;

m(i)=8 m(i)=8
tem exatamente a forma descrita no lema anterior com f; = z*%g;. Assim, ainda

por esse mesmo lema, esse somatério é uma combinagao linear de S-polinomios
S(x*Dg;, 22" g,). Contudo,

0 0

, x . x
S(xa(J)gj7 xo‘(k)gk) — —xa(J)gj —

alk) g — 25k S( g, 4
20 LT(g;) LT (g T (95> 9x), (4)

onde z%i* = MMC(LM/(g;), LM (gx)). Entao existem constantes c;, € K tais que

D LT(hi)gs =Y cpr® *5(g;, g1).

m(i)=0 J.k

O préximo passo é usar nossa hipétese de que o resto de S(g;, gx) na divisao por
g1, ---,9; € zero. Usando o algoritmo da divisao, temos que cada S-polinomio pode

ser escrito na forma

gj7 gk Z [ (5)

onde a;j € K(xq,...,x,]. O algoritmo da divisdo também nos diz que
multigrau(a;jrg;) < multigrau(S(g;, gr)) (6)

para todos i, j, k. Intuitivamente, isso nos diz que quando o resto é zero, nés podemos
encontrar uma expressao para S (gj, gr) em termos de GG, onde nem todos os termos

lideres se cancelam.

Para explorar isso, multiplicando a expressao de S(g;, gr) por #°~ 7 obtemos

6 ’MS g] gk sz]kgu

onde bz’ Yk a. Assim, a equacio @ junta com o ultimo lema nos diz que
multigrau(bijrg;) < multigrau(z’ 7% S(g;, g)) < 6. (7)

Se analisamos a expressdao acima para z°~%*S(g;, gx) e substituimos ela em @,
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obtemos a equacao

Z LT(h Zc B0 % S(g;, 9k) chk (Z bm;%) = Zilwn

m(i)=9 j,k

a qual, por , tem a propriedade de que para todo @
multigrau(h;g;) < 0.

Por fim, substituindo > LT'(h;)g; = Zﬁzgl na equagao (3[), obtemos uma ex-
m(i)=0 i
pressao para f, a qual é uma combinagao polinomial dos g.s tal que todos os termos

tém multigrau menor que §, o que contradiz a minimalidade de § e completa a prova

do teorema. N

4 Conclusao

O Critério de Buchberger dado nesse ultimo teorema ¢ um dos resultados
chave sobre Bases de Grobner. Vimos que Bases de Grobner tém muitas propri-
edades interessantes, mas, até agora, tem sido dificil determinar se uma base de
um ideal é uma Base de Grébner. Usando o critério do Buchberger, no entanto,
agora € facil mostrar se uma determinada base é uma Base de Grobner. Como
exemplo, considere o ideal I = (y — z?%, z — 23) (do cubo torcido em R?). Provemos
que G = {y — 2% 2z — 23} é uma Base de Grobner para a ordem lexicogréfica com
y > z > x. Para isso, considere o S-polinomio

Yz Yz Y

Sy — 2% 2z —2°) = Z(y — 2?) — z—2°) = —zx? + ya
Y

Usando o algoritmo da divisao, obtemos

—z2® 4+ yr® = 2*(y — 2*) + (—2%) (2 — 2%) + 0.

Assim, S(y — 2%,z — 23) = 0. E, pelo dltimo teorema, G é uma Base de Grébner

para I.
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Resumo. Apesar de serem obtidas por meio de se¢oes de um cone por um plano, as
construgoes com régua e compasso, das segoes conicas nao degeneradas, podem ser
realizadas de forma totalmente independente do cone, a partir de suas respectivas
propriedades. E comum encontrar em textos matematicos a definicao da parabola
como sendo o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam do foco e de uma
reta fira, denominada diretriz. No entanto, em geral, o conceito de diretriz nao
aparece, explicitamente, nas definicbes usuais das elipses e hipérboles. A proposta
do presente trabalho é evidenciar o conceito de diretriz de uma conica, a fim de
resgatar a importancia desse conceito na defini¢ao das principais propriedades dessas
curvas. Para tal, sera apresentada uma definigao geral das conicas a partir da relagao
entre o foco e a respectiva diretriz (propriedade foco-diretriz) e serd mostrado o
surpreendente fato de que a diretriz pode ser obtida como o lugar geométrico dos
pontos de intersecao entre as retas tangentes as conicas, nas extremidades das cordas
focais.

Palavras-chave. Conicas. Propriedade foco-diretriz. Diretriz. Elipse. Parédbola.
Hipérbole.

Introducao

As conicas comegaram a ser estudadas na Grécia antiga. Acredita-se que esses
estudos se iniciaram a partir das tentativas de Menaecmo (350 a. C.) em solucionar
o problema da construcao de duas médias proporcionais entre dois segmentos de
reta paralelos de razao 2, problema esse que, de acordo com Hipdcrates de Quio
(440 a. C.), seria a solucao de um dos trés problemas classicos da antiguidade: a
duplicacao do cubo (veja [3]). Esse problema atraiu a aten¢ao de muitos matematicos
da época, dentre eles, Menaecmo, que se destaca pelas tentativas de solucionar o

problema a partir de intersecoes de um plano com um cone, fato que justifica o
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nome se¢oes conicas. Por esse motivo, Menaecmo é considerado o descobridor das
conicas. Porém, os nomes de Euclides, Arquimedes e Apolonio também se destacam

por contribuigoes nos estudos dessas curvas.

Como dito no resumo acima, as conicas podem ser obtidas por meio de se¢oes
de um cone por um plano, e as respectivas construgoes com régua e compasso,
das segOes conicas (ou simplesmente cdnicas) nao degeneradas, que sao as elipses,
parabolas e hipérboles, podem ser realizadas de forma totalmente independente do
cone, a partir de suas respectivas propriedades. E comum encontrar em textos
matematicos a definicao da parabola como sendo o " lugar geométrico dos pontos do
plano que equidistam do foco e de uma reta fiza, denominada diretriz”. No entanto,
em geral, o conceito de diretriz nao aparece, explicitamente, nas definicoes usuais

das elipses e hipérboles.

O principal objetivo do presente trabalho é evidenciar o conceito de diretriz
de uma conica, resgatando assim a importancia desse conceito na definicao das
principais propriedades dessas curvas. Para tal, serd apresentada uma definicao
geral das conicas a partir da relagao entre o foco e a respectiva diretriz (propriedade
foco-diretriz) e, como uma cereja de bolo, serd mostrado que, surpreendentemente,
a diretriz pode ser obtida como o lugar geométrico dos pontos de intersecao entre
as retas tangentes as conicas, nas extremidades das cordas focais. Algo raramente
abordado em cursos de geometria. Os principais resultados utilizados neste trabalho
podem ser encontrados na referéncia [1] (BESANT, 1895)

1 Algumas definicoes e observagoes sobre as notacoes utilizadas

No que se segue, ao longo do texto, todos os objetos geométricos considerados

estarao em um mesmo plano.

Os pontos serao denotados por letras maitsculas. As retas serao denotadas
por uma letra minuscula, ou, no caso em que se tratar de reta determinada por dois
pontos A e B, ela podera ser expressa como reta AB, ou simplemente jﬁ Um
segmento de reta determinado por A e B serd denotado por AB, ou expresso como
segmento AB, enquanto que a medida desse segmento serd expressa simplesmente
por AB. Um angulo BAC, cujos lados sao determinados pelas semi-retas AB e AC,
podera ser denotado também por BAC e sua medida serd denotada por L BAC'. O
simbolo AABC' denotara o triangulo de vértices A, B e C.

Definigao 1. (Se¢ao cénica) Sejam d uma reta, e F' um ponto, ambos fixos em

um plano. Seja P um ponto que se move nesse plano. A curva determinada pelo
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D(P,F

— - =¢, onde e € R ¢ constante, é
D(P,d)

movimento do ponto P, sujeito a condicao

chamada de secao conica.

A propriedade do ponto P na definicao anterior é chamada de propriedade

foco-diretriz.

Defini¢ao 2. (Foco, diretriz e excentricidade) O ponto F da definicao |1| é
chamado de foco, a reta d é chamada de diretriz, e a constante e é denominada de

excentricidade da se¢do conica.

e Quando 0 < e < 1, a conica é chamada de Elipse.
e Quando e = 1, a conica é chamada de Parabola.

e Quando 1 < e < oo, a conica é chamada de Hipérbole.

Definigao 3. (Corda focal) Uma corda focal PF P’ é um segmento de reta, nio

incidente ao eixo, que passa pelo foco e cujas extremidades sao pontos da conica.

Definigao 4. (Reta tangente a cénica) Se uma reta, tragada por um ponto P
de uma conica, encontra a conica novamente em P’, a reta tangente a conica é a

posicao para onde a reta PP’ tende a medida que P’ se aproxima de P.

2 Construgoes das conicas e algumas de suas propriedades

2.1 Construgao geométrica de uma conica por meio da propriedade foco-

diretriz.

No que se segue serao apresentadas as construgoes das conicas (nao degeneradas) a

partir de um reta e um ponto, a saber: a diretriz d e o foco F, respectivamente.

Considere um ponto A sobre a diretriz d tal que A é o pé da perpendicular

baixada do foco F' até a diretriz.

Observacgao: A reta AF, a qual passa pelo(s) foco(s) de uma conica e é perpendi-

cular a sua diretriz é chamada de eizo da conica.

Tome um ponto V' no segmento AF. Supondo que V seja um ponto da

coOnica, é possivel encontrar um ponto P também pertencente a essa mesma curva.

DV, F D(P,F
A veracidade disso é comprovada verificando que a relacao D((V’, d)) = D<( P: d)) =e,

é satisfeita, onde e é a excentricidade da conica (ver definicao [2).
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Tome um ponto M na diretriz d, distinto de A, e trace as retas MV e MF.
Trace por F' a reta s simétrica ao eixo com relacao a reta M F'. Seja P o ponto de

intersecao entre a reta s e a reta MV

Afirmacao 1. Os pontos V' e P sao, ambos, pontos da curva.

Demonstracgao. De fato,

trace por P a reta perpendicular a diretriz, e seja L o ponto de interseccao desta
reta com a reta M F. Seja K o ponto de intersecao entre a reta criada anteriormente

e a diretriz d. Seja O um ponto sobre o eixo, tal que F' esta entre os pontos A e O.

Figura 1: Conicas construida por meio da propriedade foco-diretriz.

d K
] SNl

Fonte: Elaborada pelas autoras (2022)

Observe que PLF = L/]*%, pois ambos sao angulos altermos internos congru-
entes, relativos as retas paralelas AF e PK. Além disso, LFO = Iﬁ, pois, por
construgao, ﬁ é bissetriz do angulo PFO. Entao, PLEF = L/F\P, e consequente-
mente, FPL é um tridngulo isésceles de base FL (ver figura [1). Disso, é possivel

concluir que

PF = PL (1)

Por outro lado, pelo teorema fundamental da semelhanga de triangulos (veja [4]), é

possivel observar que:

AMPL ~ AMVF, (2)
AMKP ~ AMAYV. (3)
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Logo,

PL @ MP g PK

VFE MV VA

N PL PK
VF VA
N PL VF
PK VA
m PF VF
gPK_VA (4)

Como PF esta para PK assim como VF estd para VA, podemos dizer que
D(P, F) esta para D(K, P), assim como D(V, F') esta para D(V, A). E é possivel
observar que D(K, P) = D(P,d) e D(V, A) = D(V,d). Logo,

D(P.F) _D(V.F) )
D(Pd)  D(V,d)

Portanto, segue da definicao [1| que tanto o o ponto P, quanto o ponto V sao

pontos da conica. O

O ponto V' é chamado de wértice da conica e, escolhendo sucessivos pontos

M na diretriz, é possivel encontrar sucessivos pontos da conica.

E possivel observar que, ao escolher um ponto M’ na diretiz d, simétrico ao
ponto M com relacdo ao eixo, obtém-se um ponto P’, pertencente a conica, tal
que P’ é simétrico ao ponto P, também com relagdo ao eixo. Logo, como M, e
consequentemente P, é um ponto arbitrario, conclui-se que uma conica é simétrica

em relacao ao eixo.

Proposigao 1. A bissetriz externa de um angulo AOB é perpendicular a bissetriz

desse angulo.

Proposicao 2. Sejam P e P’ dois pontos de uma conica, e seja H o ponto de

intersecao da reta PP’ com a reta diretriz d. A reta HF é a bissetriz externa do
angulo PFP'.

Demonstragao. Sejam K e K’ dois pontos pertencentes a diretriz tais que ?K e
—
P'K’ sejam as respectivas perpendiculares a diretriz por P e P’, como na figura .

Como P e P’ pertencem a conica, segue de @ que,

PF _VF PF :>PF_ PK ©)
PK VA PK' = PF PK'
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Figura 2: Bissetriz Externa do angulo PFP’.

Q.
’
'
’

,
Ll T S
’

U
4
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X 4
4
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Fonte: Elaborada pelas autoras (2022)

Observe agora que as retas paralelas PK e P’ K’ sdo cortadas pela transversal

PP’ logo os triangulos HPK e HP'K' sao semelhantes. Dai, segue que,

PK  PH
PK — PH (7)
De (@ e , obtém-se que
PF  PH @®
P'F  PH

>
Sejam r a reta paralela a P'F passando por H, e N o ponto de interse¢ao
entre as retas r e F'P. Vamos provar que o triangulo FFHN é is6sceles de base F'H,

€ que, consequentemente, H/FTV , F/HTV e ﬁﬁ[ sao angulos congruentes.

Observe que pelo teorema fundamental da semelhanga de triangulos (veja [4])
os triangulos FPP" e N PH sao semelhantes. Dessa semelhanca, extrai-se a seguinte
relagao:

P'F PP P'F-PH

_ pp -2 4
ON _ PH N (9)

o m ~ .
Usando o fato de que P'F' e sao retas paralelas cortadas por transversais,

obtém-se a seguinte relagao:

PF PP
FN PH’

(10)
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Substituindo @D em ,

P'F-PH
PF _—HN __PF _PF.PH
FN ~ PH FN ~ HN-PH

:>PF _PH FN
P'F  PH HN

® FN
gﬁ—l,

logo, FN = HN.

Segue dessa ultima igualdade que o triangulo FFHN ¢é isosceles de base F'H.
Ou seja, HFEN e FHN sio congruentes. Observe ainda que P'FH ¢ FHN sio
alternos internos, e consequentemente sao congruentes. Por transitividade, HFN e

o — —

P'FH também sao congruentes. Portanto, a reta F'N ¢ bissetriz externa de PF P’.

]

Proposicao 3. Uma reta intersecta uma conica no maximo em dois pontos.

Demonstracao. Seja ¢ uma conica e d sua diretriz. Sejam P um ponto de c e H
um ponto de d. Seja () um ponto qualquer tal que @ seja um angulo reto. Seja
r a reta simétrica a reta PF com relacao a reta QF, e seja P’ o ponto de intersecao
da reta r com a reta HP. Entao o ponto P’, caso exista, ¢ um ponto pertencente a

conica.

Figura 3: Intersecao de uma conica com uma reta.

Fonte: Elaborada pelas autoras (2022)

De fato,

sejam K e K’ pontos arbitrarios da diretriz e seja PK e P'K’ as respectivas per-
pendiculares por K e K.

Como ﬁ bissecta o angulo externo relativo ao angulo PF P’ em F (observe
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que Iﬁ é a bissetriz externa do angulo determinado pelas retas r e PF'), segue de
@ e que,

PF PH PK
PF PH PK
:>PF _PF
PK PK’

(11)

Observe que interpretando a informacao de em termos de distancia, tem-

se

Portanto, P’ é um ponto da conica.

Supondo que houvesse um ponto P” sobre a reta HP que também pertence
a coOnica, entdao F'Q) bissecta o angulo PSP”. Como F'() bissecta o angulo PSP’,
entao, pela unicidade da bissetriz, P’ e P” sao coincidentes. Portanto, uma reta

intersecta uma conica em no maximo dois pontos. ]

Proposigao 4. Seja SF'S’ uma corda focal, e seja P um ponto qualquer da conica.
—
Seja M e N os pontos de intersecao de ﬁ e PS’' com a diretriz, respectivamente.

O angulo M FN é um angulo reto.

Demonstragao. Pela proposicao m é a bissetriz externa de PFS , € ﬁ\f éa
bissetriz externa de PF.S’. Pode-se observar que PFS é bissectado por m, pois
PFS éum angulo externo de PFS. Analogamente, tem-se que ﬁ\f bissecta PES.
Logo, segue da proposicao |1| que m é perpendicular a ﬁV, ou se€ja, MFN é um

angulo reto. |

Proposigao 5. As retas que unem as extremidades de duas cordas focais se inter-

ceptam na diretriz (ver figura , a esquerda).

Demonstragao. Sejam P, P', S e S’ pontos da conica, tal que PF P’ e SFS’ sejam

duas cordas focais.

—

Observe que PFS e P'FS sio angulos alternos internos, logo possuem a
mesma bissetriz. Seja r a bissetriz de PFS e P'F'S". E seja 7 a reta perpendicular
a r. Seja M o ponto de interseccao da reta 7 com a diretriz e seja N o ponto de

interse¢ao de r com a diretriz. Pela proposicao [4, a reta 7 é bissetriz externa de

PFSe PFS.

. .~ % pu . <>
Segue ainda da proposicao , que e P'S’ se interceptam em M, e P'S e
<
PS’ se interceptam em N. Ou seja, as retas que unem as extremidades das cordas
focais PF'P' e SF'S’ se interceptam na diretriz. H
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Figura 4: A esquerda vemos a representacao da proposicao A direita pode-se
ver as tangentes de uma coOnica tragadas nas extremidades de uma corda focal,
intercestando-se na diretriz.

\

P

p'

o—
d A d T A

Fonte: Elaborada pelas autoras (2022)

A proposicao a seguir é valida para as tangentes de uma conica em qualquer
ponto que nao seja um vértice. A reta tangente no vértice de uma conica é paralela

a diretriz, e portanto nao intersecta a diretriz.

Proposicao 6. A reta tracada do foco ao ponto em que a tangente encontra a

diretriz, é ortogonal a reta tracada do foco ao ponto de tangéncia.

Demonstragao. Na proposi¢ao|l|é provado que se a bissetriz externa de um angulo
é perpendicular a bissetriz desse angulo. Ou seja, se P e P’ forem dois pontos de
uma conica, e T for o ponto de intersecao da diretriz da conica com a reta PP’, e
seja (Q um ponto tal que F'() seja bissetriz de P/F?’, entao pela proposi¢ao EI tem-se

que @ ¢ um angulo reto.

Quando o ponto P’ se move na curva e se aproxima da coincidéncia com P,

/ / ﬁ / 3
a reta TPP' (onde, TPP' = = TP') se aproxima, e finalmente se torna, a
tangente da conica em P. Quando P coincide com P’ a reta F'(Q coincide com F'P.

Logo, o angulo T'F'P ¢ um angulo reto. O]

Teorema 1. Seja ¢ uma conica e PF' P’ uma corda focal de c¢. As retas tangentes a

conica nos pontos P e P’ se intersectam na diretriz (ver figura [d] & direita).

Demonstracgao. Seja 7" o ponto de intersecao da tangente a conica em P com a
diretriz. A reta TF é ortogonal & PF. Consequentemente, a reta TF é ortogonal
a F'P'. Logo, pela proposicao |§| tém-se que a tangente em P’ também intersecta a
diretriz em 7. O]

A teorema anterior permite que a diretriz seja definida como um lugar geométrico,

COomo segue:
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Definicao 5. A diretriz é o lugar geométrico dos pontos de intersecao entre as retas

tangentes nas extremidades de uma corda focal de uma conica.

Para justificar a utilizacao do termo surpreendente no titulo, vale ressaltar
que, do ponto de vista das conicas como se¢oes de um cone, a diretriz é, na verdade,
a reta de interse¢ao do plano que contém a conica com o plano que contém uma
se¢ao paralela (circunferéncia de interse¢ao entre o cone e uma esfera interior ao
cone) de uma esfera que passa pelo respectivo foco (ver figura [5). Para maiores

detalhes sobre esta relacao consulte a referéncia [2].

Figura 5: A diretriz é a reta de intersecao entre o plano que contém a conica com o
plano que contém uma secao paralela de uma esfera interior ao cone.

DIRETRIZ

1
1
0
11
L
DIRETRIZ L 1}
T
1
*
1
1
1
1
1
'
'
'

Fonte: Elaborada pelas autoras (2022)

3 Consideragoes finais

A diretriz é um elemento pouco enfatizado nos cursos basicos de geometria.
E comum, ao falar de diretriz, pensar na parabola. Diante do exposto ao longo do
texto, fica claro que elipses e hipérboles também podem ser definidos em funcao
de suas diretrizes, de forma que as defini¢oes das conicas como lugares geométricos
dos pontos que satisfazem uma dada relagao de distancia entre o foco e a diretriz,
comumente usada ao se definir a parabola, pode se estender também a elipse e a
hipérbole. Tal definicao é feita utilizando a propriedade foco-diretriz, com base nos
resultados aqui demonstrados, e em particular, com base no teorema [I, de forma
que, conhecendo uma conica, e ao menos um de seus focos, é possivel encontrar
sua(s) diretriz(es). Além disso, como um ganho extra, a propriedade foco-diretriz

permite definir a diretriz como um lugar geométrico.
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Introducao

De modo pratico e intuitivo, a algebra linear, em particular o estudo de ma-

trizes, pode ser considerada uma linguagem que permite a interacao entre o homem
e o computador. Neste contexto, surgiu o estudo e a pesquisa em &algebra linear
numérica, e em particular a resolucao de sistemas lineares. O uso desta linguagem
na area computacional e a resolucao de sistemas lineares encontrados na pesquisa
de problemas reais das areas de ciéncias economicas e engenharias foram os estudos
que propiciaram o inicio da pesquisa da algebra linear numérica. Com o avanco da
tecnologia, a explosao do processamento em paralelo e os célculos computacionais
em larga escala, a importancia da algebra linear para a resolugao de problemas nas
diversas area do conhecimento se torna primordial. Com o intuito de ressaltar a
importancia do estudo de sistemas lineares destacamos as seguintes aplicagoes:

1)

Programacao linear: Muitas decisoes administrativas sao tomadas com base
em modelos de programacao linear que utilizam centenas de variaveis. A
industria aérea, por exemplo, utiliza programacao linear para operar seus voos
evitando colisoes, monitorando a localizagao de suas aeronaves, manutencao e
operacoes nos terminais aéreos.

Exploracao de petréleo: A modelagem matematica das ondas sismicas
utilizadas na exploracao de petréleo resulta em equagoes cujas solucoes sao
obtidas através da resolucao de milhares de sistemas lineares de equagoes.

Networks (Redes): Para estabelecer o designer de redes, por exemplo elétricas,
social (Facebook, Instagram, etc.) e outras, os softwares envolvidos neste de-
signer utilizam algebra linear numérica e a resolugao de sistemas lineares.

O objetivo deste trabalho é o estudo da algebra linear numérica através da

construcao de algoritmos de resolucao de sistemas lineares utilizando as propriedades
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de Matrizes e um software numérico. Neste contexto, para estudo dos principais
teoremas e propriedades de Matrizes foram utilizadas as referéncias bibliograficas
M e B]. O estudo do software GNU octave e a implementacao dos algoritmos
seguiram as referéncias [2] e [3].

1 Sistemas de Equacoes Lineares

Seja A = [a;;] uma matriz de ordem man defina sobre o corpo F. Considere-

mos o problema de encontrar escalares xq, xo, - - -

mente o seguinte sistema de equagoes lineares

, T, € F satisfazendo simultanea-

( 1171 + 122 + - -+ A1 Ty by
211 + G22%2 + - -+ + Aopn Ty bg
a1 + Q%o + -+ ATy = b
\ 11 + QpaTo + -+ -+ QT = bm
Onde by, by, - -+ , b, € F sao conhecidos. Esse problema é denominado sistema linear
com m equagoes lineares e n incognitas.
Na forma matricial temos AX = B onde
[ a a a1n | [ [ O]
1 a2 1
" T ba
g1 G22 Q2n .
A= , X = e B= i
Z; b;
L Am1  Am2 Amn i b
L Tn L Om |

Vamos adotar as seguintes notagoes:

e a;, a i-ésima linha da matriz A;

® a;, a j-ésima coluna da matriz A;

® a;, sao os elementos da diagonal principal da matriz A;

Definicao 1. Dizemos que um sistema de equacgoes lineares é consistente se possui
solug¢ao (uma unica ou infinitas). Quando ndao possui solugdo, dizemos que o sitema

é inconsistente.

Teorema 1. Seja A uma matriz de ordem n. As sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes

a) A € uma matriz nao singular.

b) A é uma matriz invertivel.
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c) A matriz triangular superior U na forma escalonada, linha equivalente a matriz
A, possui todos os elementos da diagonal principal nao nulos.

d) O sistema linear homogéneo AX = 0 possui somente a solugao trivial.

e) Para todo vetor coluna Y , de ordem m x 1, o sistema linear AX =Y possui
uma unica solucdo, que é dada por X = A7'Y .

Teorema 2. Sejam L uma matriz triangular inferior ordem n x n com todos o0s
elementos da diagonal principal nao-nulos, e B um vetor coluna de ordem n x 1.
Entdao o sistema linear triangular inferior

LX =18

possut uma unica solucao, que € obtida pelo processo de substituicao avancada.

Algoritmo do Processo de Substituicao Avancada

fori=1,---.,n

soma = 0.0
forj=1,---,(i—1)

soma = soma + L(i,j)*X(j)
end X(i)=(Y(i)-soma)/L(i,i)

end

Teorema 3. Sejam U uma matriz triangular superior ordem n X n com todos 0s
elementos da diagonal principal nao-nulos, e B um vetor coluna de ordem n x 1.
Entdo o sistema linear triangular inferior

UX =B

possut uma unica solucao, que € obtida pelo processo de substituicao atrasada.

Algoritmo do Processo de Substituicao Atrasada

fori=mn,--- 1

soma = 0.0
forj=@G+1),---,n

soma = soma + U(i,j)*X(j)
end X(i)=(Y(i)-soma)/U(i,i)
end

2 Analise e Resultados

Com o intuito de relacionar a teoria da &lgebra linear com a algebra linear
numérica foi escolhido um exemplo simples de modo que o resultado numérico pu-
desse ser verificado com o resultado exato (tedrico). No entanto, os algoritmos po-
dem ser aplicados em sistemas lineares maiores. Sendo assim, considere o seguinte
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sistema linear

4x

T + 5y

2z +y + 4z

T+ 2y + 32 + 61
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Figura 1: Algoritmo implementado para a resolucao do sistema utilizando o software
livte GNU Octave

A=input ( )i
B=input ( )
[L,U]=1lu(a);

disp( )

disp(L);

disp( )

disp(U);

Woo - oyl W

P=[ L B ];
10 [1i,c0l] = size(P);

17 disp( y;
18 return

19 end

20 P(m,:)= P(m,:)/a;

21 end

23 soma=0;

24 for m=1:1i-1

25 for k=1i-m:1i-1

26 soma=soma+P (m+1,col-k-1)* P(col-k-1,col);
27 P(m+1l,col)= P(m+l,col)- soma;
28 soma=0;

29 end

30 end

31 Y= P(:,col);

32 disp( )i

33 disp(Y);

47 soma=0;

48 for m=1i:-1:2

49 for k=m+l:col

50 soma=s+Q(m-1,k-1)* Q(k-1,col);
51 Q(m-1,col)= Q(m-1,col)- soma;
52 soma=0;

53 end

54 end

55 X= Q(:,col);

56 disp( )i

57 disp(X) ;

58 Efprintf('%1.5f \n', X);

Fonte: Adaptado de [3]
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Figura 2: Resultados obtidos da resolugao do sistema linear utilizando o software
livte GNU Octave

I Octave
Arquive  Editar  Depurar Janela Ajuda  Novidades
W =[] Diretirio Atual: | C:\Uisersicaria Dowrioads « 4 B
Navegoder de Arquivos & X Jenes de Comandos
s Entre com os coeficietes da Matriz A: \nRA=([3 2 =1;=1 3 2;1 =1 =1]
A eriia el Ja 2%
. Sheara # hind e com o3 coeficietes da Matriz B: \nB=[l0:5:-1]
Mome A|The Lower Triangular Macrix L is
1.0000 o o
@ X1 SEMAP - Salas.pdf -0.3333  1.0000 ]
@ 1 SEMAP - Salas (1).pdlf e 0.3333 -0.4545  1.0000
= The Upper Triangular Hatrix U is
Ambiente de Trabaho g x 3.0000 2.0000 -1.0000
e [ :] 3.6667 1.6667
= i o o 0.0809
Nome Classe Dimensio V3 matriz YeOX is
A double 3 3 10.0000
B double £
L double 3 do sistema X is
P double B
Q double 34
u double 3 [3)
b3 double E s |
¥ double 1 n
a double x1 1
b double x1 ol
<ol double x1 4
k double x1 4
m double x1 2
row double x1 3
H double 1x1 ]

Fonte: Autor
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Introducao

A presenca da Matematica na vida das pessoas é inegavel, sobretudo, quando se
fala de Educacao Financeira. Diferentes érgaos e pesquisadores apontam para a
necessidade de aprender Educagao Financeira. A Organizacao para Cooperagao e
Desenvolvimento Economico (OCDE, 2005, anexo p.5) define Educagao Financeira
como:

[...] o processo pelo qual consumidores/investidores financeiros aprimo-
ram sua compreensao sobre produtos, conceitos e riscos financeiros e, por
meio de informacao, instrucdo e/ou aconselhamento objetivo, desenvol-
vem as habilidades e a confianca para se tornarem mais conscientes de
riscos e oportunidades financeiras, a fazer escolhas informadas, a saber
onde buscar ajuda, e a tomar outras medidas efetivas para melhorar seu
bem-estar (OCDE, 2005, anexo p.5).

Ainda, ressalta que as decisoes relacionadas as questoes financeiras aparecem
precocemente e estao cada vez mais presentes na vida das pessoas. Entretanto, o
seu aprendizado, por vezes, esbarra na dificuldade que os alunos demonstram em
lidar com conceitos matematicos relacionados com a Matematica Financeira.

Esta, por sua vez, pode ser entendida como ”[...] um corpo de conhecimento
que estuda a mudanga de valor do dinheiro com o decurso de tempo” (PUCCINI,
2011, p.13), ou seja, através de suas ferramentas o cidadao tem a possibilidade de
estabelecer um processo critico relativo a tomada de decisoes inerentes a educacao fi-
nanceira. Nesse sentido, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) complementa
e esclarece que ”os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos
de investigagao, de construgao de modelos e de resolugao de problemas” (BRASIL,

Na condicio de bolsista do PET Matematica da Universidade Federal de Uberlandia, agradeco
ao Programa de Educagao Tutorial da SESu/MEC pelo fomento.
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2018, p.529). Sendo assim, estéd sendo realizada uma pesquisa de iniciac¢do cientifica
com a intencao de utilizar a Investigagao Matemdtica em sala de aula como alter-
nativa pedagdgica para o ensino de conceitos matematicos relacionados diretamente
com a Educacao Financeira, mais especificamente, juros simples e compostos. Em
particular, este resumo tem o objetivo de apresentar o levantamento bibliografico
feito no ambito da pesquisa, buscando estabelecer um panorama de como os traba-
lhos académicos voltados para a Investigacao Matemaética em sala de aula retratam
o conceito de juro diante das perspectivas da Educacao e da Matematica Financeira.

1 Desenvolvimento

Neste estudo, optou-se por fazer um levantamento de artigos, dissertacoes
e teses que abordaram o conceito de juros sob a perspectiva investigativa, nos
repositérios do Encontro Nacional de Educacdo Matematica (ENEM) e Google
Académico. No repositorio do XII ENEM, na aba ”Comunicacoes Cientificas”,
foi pesquisado por ”financeira’nas 17 paginas disponiveis. No repositorio do XIII
ENEM foram feitas buscas dentro do subeixo 7 - Resolugao de Problemas e In-
vestigacoes Matematicas que contivessem a palavra ”financeira”. Com apenas um
resultado encontrado, optou-se por realizar nova pesquisa sem restrigoes de subeixo.
Foram encontrados 37 resultados para a palavra ”financeira”. Dentro da plataforma
Google Académico, buscou-se por producgoes que contivessem as palavras ”inves-
tigacao”e "financeira”, juntamente com suas variagoes no periodo de dez anos. Pela
leitura dos titulos e resumos, foram selecionados quatro trabalhos que compuseram
esta revisao bibliografica.

1.1 Investigacoes Matematicas em Sala de Aula

Buscando os principais autores que pesquisaram a dinamica das aulas inves-
tigativas, nos deparamos com Joao Pedro da Ponte, Joana Brocardo e Hélia Oliveira
(2006). No livro Investigacoes Matematicas na Sala de Aula, os autores trazem as
linhas gerais dessas investigacoes bem como exemplos que foram trabalhados em
Portugal nos anos oitenta e noventa.

Fazendo um paralelo com o trabalho de um pesquisador matemaético, Ponte,
Brocado e Oliveira (2006) apresentam uma proposta de como emular esse processo
investigativo em sala de aula. Em sintese, eles elaboraram um quadro que divide a
realizacao de uma investigacao matemaética em quatro momentos principais, onde o
objetivo é adaptar o processo investigativo realizado por pesquisadores matematicos
para o ensino em sala de aula. Uma descrigao mais detalhada destes momentos pode
ser encontrada em Silva e Lopes (2022).

2 Bibliografia Analisada

Dentre os trabalhos levantados, que abordam o ensino de juro sob a perspec-
tiva da Investigagado Matematica em sala de aula, Cunha e Laudares (2019) apresen-
taram uma forma de trabalhar a Educacao Financeira de maneira reflexiva e critica,
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Tabela 1: Momentos na realizacao da Investigacao Matematica.

Reconhecer uma situagao problematica
Explorar a situacao probleméatica
Formular questoes
Organizar dados
Conjecturas Formular conjecturas
(e fazer a firmagoes sobre uma conjectura)
Realizar testes
Refinar uma conjectura
Justificar uma conjectura
Avaliar o raciocinio ou o resultado do raciocinio
Fonte: Ponte, Brocado e Oliveira (2006).

Exploragao e
formulacao de questoes

Testes e reformulagao

Justificacao e avaliacao

dando enfoque aos conceitos e calculos relacionados com a Matematica Financeira.
Apesar de optarem pela metodologia de Resolucao de Problemas, em diversos mo-
mentos fica claro que a Investigacao Matematica influenciou os autores, motivo pelo
qual o trabalho foi selecionado para esta revisao. Tal influéncia fica nitida ao explicar
como funcionaria a atividade em duplas, onde o objetivo era de que os alunos deve-
riam ”defender o seu ponto de vista, abarcando elementos dos textos, vinculando-os
a conceitos matematicos para construir sua argumentacao, inicialmente, perante
seu parceiro, para, posteriormente, levar suas ideias a sala.”(CUNHA; LAUDARES,
2019, p. 3). Essa dindmica se assemelha com a terceira e quarta etapa da Inves-
tigagdo Matemadtica (Tabela 1).

A monografia de Barros (2012), tinha o objetivo de apresentar propostas de
atividades investigativas que possibilitassem aos estudantes do Ensino Fundamental
trabalhar com situacoes reais relacionadas com transacoes comerciais e financeiras.
A autora traz quatro atividades investigativas que trabalham com os conceitos de lu-
cro, descontos e acréscimos, pagamento a vista e a prazo, juros simples e rendimento
de poupanca.

Na sequéncia, a pesquisa de Franzoni e Quartieri (2020) buscou analisar as
possibilidades que uma aula investigativa fornece para o estabelecimento de conjectu-
ras e estratégias de resolugao. Com uma metodologia qualitativa, foram analisadas
duas atividades desenvolvidas junto aos licenciandos em Matematica da universi-
dade no estado do Rio Grande do Sul que envolvia uma abordagem investigativa
no trato de conceitos ligados a Matematica Financeira, dentro dos preceitos de uma
Educacao Financeira.

Por fim, o de Scolari e Grando (2016) buscou estabelecer uma proposta
didatico-pedagdgica que possibilitasse a apropriacao de significados relacionados a
Educacao Financeira ao mesmo tempo que trabalhasse em conjunto com temas
transversais, como ética, cidadania, meio ambiente, entre outros. Para tanto, as
autoras desenvolveram uma pesquisa de abordagem qualitativa que foi realizada em
quinze aulas junto & uma turma o 7° ano de uma escola da rede municipal de Getulio
Vargas/RS.
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3 Consideragoes Parciais

De maneira geral, os autores pesquisados nao estabelecem defini¢oes exatas
do que ¢ Educacao Financeira e Matematica Financeira, entretanto, é notavel que o
primeiro termo esta fortemente relacionado com os habitos dos alunos, ja o segundo
¢ comumente relacionado com os saberes matemaéticos.

Cunha e Laudares (2019) utilizam a Educacao Financeira como eixo condutor
das atividades. Partindo de situagoes reais (formas de poupar dinheiro, o estudo de
casos de célculos trabalhistas, de calculo de prestacoes constantes, financiamentos
de iméveis etc.) eles estabelecem atividades em que os estudantes utilizam a Ma-
tematica Financeira como ferramenta para desenvolver o raciocinio critico necesséario
para analise de tais situagoes.

Em contrapartida, Franzoni e Quartieri (2020) trazem um trabalho voltado
conceitualmente para a Educacao Financeira, dando defini¢oes concisas e explici-
tando como ela se relaciona com a Matematica Financeira. Entretanto, nas ativida-
des propostas em sala de aula, o foco é no ensino dos conceitos matematicos.

Scolari e Grando (2016) ressaltam como a alta disponibilidade de crédito e
as praticas enganosas podem levar o consumidor ao endividamento, gerando um
problema pessoal e social. Na proposta de aula apresentada, a Educacao Financeira
esta presente em todas as etapas da sequéncia didatica, desde o questionario inicial
sobre os habitos de consumo dos alunos até pesquisas de pregos em supermercados.
Assim, a Matematica Financeira inerente as atividades foi trabalhada sempre em
conjunto com situacoes reais pesquisadas pelos estudantes.

Em resumo, ao estudar os trabalhos pela 6tica da Investigacao Mateméatica em
sala de aula, fica claro que a principal preocupagao dos autores é o trato dos conceitos
matematicos. Entretanto, é nitido que a auséncia de conexao com situagoes reais,
possibilitada pela Educacao Financeira, gera um empobrecimento nas propostas de
aulas. Para que a investigacao seja bemsucedida, é necessario engajamento dos
alunos. Este, por sua vez, costuma ser facilmente encontrado entre os estudantes
que ja apreciam o saber matematico. Entretanto, na maioria dos casos, é necessario
buscar os interesses pessoais de cada individuo e explora-los nas aulas. Sendo assim,
a Educacao Financeira que perpassa qualquer planejamento financeiro (aquisi¢ao de
imovel, veiculos, empréstimo etc.) se constitui como elemento fundamental para o
sucesso da uma aula investigativa.

Barros (2012) cita Educacao Financeira em momentos que relata os problemas
oriundos da ma gestao financeira das pessoas, como endividamento ou auséncia de
consumo consciente. Seu trabalho de conclusao de curso tem o foco no ensino dos
conceitos matematicos, retratando as atividades desenvolvidas que buscam explorar
os conceitos da Matemadtica Financeira.
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