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Palavras-chave Resumo

A Teoria de Ends de Grupos é bastante relevante em Algebra Homoldgica.
Espagos Vetoriais sobre Z2. Nesta 4rea, o nimero de ends de um grupo, definido por Specker, é a dimen-
E;Eiggz gﬁl?;;:.r’tes' sd0 Zo de um quociente de espacos vetoriais. Neste trabalho, apresentamos
conceitos e resultados sobre ends de grupos.
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1 Introducao

A Topologia Algébrica é uma drea importante da Matemdtica na qual se resolvem problemas de
Topologia com auxilio da Algebra. Nesta drea a Algebra Homoldgica (na qual se estudam médulos e
ends de grupos) se faz presente e tem bastante relevancia.

A teoria de ends foi introduzida por Freudenthal (em 1931) e Hopf (em 1943) para grupos
finitamente gerados e foi totalmente amparada na defini¢do de ends de espacos. Em 1950, Specker,
definiu de forma algébrica o nimero de ends de um grupo G qualquer. O conceito de ends de um
grupo estd intimamente relacionado com decomposi¢ao de grupos e é definido como a dimensao Z, de
um quociente de espagos vetoriais.

Neste trabalho, o principal objetivo é apresentar conceitos e resultados sobre ends de um grupo G,
e(G). Mais especificamente, calculamos e(G), quando G é um grupo finito e no caso de G infinito,
analisaremos algumas situagdes especificas (Proposicao 3.2).

As principais referéncias para o desenvolvimento deste trabalho foram [ 1], [2] e [3].

2 Espacos Vetoriais sobre Z,

Definicao 2.1. Um conjunto ndo vazio V' é um espago vetorial sobre um corpo K ou um K —espago ve-
torial (cujos elementos sdo denominados vetores), se estiverem definidas as seguintes duas operagoes:

(A) A cada par (u,v) de vetores de V x V se associa um vetor w+v € V, chamado de soma de u
e v, de modo que:

(A) (u+v)+w=u+ (v+w),Vu,v,w V.

(Ay) u+v=v+uVu,veV.

(A3) Exista um vetor em V', denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que 0 + v = v.

(Ay) Para cada vetor v € V exista um vetor em V, denotado por —v, tal que v + (—v) = 0.

(M) A cada par («,v) de vetores de K X V' se associa um vetor o - v € V, denominado
multiplicacdo por escalar de o por v, de modo que:

(M) (af) - v=a-(B-v),Ya,f € KeVveV.

(M3)1-v=v,Yv €V (ondelé o escalar unidade de K).

(M3)a- (u+v)=a-u+a-v,Ya € KeVu,veV.

(My) (a+8)- v=a-v+5-v,Va, € KeveV.

Note que as condi¢des Ay a Ay nos dizem que (V,+) é um grupo abeliano.

Exemplo 2.2. Seja A # () e consideremos V.= P(A) = {X|X C A}. Podemos verificar que
(P(A),+) é um grupo abeliano (em que todo elemento ndo nulo tem ordem 2) com a operag¢do

diferenca simétrica, isto é,

XAY =(XUY)—(XNY)=(XNY)U(X°NY),
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que iremos indicar sempre aditivamente, ou seja, X +Y = X AY.

Considere a multiplicacdo por escalar 7y x P(A) — P(A) dadapor(0-X =0el-X = X. Esta
multiplicacdo estd bem definida e verifica os demais axiomas da definicdo de espaco vetorial sobre o
corpo Ly = {0,1}. Assim, P(A) é um espaco vetorial sobre Zy para todo A # (. Em particular;, se G
é um grupo, P(G) é um espago vetorial sobre Zs.

Este Zs—espacgo vetorial serd de fundamental importdincia na definicdo de ends de G.

Definicao 2.3. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W de V' é um subespago

vetorial de V se a restricdo das operacoes de V a W torna esse conjunto um K —espago vetorial.

Exemplo 2.4. Seja A # () e F(A) = {X € P(A)|X é finito }, F(A) é um subespaco do Zy—espago
vetorial P(A) dado no exemplo 2.2.

(1) O conjunto vazio é finito (com zero elemento) e assim pertence a F'(A).

(1) X, Y € F(A), implicaa- X +b-Y € F(A) para todo a,b € Zs, pois

a=0b=0=a-X+b-Y =0¢€ F(A).

a=1b=0=a-X+b-Y =X € F(A).

a=0b=1=a-X+b-Y =Y € F(A).

a=1b=1=a- X+b-Y=X+Y=(XNY )U(X°NY)C XUY.

Como 0, X, Y e X UY sdo finitos, segue que a - X +b-Y € F(A).

Observacdo 2.5. Para F'(A) definido no exemplo anterior, temos:
e Se A ¢ finito entdo F(A) = P(A).
e Se A € infinito entdo necessariamente F(A) # P(A), pois A € P(A)e A ¢ F(A).
Por exemplo, 7. € P(Z), mas Z ¢ F(Z). Logo, F(Z) # P(Z).

Exemplo 2.6. Seja (G, -) um grupo. Considere o Zs—espago vetorial P(G). Seja
Q(G) ={X CG|X +¢X € F(G),Vg € G}.

Aqui, dado g € G,gX = {g - z|x € X}, onde "-" indica a operagdo do grupo.

Observemos que:

e g(XUY) =gXUgY (claro).

e g(XNY)=gXNgY,poisg-z=g-y<=g 'l gor=ggycs=ss=y.

e gX= (gX), pois G=9gG=g(XUX)=gXUgXel=g(XNX)=gXNgXe

* g(X+Y) = g[(XNY)U(XNY)] = g(XNY)Ug(X°NY) = [¢XN(gY)U[(9X)*NgY] =
gX +gY.

Agora, mostremos que Q)(G) é um subespago vetorial de P(G). De fato,

e Q(G) #£ 0, pois h € Q(G).

VXY € Q(G), X+Y)+9g(X+Y)=X+Y+9X+gY = (X +9X)+ (Y +gY) € F(Q).
Logo, X +Y € Q(G).

ok € ZyeVX € Q(Q), kX € Q(G) pois 0X +g(0X) =0 € F(G)e1X+g(1X) = X +gX €
F(G).

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
7 Anais da XII Mostra IC



Observacao 2.7. Se X € F(G) entdo X + gX serd finito para todo g € G. Dai, X € Q(G), isto é,
F(G) C Q(QG) e portanto, F(G) é um subespaco vetorial de Q(G).

Observacdo 2.8. No caso em que G ¢ finito temos que P(G) = F(G) = Q(Q).

Definicao 2.9. Sejam V' um espaco vetorial sobre K e W um subespaco de V. Para um vetorv € V,

escrevemos v + W para representar o conjunto de somas v + w comw € W, ou seja,
v+ W ={v+wweW}h

Esses conjuntos sdo chamados classes laterais de W em V e sdo denotados por .

3 Ends de Grupos

Definicao 3.1. Dado um grupo G, o niimero de ends de G, denotado por e¢(G), é definido por
e(G) == dimyg,(Q(G)/F(G)), que denotamos apenas por dim(Q(G)/F(G)).

Proposicao 3.2. Seja G um grupo.

(i) Se G é infinito, entdo O e G sdo elementos distintos em Q(G)/F(G) e portanto, e(G) > 1.
i1) G € finito se, e somente se, e(G) = 0.
iii) e(G) > 2 se, e somente se, existe A € Q(G)/F(G) tal que A # () e A # G. Neste caso,
0, A, Ac, G sao elementos distintos em Q(G) /F(Q).

(iv) e(G) = 2 se, e somente se, existe A como em (iii) tal que para qualquer B € Q(G)/F(Q),
B+#0eB+#Gtem-se B=AouB = A°

Demonstracdo. (i) Dado um grupo G, temos que G € Q(G), pois para qualquer g € G, G + gG =
G+G=0¢€F(G). Assim, G € Q(G)/F(Q).

Agora, como G ¢ infinito segue que G ¢ F(G). Logo, G + F(G) # 0 + F(G) e entdo G # 0.
Portanto, ¢(G) = dim(Q(G)/F(G)) > 1.

(72) Como G é finito, temos que P(G) = F(G) = Q(G). Logo, e(G) = dim(Q(G)/F(G)) = 0.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que G seja infinito. Entdo, por (), temos que e¢(G) > 1,
o que contradiz a hip6tese. Portanto, G € finito.

(iii) Claramente, ¢(G) > 2 se, e somente se, existe A € Q(G)/F(G) talque A # e A # G.
Neste caso, considerando um tal A temos:

oVg e G, A+ gA° = (A°N(gA°))U(AN(gA%)) = (A°NgA)U(AN(gA)°) = A+gA € F(G)
pois A € Q(G). Dai, Ac € Q(G)/F(G).

e Ac # A. De fato, se A° = Aentdo A° + A = G € F(G), o que é uma contradigio, pois G é
infinito.

o A¢ £ (), pois como A # G segue que A + G # (), isto é, A° = A+ G ¢ F(Q).

e A¢ #£ G pois se A¢ = G entdo A°+ G = A € F(G), o que é um absurdo, ja que A é infinito.

Logo, {0, 4, A, G} € Q(G)/F(G) e como {0, A, A°, G} ~ Zy ® Zj segue que e(G) > 2.

(1v) Consequéncia imediata de (ii). |
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4 Consideracoes finais

A teoria de ends de grupos, de certo modo, nos fornece uma maneira de medir a "infinitude"de um
grupo, em termos da sua estrutura de subgrupos. Esta teoria tem sua relevancia em algumas areas da
Matemitica, por exemplo, na Algebra e na Topologia Algébrica. Na Algebra, a teoria de ends estd
relacionada com decomposicao de grupos e classificacdo de grupos e na Topologia Algébrica, esta
relacionada com a teoria de cohomologia de grupos. Além disso, esta teoria também € importante ao

se estudar a classificagdo de variedades.
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Resumo

“Deus fez os inteiros, todo o resto é obra do homem". Esta frase de L. Kro-
necker captura exatamente a histéria da apari¢do dos conjuntos numéricos.
Os niimeros naturais aparecem do fato da necessidade do homem de ter
uma contagem, logo os outros conjuntos numéricos vem dos problemas de

Palavras-chave

Nimeros Racionais. resolver equagdes algébricas, por exemplo: a equagéo do tipo 5z —3 =0
Nimeros Irracionais. fornece a ideia de niimeros racionais, mas nem todos os nimeros reais sao
Medida de Irracionalidade. racionais. Esses outros ndmeros sdo chamados de niimeros irracionais.

Neste trabalho vamos apresentar um breve resumo sobre estes conjuntos
e a relacdo de aproximar os nimeros irracionais por nimeros racionais,
chamado de medida de irracionalidade.
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1 Introducao

Desde o ensino fundamental, estudamos os ndmeros racionais, aprendemos fazer as operacoes
elementares de soma, subtragc@o, produto e divisdo com eles (fragdes). Sabemos também que existem
alguns nimeros que nao podem ser escritos como fracao de dois inteiros, esses nimeros sdo chamados
de nimeros irracionais. Iremos apresentar um breve estudos desses conjuntos numéricos, dar
exemplos e demonstracdes de niimeros irracionais e a relacdo entre eles.

Finalmente veremos uma generalizagdo do conceito de nimeros racionais chamados de nimeros

algébricos.

2 Numeros racionais e irracionais

Definicao 2.1. Um niimero é chamado racional se é da forma P onde p € Zeq € Z*. O conjunto dos
q

niimeros racionais é denotado por Q.

Exemplo 2.2. 0,1, 7, %, -3, % e Q.

Claramente Z C (Q, mas existem alguns nimeros reais que nao podem ser escritos da forma de

fracdo de dois inteiros. Esses numeros sao definidos a seguir:

Definicao 2.3. Um niimero é chamado irracional quando ele ndo pertence ao conjunto dos niimeros

racionais. Esse conjunto serd denotado por 1.
Note que R = Q U II. Veremos agora alguns exemplos de nimeros irracionais.
Exemplo 2.4. /2 é irracional.

Demonstragdo. Suponha que /2 € Q. Portanto o conjunto S = {n € N | ny/2 € Z} é ndo vazio e
logo tem elemento minimo b, pelo Principio da Boa Ordenacao (PBO). Assim, existe a € Z, tal que
b2 = a. Dai

\/5_2—\@_2—3 2 — a
_\/5—1_%_1_ a—2b

Como1l < V2 < 2 entdo0 < a—b < b. Logoa —b € S e é menor que b, contrariando a

minimalidade de b. Portanto v/2 no pode ser racional. |
Exemplo 2.5. O niimero de Euler e = 2.71828182845904 . . . é irracional.

Demonstracdo. Vamos construir uma sequéncia de intervalos onde a intersecao serd e. Seja o intervalo
I, = [2, 3], o seguinte intervalo é construido dividindo o /; em dois subintervalos de mesmo compri-

mento. Assim, escolhemos o segundo intervalo, da esquerda para direita, para ser o /5. Entdo temos
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que [, = [2.5, 3]. Agora, suponha que os Iy, ..., I,,_ intervalos estejam construidos. Divida, /,,_; em
n subintervalos de mesmo comprimento e defina /,, como o segundo subintervalo. Por constru¢do, I,

tem comprimento % e assim,

1 9 1
I = {1+ 1+—}:{ﬂal+}

1!’ 1! 1
1 1 1 2 as as+1
I — [H 1,+2,,1+1,+2,} - [5 - ]
1 1 1 2 Gn Gp+ 1
1! n! 1! n! n!’" nl
Como I D I, D I3 D ... e o comprimento de [, tende a zero quando n tende ao infinito,

entdo, pelo Teorema de Cantor, ou Teorema dos Intervalos Encaixados, a interse¢do N/, é formada

exatamente por um Unico ponto, digamos 6. Provaremos que 6 = e. Olhando para a forma explicita de
oo
L
n!®
n=0

1,,, ndo € dificil se convencer desse fato, visto que e =

Afirmacao: e € int [, para todon > 1.

an+1

Claramente e > %, para todo n > 1. Portanto, falta mostra que e < . Note que, paran > 2,

Assim,

mostrando a afirmacao feita.

Como consequéncia, temos que ﬂ I, = {e}. Finalmente, suponha que e = p ,comq > 0. Pela
n=1

afirmac¢do anterior, temos e € int /, e assim —‘,1 <e<
p _ plg— 1)
q

q"" aq+

. Escrevendo

entio & < % <

, obtemos a, < p(¢ — 1)! < a, + 1 que é um absurdo pois aq e p(q — 1)! sdo inteiros.
[

Observacao 2.6. Q ¢ enumerdvel. Isto é, existe uma uma bijecdo entre Q e o conjunto dos niimeros

naturais.

3 Uma breve Introducao a Teoria da Medida

O fato de medir comprimentos, dreas, volumes € indispensavel em nosso cotidiano. Agora quando

trabalhamos com os conjuntos numéricos surge a necessidade de construir uma ferramenta de medi¢ao
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para esses conjuntos. Existe uma teoria matematica para isso chamada de Teoria da Medida, mas ndo
iremos aprofundar nela e sim dar uma pincelada desses conceitos necessarios para “medir"os nlimeros
racionais.

Comecemos com a ideia basica de medir intervalos: Dado um intervalo (a, b), sua medida é dada
por m(a,b) := b — a. Avangando um pouco, podemos trabalhar com a unido finita de intervalos
disjuntos. Assim, a medida é dada como a soma da medidas de cada intervalo. Ou seja, se a; < b; <

as < by < ... <a, <b,, temos

n n n

m (@i b)) =) m((ai, b)) =D (b — ay).

=1 =1 =1
Seguindo esse raciocinio, podemos considerar a propriedade anterior para uma unido infinita de

intervalos disjuntos e ter o seguinte:

o0 o0

m | | J(ai, ;) :Zm((ai,bi)):Z(bi—ai).

i=1 =1

Um conjunto € dito mensuravel se a sua medida esta “bem"definida.

Considere as seguintes propriedades:
1. Para qualquer conjunto mensurdvel X, m(X) > 0

2. Para qualquer sequéncia disjunta de muitos conjuntos mensuraveis contaveis X1, Xo, ...,
o o
i=1 i=1

Iremos usar essas propriedades para encontrar a medida dos nimeros racionais. Segue do fato que,
se X C Y sdo ambos conjuntos mensuréveis, entdo m(X) < m(Y’). Agora buscamos mostrar que a
medida de qualquer conjunto unitdrio {x} é zero, x € R. Considere ¢ > 0, temos que v C (z—5, 7+75).

Portanto
€ € € €
< < —_ = —_ = —_ —_— = ==
0_m({x})_m(<x 2,1’—1—2)) x—|—2 (x 2) €,

entdo 0 < m({x}) < e. Desde que € > 0 foi arbitrario, podemos fazer ¢ tender a zero, o que demonstra
que m({z}) = 0. Assim, finalmente podemos calcular a medida dos nimeros racionais. Como os

. . .y, ) , o) ~
nimeros racionais € enumeravel, podemos enumera-los como Q = | J;2,{¢;}, entdo

m(Q) = Zm({qz-}) = Z 0=0.

Com isso chegamos que a medida dos nimeros racionais € zero. Entdo, podemos dizer que quase todos

os numeros reais sao irracionais. Com a teoria da probabilidade, dado um niimero qualquer da reta
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numérica, temos a garantia que quase todos os nlimeros sdo irracionais.
Agora que sabemos que ao escolher um nimero na reta real, com probabilidade 1, ele € irracional,
podemos nos perguntar: Quao irracional ele €? Para encontrarmos essa resposta, iremos utilizar o

conceito de medida de irracionalidade.

3.1 Uma medida de irracionalidade.

Vimos duas demonstragdes de nimeros irracionais, mas isso € apenas a "ponta do iceberg"de varios
outros problemas relacionados. Um deles € saber quao esse nimero € irracional. Mais precisamente,
a medida de irracionalidade para um ndmero irracional o € uma fung@o positiva e estritamente

decrescente f(z), parax > 1, e tal que

p
a2 > 100

q
para todo nimero racional 75’, com g > 1. Ou seja, essa funcao mede o comportamento da distancia
entre o e qualquer racional.

Exemplo 3.1. Vamos encontrar uma medida de irracionalidade para /2.

Definimos g(z) = 22> —2e I = [/2 — 1,v/2 + 1]. Seja £€Q,comg > 1. Se £ ndo pertence a
I, entdo ‘\/_ — §

fechado com extremos v/2 e £. Assim existe ¢ no interior desse intervalo, tal que
q

>12> q%. Para o caso § € I, usamos o Teorema do Valor Médio para o intervalo

o8 -9 (L) =50 (v2-2).

a(%)

2¢

onde, como usual, ¢’ denota a derivada da fungdo g. Portanto, . Agora € suficiente

V2t
notar que |g(2)| > 5 e que { < V/2 4 1, para obtermos ‘\/_ -2 > m. Dai, a desigualdade

) L p N B , )
acima € valida para todo s € Q, e, desse modo, a fun¢do f(z) = VAR ¢ uma medida de

irracionalidade para V2.
Exemplo 3.2. Vamos encontrar uma medida de irracionalidade para e.

Agora, usaremos a constru¢do geométrica feita no exemplo 2.5 para exibir uma medida de irracio-

nalidade para e.

Definicao 3.3. A fungdo de Smarandache S : N — N é definida por S(k) = min{s € N : k|s!}. Isto

é, S(k) é o menor niimero natural tal que S(k)! é miiltiplo de k.

Exemplo 3.4. S(1) =1,5(2) =2,5(6) =3 e S(8) = 4. Além disso, S(p) = p,Vp € P.
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Proposicao 3.5. Dados p,q € Z, com q > 1, entdo

p‘ - 1

e—=|> =

q|  (S(g) +1)!

Demonstragcdo. Dados p e ¢ como no enunciado anterior, defina m = ’@ e n = S(q). Claramente

m e n sdo inteiros,comn > 1le § = % Precisamos ainda de dois fatores:

* Pela construgdo de I,,, paran > 1, o nimero 9% € a fragdo mais proxima de e, cujo numerador €

inteiro e o denominador n! (caso contrario teriamos um inteiro entre a,, € a,, + 1).

* Para construir /,,;,, particionamos [,, em n subintervalos de comprimento m Como e
pertence ao segundo desses subintervalos, entdo a distncia entre e € o extremo esquerdo de [,
. < an , . 1 .
(isto é, H) € maior que ¢y, Por esses motivos, temos
1 1

(n+ 1) (S(g)+ 1)

>

m
e——|=le——=|=>|e——
n!

como desejado.

4 Conclusao

Dessa forma, passando pelos elementos dos conjuntos racionais e irracionais para um estudo mais
aprofundado, conseguimos encontrar uma ferramenta de operacdo que envolve esses elementos, assim,
a medida de irracionalidade nos proporciona saber o quanto um ndmero € irracional, através dos

ndmeros racionais.
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Resumo

Palavras-chave Neste trabalho iremos discutir a influéncia da derivada de ordem fraciona-
ria segundo Caputo no modelo matematico de resfriamento de um corpo
desenvolvido por Isaac Newton. Ao considerarmos uma redugdo na ordem
Célculo Fraciondrio. da derivada para um nimero ndo inteiro entre 0 e 1, obtemos solugdes que
Funcgoes de Mittag-Lefler. . L.
. . decrescem mais lentamente que no caso de ordem inteira, o que nos sugere
Lei do resfriamento de Newton. K . . - T
um decrescimento na taxa de variacao do modelo. Tal verificagdo contribui
para o estudo de possiveis interpretacdes fisicas e geométricas da derivada
fraciondria.
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1 Introducao

Este trabalho apresenta um estudo da abordagem fraciondria do classico modelo de resfriamento
de Newton, que consiste na substituicdo da ordem da derivada da equacdo diferencial deste modelo por
uma ordem ndo inteira o € (0, 1). Para isto apresentamos inicialmente alguns conceitos do Célculo de
ordem ndo inteira, usualmente chamado de Calculo Fracionario.

Na Secdo 2 apresentamos alguns conceitos da Transformada de Laplace e fun¢des especiais
essenciais para o estudo do Calculo Fraciondrio, na Secdo 3 introduzimos a Derivada Fraciondria
segundo Caputo, e por fim, nas Secdes 4 e 5 discutimos a solu¢ao do modelo fraciondrio de resfriamento

de Newton.

2 Conceitos preliminares

Apresentamos a seguir alguns conceitos necessdrios para o desenvolvimento deste trabalho. Mais
detalhes sobre tais conceitos, bem como as demonstra¢des dos resultados, podem ser encontradas em
[1] e [2]. Iniciamos apresentando o produto de convolucdo e a transformada de Laplace, bem como

propriedades envolvendo tais conceitos.

Definicao 2.1. Sejam f (t) g(t) duas fungées de ordem exponencial Definimos o produto de
convolugdo de f(t) e g(t) como (f * g)(t) = [) f(t — T)g(r)dr = [} f(T)g(t — 7)dr.

Na defini¢do acima usamos o conceito de uma fungio f(¢) ser de ordem exponencial, que consiste

em dizer que existem constantes k, a e M tais que | f(t)| < ke®t, paratodo t > M.

Definicao 2.2. Seja f(t) uma fungdo definida no intervalo 0 < t < co. Definimos a transformada de
Laplace de f(t), denotada por L[ f(t)| ou F'(s), como a integral F(s) := Z[f(t)] = / e St f(t)dt

onde s, o parametro da transformada, é tal que s > 0. "

A transformada de Laplace serd utilizada na resoluc¢io do problema de valor inicial proposto neste
trabalho. Para isto, precisaremos utilizar da propriedade de que .Z[f(¢)] admite inversa, denotada
por . '[F(s)], cuja a férmula geral nés omitimos uma vez que envolve uma integral de fungo de
varidvel complexa, o qual ndo se aplica neste trabalho. No entanto, pode ser provado que dada f(t)
uma fungao continua com a transformada de Laplace F'(s), ndo existe outra fungdo continua possuindo
a mesma transformada F'(s).

Abaixo listamos algumas propriedades envolvendo a Transformada de Laplace e o produto de

convolucao.

* Dadas fungdes f(t), g(t) cujas Z{f(t)} e L{g(t)} existem, entdo

LA{af(t)+Byg()} = aZ{fO)} + 8L {g(t)}, Va, R
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* Seja f uma fung@o tal que f e f’ sdo continuas e de ordem exponencial. Entdo, .Z[f’(t)] existe

para s > a e € dada por

ZL[f'(t)] = sZ[f(1)] - £(0). (D

* Sejam f(t) e g(t) duas fungdes de ordem exponencial, entdo

ZL(fx9)®)] = Z[f(®)]- Zg(0)]. 2)

2.1 Funcgoes especiais

Nesta secdo definimos algumas func¢des de extrema importancia para o estudo do Célculo Fraciona-

rio. Iniciamos com a Funcdo Gama e algumas de suas propriedades.
Defini¢do 2.3. A fun¢do Gama é definida pela integral ~ T'(x) = [ e "t 1dt, Vx> 0.

A Funcao Gama € dita como uma generaliza¢do do conceito de fatorial para nimeros reais em
virtude da propriedade I'(n) = [° e *t"~'dt = (n — 1)!, que pode ser provada por indugdo sobre n.
Outra importante propriedade envolvendo a Fun¢do Gama, que nos permite estender seu dominio para

todos os reais ndo nulos, com excessdo dos inteiros negativos, € dada pela equacao
I(z+1) =al'(2). (3)
Abaixo introduzimos a Fun¢do de Gel’fand-Shilov e calculamos a sua Transformada de Laplace,
que utilizaremos nas se¢des seguintes.

Definicao 2.4. Sejam n € N e a um niimero ndo inteiro. Definimos a fun¢do de Gel fand-Shilov de

ordem n e «, respectivamente, por

tafl

tnfl
—, set >0 T, set>0
¢n(t) _ (n—1)! e ¢a(t) —_ I'(«) _
0, set <0 0, set<0

Aplicando a transformada de Laplace na fungdo Gel’fand-Shilov, introduzindo a mudanca de

varidvel a = st e utilizando, na dltima igualdade, a definicdo da Fun¢do Gama, temos

o8] tOé*l 1 1 0 ay a—1 g 0
. —st . - —a [ . —a a—1 o«
f[(ba]_/o e —F(a)dt_—l“(oc)s/o e <S> da——r<a)/o e tda=s"% (4

Para a resolucao da equagdo diferencial ordindria presente no modelo da Lei de Resfriamento de
Newton, utilizaremos a Transformada de Laplace da fun¢do F, (kt*), onde onde k é uma constante e

E,(t) é a Fun¢do de Mittag-Leffler de um pardmetro que definimos a seguir.

Definicio 2.5. Denotada por E,(t), com o > 0 et > 0, definimos a Fun¢do de Mittag-Leffler de um

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
18 Anais da XII Mostra IC



pardmetro pela seguinte série
o

tk
E.(t) = ZF(TH)'

k=0
A funcdo de Mittag-Leffler € considerada uma generalizacio fraciondria da funcao exponencial,
uma vez que Fy(t) = €'
Calculemos agora a Transformada de Laplace da fungdo E,, (kt®).
Suponhamos s > |k|. Assim, pela definicdo de Transformada de Laplace e da Func¢do de Mittag-
Leffler, segue que
()’

a\] > —st fo o - > —styan
ZL|E(kt )]_/0 e E, (kt )dt_;—r(mH)/o ettt (5)

Fazendo a mudanca de varidvel u = st, e pela defini¢do de Funcdao Gama, temos

00 ) 0o ai (] 1 00 ' 1
e 1M dt = e <E> S e “uMdu = ——T' (i + 1).
0 0 S s Saerl 0 Sa1+1

Substituindo em (5), obtemos

x[mm]:%fjmi:l Lo ©

3 Calculo Fracionario

Nesta sec¢ao apresentamos a defini¢do da integral fracionaria e a derivada fraciondria segundo
Caputo. Destacamos que neste trabalho consideramos o caso real destas definicdes, porém tais

conceitos podem ser estendidos a ordem complexas (ver [1]).

Denotando por I o operador integral, é possivel demonstrar que " f(t) = fot (t(; i):):l f(r)dr,
utilizando inducao sobre n. Esta propriedade sugere uma forma de definir a integral de ordem nao

inteira, valendo-se da generalizacao do fatorial pela fungdo Gama.
Definicao 3.1. Seja f(t) uma funcdo integrdvel. A integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem

v > 0de f(t) denotada por I" f (t) é definida como sendo:

Pi0 = o) <50 = [ S pwar
Definimos também que I° f(t) = f(t).

Definicao 3.2. Sejam > 0en € N, tal que, n — 1 < < n. A derivada de Caputo de ordem [3 de
f(z), com x > 0, denotada por D f (z), é definida como

T pm)(r
D’ f(z) = " P[D" f(a)] = F(nl_ % / G ! T)(ﬁflndf-
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Observemos que se 3 = n, entdo D?[f(z)] = I"P[D" f(z)] = [°[D"f(z)] = D"f(x). Isto €, a

derivada usual € um caso particular da derivada fraciondria segundo Caputo.
Teorema 3.3. Sejam 3 > 0en €N, tal que, n — 1 < 3 < n. Entdo L[DP f(t)] = " ".L[D" f(¢)].

Demonstragdo. Pelas Defini¢oes 3.1 e 3.2, equagdes (2) e (4), temos
LD f(t)] = LI D" f(1)] = L]bn-p(t)xD" ()] = L pn-s(t)]-L[D"f(t)] = s "L [D" f(2)].

4 Lei de resfriamento de Newton

De acordo com Isaac Newton a variacao da temperatura de um corpo no decorrer do tempo €
proporcional a diferenca de temperatura entre o corpo e o meio no qual ele se encontra. Matematica-
mente, podemos escrever a Lei do resfriamento de Newton pela seguinte equacao diferencial ordindria,
C'(t) = k(C(t) — a), sendo k € R a constante de proporcionalidade, C'(¢) a temperatura do objeto no
instante ¢ > 0 e a € R a temperatura do meio. Consideremos a versao fraciondria deste modelo dada
pela equacdo

DC(t) = k(C(t) — a), (7)
com 0 < a < 1 e condigdo incial C'(0) = Cj. Aplicando a Transformada de Laplace, usando a sua
linearidade, o Teorema 3.3 e a equagdo (1), temos

Z[D*C(t)] — kZL[C(1)] + akZL[1] =0 = s* s Z[C(t)] — C(0)] — kZL[C(t)] + % = 0.

s*—k

Denotando F(s) = .Z[C(t)], obtemos F(s) = 5—Cj — aﬁ. Observemos que

F(s) = >=Cy+a (% - szj:;) = (Co—a) L=t 42,
Portanto, segue pela equacdo (6) que a solugdo da equagdo diferencial fraciondria (7), é

O(t) = (Cy — a)Ea(kt*) + a.

Na Figura 1, esbo¢amos alguns graficos de C(t) para diferentes valores da ordem .

5 Conclusao

Utiliza-se da modelagem fraciondria com o objetivo de aumentar a precisdo dos modelos matema-
ticos e chegar o mais proximo possivel da realidade. Ao modelar um problema, no geral adotam-se

simplificagcdes da realidade e isso no geral acaba por implicar uma diminui¢do da taxa de variagao

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
20 Anais da XII Mostra IC
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ordem alpha=0.35
ordem alpha=0.55

120 ordem alpha=0.75 | _|
ordem alpha=1

temperatura

tempo

Figura 1: Griéficos da solug@o da equagio 7 para diferentes valores da ordem a.
Fonte: Elaboracado prépria.

envolvida. Logo, em alguns casos, ao invés de considerar diversos fatores na equacdo diferencial
ordindria, a influéncia destes pode ser estimada através de altera¢des na ordem da derivada.

No caso do modelo de resfriamento de Newton, ao substituirmos a ordem 1 da derivada do modelo
original pela ordem ndo inteira 0 < o < 1, obtemos solugdes que decrescem mais lentamente que no
caso cléssico, o que nos sugere um decrescimento na taxa de variagdo do modelo. O resultado obtido
contribui para o estudo do calculo fraciondrio, uma vez que nao ha na literatura significados fisicos ou

geométricos acerca da derivada fraciondria.
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Palavras-chave Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar as equagdes de Cauchy-
Fungdes Complexas. Riemann e demonstrar um teorema muito importante no estudo das fun¢des
Fungges Continuas. analiticas, o qual diz que se as derivadas parciais das partes real e imagindria

Fung¢des Analiticas.

Equagdes de Cauchy-Riemann. de uma fungdo f sdo continuas numa regido R, entdo a fungdo f ¢ analitica

em R se, e somente se, as equacdes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas.
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1 Introducao

A teoria das fun¢des de uma varidvel complexa é uma extensao natural das fun¢des de uma varidvel
real. Desde seu surgimento, no final do século XVIII, essa teoria tem se mostrado uma das areas
mais frutiferas da Matematica e de importancia fundamental, tanto na matemaética pura como nas
areas aplicadas. Em particular, na Andlise Complexa, as equagdes de Cauchy-Riemann, em conjunto
com alguns critérios de continuidade, formam uma condicao necessdria e suficiente para uma fungdo
complexa ser analitica.

Tais equagdes foram vistas pela primeira vez na obra de Jean le Rond d’Alembert, publicada
em 1752. Entretanto, foi Leonhard Euler quem percebeu sua relacao com as fun¢des analiticas, em
1797. Posteriormente, essas equacdes foram utilizadas por Cauchy no desenvolvimento de sua teoria
das fungdes, realizado em 1814, que serviu como base para a dissertacdo de doutorado de Riemann,
publicada em 1851.

As referéncias utilizadas no desenvolvimento deste trabalho foram [1] e [2]

2 Definicoes e Resultados Preliminares

Apresentaremos, primeiramente, algumas defini¢des preliminares sobre as fungdes complexas.

Definicao 2.1. Sejam 2y € C e r > 0. Chamamos de disco aberto de centro z, e raio r o conjunto
D, (20) que contém todos os niimeros complexos que estdo a uma distancia menor que r do ponto z,

ou seja,
D, (z0) ={z: |z — 20| <r}.

Definicao 2.2. Dizemos que um conjunto C' ¢é aberto se para cada ponto zy de C' existe um disco
D, (2p) contido em C.

Definicao 2.3. Um arco é um conjunto C' de pontos dado parametricamente por
C={z(t) =z(t) +iy(t) : a <t < b},

onde x(t) e y(t) sdo funcdes reais continuas de t.

Definicao 2.4. Dizemos que um conjunto é conexo se podemos ligar quaisquer dois de seus pontos

por um arco todo contido no conjunto.
Definicao 2.5. Uma regido é um conjunto aberto e conexo.

Definicao 2.6. Sejam zy € C e C C C. Dizemos que z, é um ponto de acumulacdo de C' se

Ve > 0,(Dc(20) —{z0}) NC # 0.
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Definicao 2.7. Seja zy um ponto de acumulacdo do dominio D de uma funcgdo f. Diz-se que f tem

limite L com z tendendo a zy se dado qualquer € > 0 existe 6 > 0 tal que
z€D,0<|z—2| <0 = |f(z) —L|<e

Denotamos: lim,_,, f(x) = L.

Teorema 2.8. Seja f = u + iv uma funcdo com dominio D, e seja L = U + iV. Entdo,

lim f(z) =L

Z—r20

se, e somente se

lim u(z,y) =U e lim v(z,y) =V.

2—20 Z2—20
Demonstracdo. Veja [l], Teorema 2.12. [ |

Antes de seguirmos, é importante destacar o fato de que as no¢des de continuidade e derivabilidade

no caso complexo sdo andlogas ao caso real.

Definicao 2.9. Diz-se que uma funcdo f é analitica em uma regido R se ela é derivdvel em cada ponto

de R; e f € analitica em um ponto z, se [ é analitica numa regido contendo .
Para finalizar esta se¢do, vamos recordar um teorema do Célculo que serd util na préxima secao.

Teorema 2.10 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua em [a,b] e
f(0) — f(a)
b—a

Demonstracdo. Veja [2], p. 291. |

derivdvel em (a,b). Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =

3 Equacoes de Cauchy-Riemann

Seja f = u + ‘v uma funcdo derivavel em um ponto z = x + iy. Entlo,

o) =t LA =)

Az—0 Az

independentemente da forma como Az — 0. Em particular, podemos fazer Az tender a zero por

valores reais, Az = k e, separadamente, por valores imagindrios, Az = it. Assim,

[u(x + kvy) — U(iL’,y)] + ’L[U(.’L’ + k? y) — U(.Z', y)]

f'(z) = lim

k—0 k s
F'(z) = lim [u(z,y +1) —u(z,y)] + ilo(z,y +1) —v(z,y)]
t—0 Zt
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De acordo com o Teorema 2.8, a existéncia desses limites implica a existéncia, separadamente, dos

limites das partes real e imagindria, isto €,

u(x+k,y)—u(m,y) v(m—l—k:,y)—v(x,y)

/ BT o
e = z re z /
t—0 t t—0 t

Consequentemente, as fun¢des u e v possuem derivadas parciais no ponto (x,y) e valem as igualdades:

_8u Ov  Ov . Ou

_— — 1 —

/ —
f(z>_0$+l(9x_8y oy
Disso, obtemos as equacoes de Cauchy-Riemann:

ou B ov  Ov ou

or oy~ dr oy

Tudo isso mostra que as equacdes de Cauchy-Riemann sdo condi¢des necessdrias para a existéncia
da derivada de uma fun¢do f. No entanto, a validade dessas equagdes nao é suficiente para garantir a

existéncia da derivada. Um exemplo disso € dado pela fun¢do

f(z) = +/|zyl|, onde z = x + iy.

Observe que v = 0, pois f ndo tem parte imagindria. Entdo, v, = v, = 0. Por outro lado,

u(z,y) = /[yl Logo,

120, 0) = lim A8 0) = u(0,0)

k—0 k =0

pois u(k,0) = u(0,0) = 0. De forma andloga, u,(0,0) = 0. Assim, as equacgdes de Cauchy-
Riemann sao satisfeitas no ponto z = 0. Entretanto, f ndo € deriviavel em z = 0. De fato, tomando

Az=r-e%=1r.cosf+i-r-senb, obtemos

_ 2. cosO - send 0-send
f(Az) — f(0) _ Vir cost - sen | _ /| cos - sen ]’ parar > 0.
Az r- e et

Logo, como tal expressdo depende de 6, o qual varia livremente, temos que f’(0) ndo existe.
Embora o fato das equagdes de Cauchy-Riemann serem satisfeitas ndo garantir que uma funcgdo
f = u + 1v tenha derivada, se a elas adicionarmos a condi¢do de que as derivadas parciais de u e v

sejam continuas numa regido, obtemos um teorema muito importante no estudo das funcdes analiticas.

Teorema 3.1. Sejam u(x,y) e v(x,y) fungdes reais com derivadas parciais continuas numa regidao
R. Entdo a fungdo f(z) = u(x,y) + w(x,y) é analitica em R se, e somente se, as equagdes de

Cauchy-Riemann sdo satisfeitas em R.
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Demonstragdo. O fato de que as Equacdes de Cauchy-Riemann sdo uma condi¢do necesséria ja foi
provado anteriormente, entdo basta demonstrar que essa € uma condigdo suficiente. Considere um
ponto z = x +iy € R e um ndmero d > 0 tal que o disco Ds(z) = {(x+ k) +i(y+1) : k2 +* < 6%}

esteja todo contido em R, como ilustra a Figura 1. Em particular, os segmentos zz; € 2125, onde

Figura 1: Disco Ds(z)

21 = (x + k,y) e zo = (x + k,y + t), estdo contidos em R. Logo, pelo Teorema 2.10, existem
61,05 € (0,1) tais que

u(@ +ky) —u(z,y) = k-ug(z+0ik,y), (D)
wrx+ky+t)—ulx+ky) = t-ulr+ky+0at). (2)

Somando as equacdes (1) e (2), temos
Au=u(lz+ky+t)—ulz,y) =k u,(x+bk,y)+1t u(x+ky+6bat). 3)
Como u, € u, sao continuas, podemos escrever

ug(z + 0k, y) = u.(r,y)+ 01, (4)
uy(x+k7y+02t) = Uy(l'7y)+52, (5)

onde §; e d, tendem a zero com k2 + t?> — 0. Substiuindo (4) e (5) em (3), obtemos
Au=u(r+ky+t)—ulz,y) =k uy(x,y) +t-uy(x,y)+ ko + ts.
De modo anédlogo, deduzimos
Av=v(x+ky+t)—v(r,y) =k v,(x,y) +t-vy(x,y) + kds + tdy,

onde d3 e &, tendem a zero com k2 + t> — 0. Fazendo Az = h = k + it e usando as equacdes de

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
26 Anais da XII Mostra IC



Cauchy-Riemann, segue que

, o fle+Az) — f(2) . Au+tiAv
Fo =™ =% 5
— lim (kug(z,y) +itvy(x,y)) + i(kve(z, y) — ituy(z,y)) N 6(51 s+ E(ég s
h—0 h h h

k t
= limu,(z,y) +ivg(x,y) + — (01 +id3) + — (02 + id4)
h—0 h h

= Ux($, y) + ’iUm<£L', y)
pois |%| <1, |%| < 1edy, b, 03 € Iy tendem a 0 quando Az — 0. Portanto, f'(z) existe e é dada por

Uy + Uy = Uy — Uy, [ |

4 Consideracoes finais

Neste trabalho, vimos que as equacdes de Cauchy-Riemann e o Teorema 3.1 s@o muito importantes

na Anélise Complexa, visto que facilitam a identificagdo de fun¢des analiticas.
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Palavras-chave Resumo

Neste trabalho apresentamos uma introdug@o sobre a Teoria Aditiva dos
Teoria Aditiva dos Nmeros. Nimeros, em particular, falamos sobre as constantes D(n) e E(n), que
822222:2 g((Z)) descrevem o comprAimf.:nto minimo de uma sequéncia de inteiros para que

exista uma subsequéncia cuja soma de seus termos seja congruente 2 zero.
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1 Introducao

A Teoria Aditiva dos Numeros € uma drea da Matemética que estuda o comportamento dos nimeros
inteiros junto com a operacao de adi¢ao. Aqui veremos algumas propriedades relacionadas a soma
zero de uma sequéncia de ndmeros inteiros. Uma sequéncia (aq, as, . . . , ai) é dita possuir soma zero

quando a; + as + - - - + ax = 0 (mod n) para algum n natural.

2 Constantes D(n) e E(n)

Definicdo 2.1. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n, definimos D(n) como sendo o menor
natural t, tal que, qualquer sequéncia com t elementos contidos em G possui uma subsequéncia ndo

vazia cuja soma é zero.

Definicao 2.2. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n, definimos E(n) como sendo o menor
natural t, tal que, toda sequéncia com t elementos contidos em G possui uma subsequéncia de

comprimento n cuja soma é zero.

Exemplo 2.3. Dado G = 7Zs, temos entdo que D(3) = 3. E fdcil ver que toda sequéncia de 3
elementos possui uma subsequéncia cuja soma é zero, seja (x1, To, x3) uma sequéncia de 3 elementos,
se pelo menos um de seus elementos for 0 entdo a subsequéncia (0) tem soma zero, se por outro lado a
sequéncia ndo possuir nenhum elemento 0 entdo ela é formada por apenas 1 ou 2, se ela for da forma
(1,1,1) entdo a subsequéncia (1,1, 1) tem soma zero, analogamente, se (2,2,2), entdo (2,2,2) tem
soma zero, se a sequéncia for formada por 1 e 2, entdo a subsequéncia (1,2) forma soma zero, logo
qualquer sequéncia de 3 elementos possui uma subsequéncia cuja soma é zero. Além disso, nem toda
sequéncia de 2 elementos possui soma zero, em particular (1, 1) ndo possui nenhuma subsequéncia
cuja soma é zero. Portanto 3 é o menor comprimento possivel para que toda sequéncia possua uma

subsequéncia de soma zero, ou seja, D(3) = 3.

Exemplo 2.4. Dado G = Z3, temos entdo que F(3) = 5. Dada uma sequéncia de 5 elementos, se 0, 1
e 2 sdo elementos dessa sequéncia, entdo a subsequéncia (0, 1,2) tem soma zero, do contrdrio, se a
sequéncia ndo possui 0 ou 1 ou 2, entdo ela terd um de seus elementos repetidos pelo menos 3 vezes,
logo ela possui uma subsequéncia de 3 elementos cuja soma é zero, assim qualquer sequéncia de 5
elementos possui uma subsequéncia de 3 elementos cuja soma é zero. Por outro lado, a sequéncia
(0,0,1,1) de 4 elementos ndo possui nenhuma subsequéncia de 3 elementos cuja soma é zero. Assim,

b é o menor comprimento possivel tal que toda subsequéncia de 3 elementos possua soma zero.

A diferenca entre D(n) e E(n) é simplesmente que, quando falamos de D(n) as subsequéncias po-
dem ter qualquer comprimento, ja quando falamos de E(n), as subsequéncias devem ter comprimento

fixo n.

Teorema 2.5. Dada uma sequéncia de inteiros com comprimento n, existe uma subsequéncia que é

soma zero. Isto é D(n) =n
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Demonstragdo. Dada uma sequéncia de nimeros inteiros (as, . . ., a,) de comprimento n, se a; = 0

para alguma j = 1,...,n, entdo a subsequéncia (0) € soma zero. Suponhamos que a; # 0 para todo
j=1,...,n. Sejas; = Zgzl a;, se todos os s; sdo distintos, obtemos n elementos distintos, logo
existe algum j = 1,...,ntal que s; = 0. Se s; = s; para algum ¢, j, com ¢ < j, entdo a subsequéncia
(@i41, - .., a;) é soma zero. Logo D(n) < n, mostremos agora que D(n) > n. Dado uma sequéncia de
inteiros de comprimento n — 1 da forma (1,1, ..., 1), essa sequéncia nao possui subsequéncia soma
zero. Logo D(n) > n. ]

Exemplo 2.6. Tomemos a sequéncia (1,3,5,7,9,11,13) de comprimento 7, o teorema garante que
existe uma subsequéncia cuja soma seja congruente a zero modulo 7. De fato, tomemos a subsequéncia
(1,5,9,13), temos que 1 +5+ 9+ 13 =0 (mod 7)

Teorema 2.7 (Chevalley-Warning). Seja p um niimero primo e ¥, um corpo finito com q = p* elementos,
ondet € N. Parai=1,2,... ,m seja fi(x1,xs,...,T,) um polindmio de grau d; em n varidveis com

coeficientes em IF.. Denotamos por N o niimero de n-uplas (x1, %2, . .., x,) de elementos de Iy tais

que fi(x1,29,...,x,) =0, paratodoi =1,2,... , m. Se Y d; =dy +dy+ -+ d,, < n, entdo,
i=1

N =0 (mod p)

A demonstracdo do teorema pode ser encontrada em [2, Teorema 1.2].

Exemplo 2.8. Sejam fi(z,y,2) =2z +y+ z e fa(x,y,z) = x + 3y + z definidos em F5, o grau de
ambos os polinomios é 1, portanto a soma é 1 +1 = 2 < 3, logo, pelo Teorema de Chevalley-Warning,

o niimero de solucoes é um miiltiplo de 5. De fato as solucoes simultdneas para os dois polinémios

sdo cinco: (0,0,0),(1,3,0),(2,1,0),(3,4,0) e (4,2,0).

Teorema 2.9 (Erdos-Ginzburg-Ziv). Dada uma sequéncia de niimeros inteiros com 2n — 1 elementos,
onde n é um niimero natural, entdo existe uma subsequéncia de comprimento n cuja soma de seus

elementos é um miiltiplo de n. Isto é, E(n) = 2n — 1

Demonstragdo. Para provarmos o teorema, devemos mostrar primeiro que o teorema € valido para o
caso onde o n é um nimero primo. E depois mostramos que se o teorema vale para dois naturais m e
n, entdo ele vale para mn. Mostremos primeiro para o caso em que n € um primo p.

Dada uma sequéncia (a1, as, . . . a2p_1) de nimeros inteiros, tomemos a sequéncia (ay, as, - . - ,m)
em F, como sendo a redu¢do médulo p da primeira sequéncia, ou seja, @; = a; (mod p) para todo

i=1,2,...,2p— 1. Consideremos os polindmios f, fo € F [z1, 2z, ..., 22, 1] definidos por

2p—1

_ .p1 p—1 p—1 _ p—1
f1<l’1,...7[1/’2p_1) =T +l‘2 +"‘+I2p,1— CUj
Jj=1

2p—1
— p—1 | — p-1 — p-1 — p-1
folar, o wopoy) = @nal agad T 4 Gt = Y @l
j—1
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Ambos os polindmios possuem grau p — 1. Denotemos por /N o nimero de solu¢des simultaneas
desses polindmios. Como a soma dos graus dos polindmios fy e fo é (p—1)+(p—1) = 2p—2 < 2p—1,
entdo pelo Teorema de Chevalley-Warning temos que o nimero de solugdes N = 0 (mod p).

Portanto o nimero de solugdes simultaneas de f; e f> € um multiplo de p, e como (0, 0, ..., 0)
€ um solucdo, temos que o N > 1 e assim N > p > 2. Portanto, os polindmios f; e f; tém uma
solugd@o ndo trivial, ou seja, existem ¢1, %o, ..., t2p—1 € Z, ndo todos nulos tais que (t1,t,. .. ,t2p_1)

seja solucdo simultanea de f; e fs, ou seja,

2p—1
filty, ooty ) = T e B = =D (1
7=1
2p—1
foltrs o otop 1) =@rt] '+t 4t agath = Y @ttt =0 @)
j—1

Como t*~! = 1 para todo t # 0, segue pela Equacdo 1 que existem exatamente p elementos
Lt
aj, +aj, +---+a;, =0 (mod p).

Portanto, dada uma sequéncia (ay, as, . . ., as,—1) de nimeros inteiros, existe uma subsequéncia

jas - - -5 Lj, distintos de zero. Logo, pela Equagéo 2 temos que @, + aj, + - +a;, = 0, ou seja

(aj,,aj,, ..., a;,) de comprimento p tal que a soma dos elementos dessa subsequéncia € um miltiplo
de p.

Agora vamos generalizar o caso para uma sequéncia de comprimento n nao necessariamente prima.
Devemos mostrar agora que se o teorema vale para duas sequéncias de comprimento m e n, onde m e
n sdo nimeros naturais, entdo ela vale para mn.

Por hipétese temos que, para cada subconjunto A de {1, xa, . . ., Tomn_1} com 2mn — 1 elementos,
onde x1, xa, . .., Tomn_1 € Z, existe um subconjunto B C A com n elementos tal que a soma de seus
elementos seja um multiplo de n.

Construiremos um conjunto B; para todo 1 < j < 2m — 1 da seguinte forma: Escolhemos um

subconjunto A; C {x1,%2,...,Zomn—1}\ U Bk com2n —1 elementos, e um subconjunto B; C A,
1<k<j
com n elementos tal que a soma de seus elementos sejam um multiplo de n. Ou seja,

Ay CA{x1, 29, ..., Tamn—1}s By CAe Z x=0 (mod n)
r€EB1
A2C{:cl,xg,...,xgmn_l}\Bl, BQCAle ZxEO (mod n)
rE€ By
Az C {:cl,:cg, ce ,xgmn_l} \ Bi U By, B3 C Aje Z r=0 (mod n)
rE€B3
2m—2
Agm—1 C{x1, 29, womn 1} \ | Be, Bam-1 CAgmie  », x=0 (modn)
k=1 2€B2m-—1

Observe que para j < 2m — 1, temos que o nimero de elementos é
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{z1,29, ..., Tomn-1} \ U Bi|=2mn—1—(j—1)n

1<k<y
>2mn—1—(2m —2)n
=2n—-1

o 1
O que garante a construgdo do B; até j = 2m — 1. Definamos agora os inteiros y; = — » . x para

Z'EBJ'
1 < j <2m — 1. Novamente, por hipétese, existe um subconjunto C' C {1, xs, ..., Tay,_1} com m
elementos tal que ) y; =0 (mod m) e assim,
y;€C
1 1

dowm=2 |G| =n 2 e e=n)

y; €C y; €C z€B; y; €C z€B; y; €C z€B; yeC
¢ uma soma de |C||B;| = mn inteiros, que é multiplo de mn.

Logo o teorema vale para qualquer comprimento n natural. |

Exemplo 2.10. Tomemos a sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,34), esta é uma sequéncia de comprimento
9, o teorema garante a existéncia de uma subsequéncia de comprimento 5, tal que a soma dos
seus elementos sejam um multiplo de 5. De fato tomando a subsequéncia (1,2,5,13,34), como
1+245+13+434=55entdol+2+5+13+34=0 (mod 5).

Vale observar que o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv garante o caso de menor comprimento
possivel, isso €, para sequéncias de comprimento menor do que 2n — 1 nem sempre existe uma
subsequéncia de comprimento n cuja soma resulta em um multiplo de n. Tomemos como Exemplo o

seguinte caso:
n—1 n—1

A TN TN . N .
Uma sequéncia (0,...,0,1,...,1) de comprimento 2n — 2, essa sequéncia ndo possui nenhuma

subsequéncia de comprimento n cuja soma dos seus termos € um mdltiplo de n.

3 Consideracoes finais

Apresentamos aqui a defini¢do das constantes D(n) e F(n) e também vimos quais sdo seus valores
para sequéncias de inteiros. Essas constantes podem ser generalizadas para casos mais gerais onde se

atribui pesos as somas, isto €, cada termo da soma pode possuir um peso pelo qual € multiplicado.
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Equacio de Pell.
Solugdo fundamental.
Fragdo continua.

Resumo

O objetivo deste trabalho ¢é estudar as equagdes de Pell e as propriedades
das suas solugdes. Além disso, utilizamos fragdes continuas para determinar
o conjunto de solugdes da equacdo de Pell.
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1 Introducao

Equacdes diofantinas sdo equacgdes polinomiais de duas ou mais varidveis para as quais procuram-se
solucdes inteiras ou racionais. Neste trabalho, estudaremos especificamente alguns resultados das
equagdes x? — dy* = 1, as quais recebem o nome de equacdo de Pell em homenagem ao matemético

inglés John Pell. Dado um inteiro positivo d, procuraremos as solugdes inteiras (x, y) dessa equag@o.

Observacio 1.1. Note que se d é um quadrado perfeito, ou seja, d = k?, temos que x* — dy* =
(x — ky)(z + ky) = 1. Nesse caso, (x — ky) = (x + ky) = £1 e, portanto, as iinicas solugcdes sao
r==xley=0.

2 Equacao de Pell

Definicao 2.1. Sejam d um niimero inteiro positivo e x,y niimeros inteiros. Define-se a norma de
u = z + y\/d da seguinte forma:
N(u) = va,

onde T = x — y\/d. Assim, N(u) = z* — dy>.

Teorema 2.2. Seja d € Q tal que \/d é irracional. Entdo, existem infinitos inteiros p,q com q > 0, tais

1
que p/q é irredutivel e '\/?Z Pl —-
q q
Demonstragdo. Ver [2, Theorem 13.6]. [ |

Teorema 2.3. A equacgdo x> — dy* = 1, com d um inteiro positivo ndo quadrado, possui solugdo ndo

trivial em inteiros positivos, isto é, com © + y\/d > 1.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.2, a desigualdade

Vi-?

q

1 P ~ L
\/E — B‘ < - tem infinitas solugoes racionais
q

p/q. Note que, se

1
< = entao
q

p* —dg*| = ¢ <

-t

\/3+§‘§2\/E+‘\/E—§’§2\/&+1.

Vi
4n
|p2 — dq?| < 2v/d + 1, portanto temos um niimero finito de possibilidades para p? — dg2. Conse-

1
< —, teremos sempre
n

Considerando infinitos pares de inteiros positivos (p,, ¢,) com

quentemente, existe um inteiro k # 0 tal que p> — dg> = k para infinitos valores de n. Ordenando
esses pares, construimos duas sequéncias crescentes de pares de inteiros positivos (u,, v,) tais que
u? — dv? = k, para todo r € N. Como hd apenas k? possibilidades para esses pares médulo k, existem

infinitos pares (u,., v,) tais que u, = a (mod k) e v, = b (mod k). Sejam r < s indices satisfazendo
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as propriedades supracitadas. Entdo,

Uy + UT\/a U% — d’U% k

us + vs\V/d ~ (ug+ vs\/a)(uT — vr\/a) _ Usly — dvgv, N (uws ; usvr) Vi

Temos, usu, — dvsv, = u—dv: =k =0 (mod k) e u,vs —usv, = ab—ab =0 (mod k) e, portanto,

sr_dsr rts — WsUr . . .
r = % ey = % sdo inteiros. Por outro lado, como (z + yv/d)(u, + v,v/d) =

us+v,V/d, temos N (z+yv/d) N (u,+v,v/d) = N (us4v,/d). De N (u,4v,v/d) = N (us+v,V/d) = k,

segue que N (x + yv/d) = 22 — dy? = 1. Além disso, como 7 < s, temos u, + v,Vd < us + vsV/d e

us—i—vs\/a
r+yvd=—"—"""2>1. u
Y ur+vT\/E

3 Solucoes da equacao de Pell

Demonstramos, anteriormente, que a equagio de Pell 22 — dy? = 1, com d um inteiro nio quadrado,
possui pelo menos uma solucdo (z,y) satisfazendo x + yv/d > 1. Na proposi¢do subsequente

provaremos que, a partir de uma solu¢do dada, podemos encontrar infinitas solugdes.

Proposi¢io 3.1. Seja x* — dy? = 1 uma equagdo de Pell e (1, y,) uma solugdo em inteiros tal que
1+ yl\/a > 1. Entdo, para todo inteiro positivo n, existem inteiros T, y, tais que u" = x,, + yn\/a

e o par (T, yn) é, igualmente, uma solucdo da equagdo de Pell.

Demonstracdo. Sejau = x1 + y1v/d, onde (21, y1) é uma solugdo da equagdo de Pell. Veja que para
todo n > 1, existem inteiros (x,, y,) tais que u" = z,, + YnVd, pois

(21 + ylx/Zl)” = Z (?) x?_j(yl\/a)j — Z (?) :p’f_jy{djm +Vd Z (ZL) x’f_jy{d(j_l)p.

7=0 J par 7 impar

Perceba, também, que N (u") = u" - u" = (u-u)" = N(u)" = 1. Dessa forma, o par (z,, y,) é uma
solugdo da equagdo de Pell. Além disso, como u > 1, temos u < u? < u® < ---. Isso implica que
obtemos uma solucdo diferente para cada poténcia de u. [

Veja que se u = z; + y1v/d e N(u) = 1, entdo (1,%,) é uma solucdo da equacio de Pell

x? — dy?® = 1. Por abuso de notacdo, diremos que u é uma solugio da equagio de Pell.

Definicdo 3.2. Sendo u = 1 + y1V/d > 1 uma solugdo da equacdo de Pell, essa solucdo serd

chamada de solugdo minima ou fundamental se x1 > 1, y1 > 0 e ndo existe solu¢do positiva
1 < 29 +1pVd < x1 + y1V/d.

Teorema 3.3. Se 2, + y1Vd > 1 é a solucdo fundamental da equacdo de Pell 2* — dy? = 1, entdo

toda solugdo em inteiros positivos é da forma ., + y,V/'d = (x1+w \/c_i)” para algum inteiro positivo

n.
Demonstragdo. Ver [1, Capitulo 4, paginas 169-170]. |
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4 Fracoes continuas e solu¢ao fundamental

Definicao 4.1. Uma fracdo continua é uma expressdo da forma:

1
ap + 1 5
ay +
! 1

as + ——

as + ...
onde ag, ay, as, ... sdo todos valores inteiros. Essa expressdo é representada por [ag, a1, as, as, . . .|.
Uma fracdo continua |ag,aq,a9,as, ...| é chamada de fragcdo continua periddica se existem

inteiros k > —1 e m > 1 tais que, para todo inteiro positivo n, tem-se Gy, = Gpinim. ASSIm, uma

fragdo continua periddica é da forma [ag, a1, Qg . . ., Gk, Qi1y -« oy Qg Qi1 - -+ y Qs - - - |, @ qual
é representada por [ag, a1, s, . . ., g, Gy 1, Grra, - - Chrm)-

Dizemos, também, que a fracdo continua é puramente periodica se k = —1, ou seja, se sua fracdo
continua é da forma [ay, a1, Gz, - - -, Gm_1)-

a+bv/d

Definicao 4.2. Dado x = , onde a, b, ¢ sdo inteiros e \/d é um irracional (z é um niimero

c
irracional quadrdtico), dizemos que x é reduzido se

r>1 e —1<7<0.
Proposicao 4.3. Seja x € R. Existe um inteiro ay e inteiros positivos aj, s, . . . tais que

x = |ag, a1, as,...|.

Demonstragdo. Ver [ 1, Capitulo 3, paginas 108-111]. |
Observe que quando escrevemos x = [ag, a1, G, - . . | estamos, na realidade, querendo dizer que
x = lim [ag, ai, ..., a,)].
n—oo

Teorema 4.4. A fracdo continua de um niimero real x é puramente periodica se, e somente se, x é um

numero irracional quadrdtico reduzido.
Demonstragcdo. Ver [2, Theorem 13.11]. [ |

Proposicao 4.5. Sejam ag, ay, . .. nimeros reais positivos. Para todo k > 0, definem-se

Pk = QpPr—1 + Pr—2 e Qrx = axQr—1 + Qx—2,

comp_o=0,p_1 =1, q_9 =1eq_; =0. Entdo, P _ [ag, ar,ag, ..., a,).

n
Demonstragdo. Ver [2, Proposition 13.1] [ |
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Usamos a proposi¢do anterior para aproximar v/d de modo pritico e rapido usando fracdes

continuas. Veremos como utilizar esse resultado para obter a solu¢cdo fundamental da equacdo de Pell.

Lema 4.6. Seja x um irracional quadrdtico e x = [ag, a1, as, . . .| sua fracdo continua. Para todo
niimero ndo negativo, define-se x,, como o niimero real que satisfaz x = [ag, a1, . .., Gy_1, Ty). Dado

n > 0, se x,, é reduzido, entdo x, . é reduzido.

Demonstragdo. Ver [2, Lemma 13.12] [ |
A d
Lema 4.7. Sejam d um inteiro positivo ndo quadrado e x), = L\/_ onde A, e By, sdo inteiros
k
. 2 . . d - AI%;-}—I ~
tais que By, | d — A;. Dado um inteiro ay, definem-se A1 = apBy, — Ag € Bry1 = —5 Entdo
k
1 A d
Ajy1 € Byyq sdo inteiros, By | d — Azﬂ e e \/_
T — ay Biya
Demonstragdo. Ver [2, Lemma 13.14]. [ |
. o o A+Vd o )
Lema 4.8. Sejam d um inteiro positivo ndo quadrado e x = —5 onde A, B sdo inteiros. Se x é
reduzido, entdo B > 0 e A? < d.
Demonstragdo. Ver [2, Lemma 13.15]. [
A d
Lema 4.9. Sejam v/d = [ag, a1, . . ., G, Tpp1] € Tpe1 = k;k—i\/_ Entao, p; —dq? = (—1)" 1By, 1.
Demonstragdo. Ver [2, Lemma 13.17]. [

Teorema 4.10. Seja d um inteiro positivo ndo quadado. A fracdo continua de Vd é da forma

[a07a’17 ag, . .. 7an17an]7

onde a, = 2ag e a, < ap, paral <k <n.Sem > 1,2 = ppn_1 €Y = Gun_1, entdo x> — dy* = £1.

Demonstragdo. O calculo da fragdo continua se inicia com

\/C_Z:CLO+(\/C_Z—CLO) :ag—i‘i: [CL(],ZEl].

X1

Desde que 0 < v/d —ag < 1,z = 1/(v/d — ag) > 1. Como —/d — ay < —1, entiio
1<z =1/(—Vd—ao) <0.

Isso significa que x; € reduzido e a expansao de sua fracdo continua é puramente periddica. Portanto,

Vid = lag, @1, az, -, a,), para alguns inteiros positivos ag, @i, ..., a,. Tomando z = ay + Vi,
obtemos .
z = 2ay + (\/c_l—ao) = 2ay + = [2a9, a1, g, - - -, Ap)-
1
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Mas, como z > le —1 < Z = —/d + ag < 0, z é reduzido e a expansio de sua fracdo continua
também € puramente periddica, entdo a,, = 2a¢ € x,, = ag + Vd. Como z = (0+ \/c_l) /1 satisfaz as
condi¢des do Lema 4.7, com Ay = 0 e By = 1, concluimos que, A; e B; sdo inteiros para todo j > 1.
Desde que x; € reduzido, pelo Lema 4.6, x; € reduzido para todo j > 1. Por conseguinte, pelo Lema
4.8, A2, < dparatodo k > 0. Como | Ay, | é um inteiro menor que V/d entdo | Ay 41| < ag = |Vd].
Logo,

Bis1ari1 < Briiwpyn = Ay +Vd < ag + V.

Como By1ag.1 € um inteiro, Byyjap1 < ag + ag = 2ag, entdo axy1 < 2a9/Byi1. Se Bri1 > 2,
temos que a1 < ag. Quando By, = 1 (por exemplo, k + 1 = n), entdo, pelo Lema 4.9, p? — dq? =
(=) 1By = Flexp = Apr + Vd. Como 1 é reduzido, —1 < A1 — V/d < 0, ou seja,
Vid—1< Aj1 < Vd, entdo Ayyq = L\/Ej = ay. Dessa forma, temos que z541 = ag + Vd e

g1 = ] = lag + Vd] = 2a,.

inalmente, temos que a fracdo continua para v/ d se repete em x . Prova-se, portanto, que a;1 < a
Finalmente, t f t Vd t 12 P rtant 1 <ap
quando By1 > 1, axr1 = 2ag e a fragdo continua comeca a se repetir quando By, = 1. Além disso,

quando By, 1 = 1, temos que p? — dqi = +1. [ |

5 Conclusoes Finais

Vimos que, dada uma equacao de Pell, suas solu¢des serdo boas aproximagdes racionais de um
irracional v/d. Além disso, utilizando o método das fracdes continuas, encontraremos a solugio

fundamental da equacao e, consequentemente, obteremos todas as demais solugdes.
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Resumo

O objetivo deste trabalho € trazer uma relacio entre alguns tipos de varie-
Palavras-chave dades afins de um ideal sobre um anel de polindmios em n varidveis sobre
um corpo K. Para isso, serdo trazidos alguns contetdos iniciais referentes
a propriedades bésicas das variedades de ideais e de ideais de variedades.
Ideais. Além disso, o critério para dizer se um sistema de equacgdes polinomiais

szfggel_sﬁlbert (cujos polindmios tém n varidveis e coeficientes em K) é soliivel ou nio serd
explicitado a partir do Teorema Fraco dos Zeros de Hilbert, presente nesse
trabalho junto com o Teorema dos Zeros de Hilbert, que nos permitird inferir
algumas sentencas sobre ideais diferentes representarem a mesma variedade
quando seus coeficientes estdo num corpo algebricamente fechado.
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1 Introducao

Ao se estudar dlgebra, aparece o conceito de ideal de anéis de polindmios em n varidveis sobre um
corpo K. Nesse sentido, dado um ideal, pode-se questionar se os polindmios desse ideal t€m raiz(es)
em comum. O conjunto formado por esse(s) ponto(s) serd chamado de variedade afim do ideal. Existe

uma correspondéncia entre variedades afins e ideais, mas o foco deste trabalho sera outro.

2 Conceitos Iniciais

Ao longo deste trabalho K denotard um corpo e n um inteiro positivo.

Definicao 2.1. Define-se o espagco afim de dimensdo n sobre K o conjunto
K" ={(a1,...,a,) : a1,...,a, € K}.
Definicao 2.2. Sejam fi,. .., fs polinomios em K|x1, . .., x,]. Define-se o conjunto

V(fl,...,f5> = {(al,...,an) S K™ : fi(al,...,an)}

como a variedade afim definida por fi, ..., fs.

Como exemplo, no plano R? a variedade V' (2% + y* — 1) € a circunferéncia de raio 1 centrada na

origem.
Lema 2.3. Se V,W C K" sdo variedades afins, entdo VUW eV N W também sao.
Demonstragdo. Ver [2, Proposition 1.2.2]. |

Definicao 2.4. Seja V' C K" uma variedade afim. Define-se
IV)={feKlxy,...,z,] : flar,...,a,) =0, V(ay,...,a,) € V}.

A observag@o crucial é que (V') é um ideal.

Lema 2.5. Se V' C K" € uma variedade afim, entdo I(V') C K|xy, ..., x,] é um ideal. Chamaremos
I(V) porideal de V.
Demonstragdo. Ver [2, Proposition 1.4.6]. [

Lema 2.6. Se fi,..., fs € K[zy,...,x,], entdo (f1,..., fs) CTL(V(f1,..., fs))
Demonstragdo. Ver [2, Proposition 1.4.7]. [ |

Mas, ainda vale questionar: Dados fi, ..., f; € K[xy,...,x,], qual arelacdo entre (fi,..., fs) e

IV(fi,- f))?
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3 O Teorema dos Zeros de Hilbert

Anteriormente, vimos que uma variedade V' C K" pode ser estudada ao passar para o ideal
I(V)={feKlzy,...,z,]: flas,...,a,) =0, VY (ay,...,a,) € V} de todos os polindmios que se
anulam em V.

Por outro lado, dado um ideal I C Klzy,...,2,], podemos definir o conjunto
V(I) = {# € K* : f(r) = 0, paratodof € I}. O Teorema da Base de Hilbert
[2, Theorem 2.5.4] nos assegura que V' (/) € uma variedade afim, pois de acordo com esse teorema,
existe um conjunto finito de polindmios fi,..., fs € I taisque I = (f1,..., fs), e [2, Proposition
2.5.9] mostra que V (/) é o conjunto das raizes comuns desses polindmios.

O primeiro ponto a ressaltar € que ideais diferentes podem ter a mesma variedade. Por exemplo,
(z) e (x?) sdo ideais diferentes em R[z] que tém a mesma variedade V' (z) = V (2?) = {0}.

Outro problema sério pode ocorrer quando K ndo € algebricamente fechado: Considere os trés

polindmios 1,1 + 22,1 + 22 + 2* em R[x]. Cada um desses gera um ideal diferente
I, = (1) =R[z], I = {1+ 2%, Iy = (1+2° + 2",
mas cada polindmio ndo tem raiz. Entdo, as variedades correspondentes sdo todas vazias:
V(L) =V(l) =V(I3) =0.

Sera que esse problema de ter ideais diferentes representando a variedade vazia desaparece se o corpo
K € algebricamente fechado? Para provar o Teorema Fraco dos Zeros de Hilbert, precisamos do

seguinte resultado:

Lema 3.1. Dado K um corpo algebricamente fechado, seja I = (fi1,...,fs) C Klzy,...,z,] e

assuma que para algum i, f; é da forma
N
cxry + termos em x1 que tenham grau total menor que N.

onde ¢ # 0 é um elemento de K e N > 0. Se I, = I NK]zo,...,x,], e (ag,...,a,) € V(I), entdo
existe a; € K tal que (ay, ..., a,) € V(I).

Demonstracdo. Ver [2, Corollary 3.1.4]. Observe que na demonstracao desse resultado, é possivel

substituir C por um corpo K algebricamente fechado. |

Teorema 3.2 (Teorema Fraco dos Zeros de Hilbert). Seja K um corpo algebricamente fechado e seja
I C Kxy,...,x,] um ideal satisfazendo V (I) = 0. Entdo, I = K[z, ..., z,].

Demonstrag¢do. Para provar que um ideal € igual a K[z, ..., z,], a estratégia principal consiste em

mostrar que o polindmio constante 1 estd em /, pois se 1 € I, entdo [ € todo o anel de polindmios.
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No caso de uma varidvel, isto é, quando o anel de polindmios € K[z], por [I, Teorema 1.3.8]
e [1, Teorema 2.2.2] K[z| é um dominio principal. Entdo, podemos escrever I = (f), para algum
polindémio f € K|z]. Logo, V' (I) é o conjunto das raizes de f em K. Ja que K é algebricamente
fechado, cada polindmio néo constante em K[x] tem uma raiz. Isso significa que se V' (I) = (), entdo f
¢ uma constante ndo nula. Nesse caso, + € K e, portanto, g = (%)g - f € I, para todo g € K[z]. Isso
mostra que [ = K[z].

Agora assuma que o resultado foi provado para os anéis de polindmios em n — 1 varidveis, que
escreveremos por K|z, ..., z,]. Considere qualquer ideal I = (fi,..., fs) C K[zy,...,z,] parao
qual V(I) = (). Podemos assumir que f; ndo é constante, pois, caso fosse, ndo terfamos nada a provar.
Entdo, suponha que f; tenha grau total N > 1. Em seguida, mudaremos as coordenadas para que f;

tenha uma forma especialmente agraddvel. Ou seja, considere a mudanga linear de varidveis

ry = .i'l
Ty = ZZ‘Q + (lgi'l (1)
Tn = -i'n + anjla

onde os a; sdo constantes em K, ainda a serem determinadas. Realizando a substitui¢cdo (1) em fi,

obtemos
fl(l’l, e ,I’n) = fl(jla jg + a2f1, . ,.f‘n + anil)
= c(ay,...,a,)TY + termos em 7, que tenham grau total menor que N.
E possivel mostrar que c¢(as, . . . , a,,) € uma expressdo ndo nula em as, . . ., a,, seguindo o passo a passo

do exercicio 4.1.3 de [2]. Por conta do espaco que essa demonstragdo ocupa, iremos omiti-la.

De [2, Proposition 1.1.5], podemos escolher as, . . ., a, € K tais que c(as, ..., a,) # 0. Com essa
escolha de as,...,a,, sob a mudangca de varidveis (1), todo  polindmio
f e Klzy,...,x,] pode ser reescrito como um polindmio f € K[z, ..., Z,]. E possivel mostrar que

I={f:fel}éumideal em K[Z1,...,%,].

Note ainda que V(I~ ) = () pois, se as equagdes transformadas tivessem solug@o(des), as originais
também teriam. Além disso, se pudermos mostrar que 1 € I, entdo 1 € [ seguird, jd que as constantes
ndo sdo alteradas pela operagdo ~.

Logo, € suficiente provar que 1 € I. Pelo pardgrafo anterior, f; € I se torna f~1 e I coma

propriedade
fi(@1, ... @) = c(as, ..., a,)EY + termos em #; com grau total menor que N,
onde c(ay, . ..,a,) # 0. Seja agora
7 - K" — Kn_l
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o mapeamento de projecdo nas dltimas n — 1 coordenadas. Se definimos I =1nN K[Zg, ..., Ts),
entdo, pelo Lema 3.1, temos que solugdes parciais em K"~! sempre se estendem, isto &, V(I~ 1) =

m(V(I)). Isso implica que V(I;) = m (V(I)) = m(0) = 0. Pela hipétese de indugio, segue que

I, = K[z, ..., Z,). Mas isso implica que 1 € I, C I, e a prova estd completa. [ |
(Problema da Consisténcia): Agora, serd que é possivel determinar se V' (f1, ..., fs) = 0, isto é, se
as equagdes f; = --- = f; = 0 tém uma solu¢do em comum?

Observe que o Teorema Fraco dos Zeros de Hilbert nos ajuda a resolver o problema: Os polindmios
falham em ter uma solugéo em comum se, e s6 se V'(fi, ..., fs) = (. Pelo Teorema Fraco dos Zeros
de Hilbert, essa tltima sentenga vale se e s6 se 1 € (f1, ..., fs). Assim, para resolver esse problema,
precisamos estar aptos a determinar se 1 pertence a um ideal. Isso € facilitado pela observacdo de que,
para qualquer ordenag¢do monomial, {1} é a tinica Base de Grobner reduzida para o ideal (1) (ver [2,
pagina 172]).

Resumindo, temos o seguinte algoritmo de consisténcia: Se tivermos polindmios f1,..., fs €
K[zq,...,x,], nés computamos uma Base Reduzida de Grobner do ideal que eles geram com respeito
a qualquer ordenagdo. Se essa Base for {1}, os polindmios ndo tém raiz comum em K"; se a base
nao é {1}, eles devem ter um zero em comum. Note que esse algoritmo funciona apenas em corpos

algebricamente fechados. Enunciemos o Teorema dos Zeros de Hilbert:

Teorema 3.3 (Teorema dos Zeros de Hilbert). Seja K um corpo algebricamente fechado. Se
fifi, o fs € Klan, ... x,] sdo tais que f € I(V(f1,..., [s)), entdo existe um inteiro m > 1 tal que

f™e(fi,..., fs) evice-versa.

Demonstracdo. Dado um polindmio f ndo nulo que se anula em todo zero comum dos polindmios

fi,--., fs, temos que mostrar que existe um inteiro m > 1 e polindmios Ay, ..., A, tais que

fm = ZAlfz

Considere o ideal I = (fy, ..., fs,1 —yf) C Klzy,..., 2,9, onde f, fi,..., f, sio como acima.

Afirmamos que V() = (). Para ver isso, observe que para (ay, . .., a,, a,11) € K" tem-se

* (ai,...,a,)éumaraiz comumde f,..., fs, ou

* (ay,...,a,)ndo é uma raizcomum de fi, ..., f;.
No primeiro caso f(aq,...,a,) = 0, pois f desaparece em qualquer zero comum de f1, ..., fs. Entéo,
o polindmio 1 — yf assume o valor 1 — a, 41 f(a1,...,a,) = 1 # 0 no ponto (ay,. .., 0, Apyi1)-
Em particular, (a4, ...,a,) ¢ V(f) No segundo caso, para algum i, 1 < i < s, nds temos que ter
filai,...,a,) # 0. Em particular, concluimos novamente que (ay,...,a,, Gni1) & V(I~ ). Como
(a1, ..., an, ani1) € K™ foi arbitrdrio, concluimos que V(1) = (), como afirmado. Agora aplique o
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Teorema Fraco dos Zeros de Hilbert para concluir que 1 € I. Ou seja,

1 = Zpi<x17 st 7xn7y)fi + q(ﬂjl, e 7xn7y)(1 - yf)
=1

para polindmios p;, ¢ € K[z, ..., x,,y|. Agora, definay = f@;

Tyeery xn)

> 1
1= sz (xla s 7*1'117?) fz
=1

Multiplicando os dois lados da igualdade por uma poténcia f™, onde m € escolhido suficientemente

. Entdo, a relagdo acima implica

que

grande para limpar todos os denominadores, obtemos

=Y Aif;
=1

para polindmios A; quaisquer em K|z, ..., z,]|, como querfamos demonstrar. |

4 Consideracoes finais

O Teorema dos Zeros de Hilbert nos afirma que, sobre um corpo K algebricamente fechado, a tinica
forma de dois ideais diferentes definirem a mesma variedade é que para todo polindmio do conjunto de
geradores de um dos ideais, alguma poténcia desse polindmio pertenca ao outro ideal, e vice-versa.
Sobretudo, cabe dizer ainda que o foco desse trabalho foi examinar o que acontece caso uma variedade

de um ideal é vazia.
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Palavras-chave
Resumo
Corpos Apresentamos duas maneiras de introduzir a no¢do de corpos ordenados
Corpos ordenados completos, mostramos que tais no¢des sdo distintas e provamos uma relacao
Corpos ordenados completos entre elas.
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1 Introducao

Dado um corpo ordenado K, nos textos de andlise real, tais como [2], € comum introduzir a comple-
tude do corpo pela existéncia (em K) de supremo para qualquer subconjunto limitado superiormente.
Por outro lado, em [ 1], Aragona considera K completo se toda sequéncia de Cauchy converge em K.
Para diferenciar tais nog¢des, diremos neste caso que o corpo ordenado é Cauchy completo. Aragona
observa que as duas defini¢des de completude sdo distintas e que a defini¢do Cauchy completa, tem a
vantagem de ser estendivel de maneira natural para contextos mais gerais, tais como para ‘“‘espacos
métricos” e “espacos topoldgicos”, tal facilidade ndo ocorre com a existéncia de supremo, para a qual
a ordem em K é imprescindivel.

Ainda em [ 1], Aragona enuncia, sem demonstracao, que para um corpo ordenado K ser completo
via existéncia de supremo equivale a K Cauchy completo e arquimediano. Mencionaremos mais
adiante a existéncia de uma corpo ordenado nio arquimediano que é Cauchy completo. Em particular,
isto mostra que a propriedade Cachy completo para corpos ordenados € mais fraca que a completude
via existéncia de supremo.

Na préxima secdo serdo introduzidas as nocdes necessarias para enunciar este resultado que
relaciona as duas defini¢des de completude para corpos ordenados e em seguida serd apresentada uma

demonstracao deste resultado.

2 Nocoes preliminares e resultado principal

Um corpo é um conjunto K munido de duas operagdes (a,b) € Kx K +— a+0b € Ke
(a,b) € K x K+ ab € K chamadas adi¢cdo e multiplicagdo, respectivamente, ambas comutativas e
associativas, havendo elemento neutro da adi¢do 0 € K e elemento neutro da multiplicagdo 1 € K,
para cada = € Kexiste —x € K tal que x + (—z) = 0, para cada x € K, x # 0 existe % € K tal que
x% = 1 e dados quaisquer z,y, z € K vale z(y + 2) = zy + xz.

Um corpo K € dito ordenado se possui um subconjunto P, chamado conjunto dos elementos
positivos em K, verificando as seguintes duas condigdes: se x,y € Pentdiox +y € Pe xy € P; para
cada x € K ocorre uma e apenas uma das trés alternativas: ouz = Oouz € Pou —x € P. Num
corpo ordenado a expressdo x < y, ou x € menor que y, significa que y — z € P, o mesmo pode ser
também expresso por y > x e dito y € maior que . J4 a expressdo x < y, ou x € menor ou igual a ¥,
significaque y —x € P ou y = z, e também pode ser expresso por y > x e dito y € maior ou igual a x.

E bem conhecido que os conjuntos dos niimeros racionais Q e dos ndmeros reais R com as
operagdes usuais de adicdo e multiplicacdo sdao exemplos de corpos ordenados com uma nog¢ao de
ordem também usual. J4 ao corpo dos nimeros complexos C, com adicio e multiplicacdo usuais, ndo
€ possivel munir com uma nog¢do de ordem (ver, por exemplo, [3]).

O conceito de ordem permite definir a nocao de valor absoluto para qualquer elemento x de K

por |z| = max{z, —x}. Uma sequéncia em K, que denotaremos por (z,,), ¢ uma fun¢io que a cada
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elemento m € N associa um unico z,,, € K.

A partir do conceito de valor absoluto € possivel introduzir as seguintes nocdes sobre uma sequéncia
(x,,) em K: Uma sequéncia (x,,) em K € dita limitada se existir M € K tal que |z,,| < M para todo
m € N. Uma sequéncia (z,,) é convergente em K, se existe a € K tal que, para todo 0 < ¢ € K,
existe mo(¢) € N de forma que |z, — a| < ¢ sempre que m > mg(c). Neste caso diz-se que (x,,)
converge para a e denota-se por z,, — a. Uma sequéncia (x,,) em K é dita de Cauchy, se para cada
0 < e € K, existe my(¢) € N tal que |z,,, — x,| < & sempre que m,n > mq(e).

Tais nocdes sdo suficientes para a primeira definicao de corpo ordenado completo, a ser considerado

nesta nota, que € a defini¢cao apresentada por Aragona em [, pg. 126]:

Definicao 2.1. Um corpo ordenado K € dito Cauchy completo se suas sequéncias de Cauchy sdo

convergentes em K.

Ainda da nog¢do de ordem num corpo K, dado um subconjunto A C K, diz-se que um elemento
b € K é uma cota superior de A se a < b paracadaa € A. Quando A possui uma cota superior, diz-se
que A é limitado superiormente. Se A C K € limitado superiormente, um elemento = € K é chamado
supremo de A, denotado por sup A se x € a menor cota superior de A, ou seja, se x satisfaz as duas
condig¢des seguintes.

(S1)a < x,Va € A.

(S2) < b, onde b € uma cota superior de A.

Isso permite formular outra definicdo de corpo ordenado completo, que é geralmente utilizada nos

textos classicos de analise real, tal como [2]:

Definicao 2.2. Um corpo ordenado K € dito completo se todo subconjunto de K ndo vazio e limitado

superiormente possuir supremo.

Outro conceito que segue da propriedade de ordem num corpo K € a no¢ao de corpo arquimediano
que ocorre quando dados quaisquer a, b € K, com a > 0, existir n € N* tal que na > 0.

Dos livros textos de andlise, tais como [ 1, 2], sabe-se que o corpo ordenado dos reais R € tanto
completo quanto Cauchy completo além de arquimediano, enquanto o corpo ordenado dos racionais Q
¢ arquimediano porém ndo € completo e nem Cauchy completo. Outro fato menos conhecido, é que
existe corpo ordenado Cauchy completo que ndo é arquimediano, a saber o corpo de Levi-Civita (veja,
por exemplo, [4]).

Em [1, pg. 157], Aragona observa que as duas definicdes de corpos ordenados completos sao
distintas e ressalta que a nocao utilizada na Defini¢ao 2.1, ou seja, que toda sequéncia de Cauchy é
convergente, tem a vantagem de ser estendivel de maneira natural para contextos mais gerais, tais
como para “espacos métricos” e “espacgos topoldgicos”. Tal facilidade ndao ocorre com a propriedade
utilizada na Definicdo 2.2, para a qual a ordem em K € imprescindivel. Aindaem [1, pg. 157], Aragona
enuncia, sem demonstracao, o seguinte resultado sobre a relacdo entre as duas nocdes de completude

num corpo ordenado:

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
48 Anais da XII Mostra IC



Teorema 2.3. Seja K um corpo ordenado, as seguintes condicdes sdo equivalentes:
(i) Todo subconjunto de K limitado superiormente possui supremo.

(ii) K é arquimediano e Cauchy completo.

Em particular, este resultado revela que a Definicdo 2.2 é mais restritiva que Cauchy completo,
uma vez que um corpo ordenado pode ser Cauchy completo sem ser arquimediano.
Utilizando raciocinios classicos da andlise real encontrados em [, 2], a seguir apresentamos uma

demonstragdo para este teorema.

3 Demonstracao do Teorema 2.3

Para demonstrar o Teorema 2.3 utilizamos o seguinte:
Lema 3.1. Toda sequéncia de Cauchy num corpo ordenado é limitada.

Demonstracdo. Sejam (z,) uma sequéncia de Cauchy e ¢ = 1. Assim existe ny € N tal que
m,n > ng = |r, —x,| < 1. Em particular, n > ny = |z,, — x,| < 1, ou seja, n > ng =
Ty € (Tpy — 1,2, + 1). Considere X = {xy, 9, ..., Tpy—1, Tny — 1, Tn, + 1}, @ 0 menor e b 0 maior
elementos de X. Fazendo M o maior entre |a| e |b|, segue que |z,,| < M + 1,Vn € N, ou seja, que
(x,,) é limitada. [

Demonstragcdo do Teorema 2.3. (i) = (ii) Comecemos mostrando que K é arquimediano. Suponha
por absurdo que existam a,b € K, com a > 0 tais que Vn € N,na < b. Entdon < b/a, Vn € N, ou
seja, N é limitado superiormente em K. Por (7), existe b= supN em K. Assim, n < l_J, Vn € Ne
portanto,

n—lgg—l,VnENénSB—l,VnGN,

ou seja, b ndo é o menor majorante, logo nio é sup N, o que absurdo. Portanto, temos que para
quaisquer a,b € K, a > 0, existe n € N tal que na > b, isto é, K é arquimediano.

Mostremos agora que dada (x,,) uma sequéncia de Cauchy em K, entdo (x,,) converge em K.
Primeiro, vamos mostrar que (z,,) possui subsequéncia convergente. Pelo Lema 3.1, (z,,) é limitada,
entdo existe M > 0 tal que z, € [-M, M]. Seja A = {t € R; t < z,, para infinitos valores de n}.
De —M <z, < M,Vn € N,segueque —M € Aet < M,Vt € A, logo A é ndo-vazio e limitado
superiormente. Por (i), existe ¢ = sup A. Dado ¢ > 0, existe t € A tal que ¢ — ¢ < t, logo, para
infinitos indices n, ¢ — ¢ < x,,. Por outro lado, ¢+ ¢ ¢ A, entdo hd apenas um nimero finito de indices
n tais que ¢ + ¢ < z,,. Podemos concluir que, dado € > 0, para um nimero infinito de valores de n,
temos ¢ — € < x,, < ¢+ €. Assim, para todo k£ > 0 existe z,,, € (c — %, c+ %) portanto (z,, ) é uma
subsequéncia de (z,) que converge para ¢, quando k — oo.

Segundo, vamos mostrar que sendo (x,,) de Cauchy a sequéncia converge para o mesmo limite

da subsequéncia acima. Dado ¢ > 0, existe ng tal que m,n > ng = |, — z,| < % Como z,,, — ¢,
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existe ko tal que ny, > ng e ]xnko — c| < 5. Assim, para todo m > ng temos

e €
T — | < — Ty | + [0y, — ¢ < §+§:5.
O que mostra que z,, — c.
(17) = (i) Seja X C K um subconjunto ndo vazio e limitado superiormente. No intuito de mostrar

que X possui supremo defina:
B := {b € K; b é uma cota superior de X} ¢ B := K\ B.

De X ser limitado superiormente segue que B # (). Dados 7 € X # () e a € K tais que a < x segue
que a € B¢, donde B¢ # (). Note que se a € B¢ eb e Bentio a < b. De fato, se b < a entdo a seria
cota superior de X e portanto seria um elemento de B, o que niio ocorre pela definicio de BC.

A seguir, vamos provar que existe A € K tal que a < X\ < b para quaisquer a € B¢ e b € B.
Posteriormente mostraremos que A = sup X.
Afirmacio: Dado n € N, existem a,, € B¢ e b, € B tais que b, — a,, < =.

Com efeito, dados quaisquer a € B¢ e b € B, sendo K um corpo ordenado arquimediano existe

1 —
m € Ntalque b—a < m-—. Defina § := a

eobserve que 0 < § < % A partir destes ingredientes,
defina a sequéncia (ri)og; no corpo K po?? r; :=a+1id, paracadai =0,1,...,m.

Comory =a+05=a¢€ Ber, :a—i—mé:a—kmbﬁ =a+b—a=>b¢€ B, segue que
existe [ € {0,1...,m — 1} tal que r;, € B® e 14, € B, sendo terfamos que 7; € B¢ para todo
i €{0,1,...,m}, contradizendo r,, € B.

Para concluir a afirmacdo, basta fazer a,, = r; € BCeb, = ri41 € B, pois
1
by —a,=r1—r=a+(l+1)0—(a+15)=0< —.
n
Pela afirmagio, existem sequéncias (a,,) em B¢ e (b,) em B tais que 0 < b, — a,, < %, Vn € N*.

Assim, dados quaisquer p, ¢ € N*, de a, < b, segue que a, — a, < b, —a, < 117, e analogamente,

trocando p e g obtém-se a, — a, < % Logo,

11
la, — a4] = max{a, — a,, a; —a,} < max{—, —} ,Vp,q e NY
p q

o que implica que a sequéncia (a,,) é de Cauchy, pois dado ¢ > 0 basta tomar py € N tal que pio <e,
assim p, ¢ > po implica |a, — a,| < max {i, é} < o= < &. Por (ii), segue que (a,) € convergente
em K, ou seja, existe A € K tal que a,, — A.

Por outro lado, temos que (b,,) também converge para \, pois:

1
|bn—>\|§|bn—an|~|—|an—)\|<ﬁ—l—|an—)\|.
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Portanto, |b, — A| — 0 o que implica b,, — \, quando n — oo.

Assim, dados quaisquer a € B e b € B, temos:
a<b,ea, <b VneN*
que, passando ao limite quando n — oo, implica
a <limb, = X =lima, <b,

o que mostra a existéncia do A € K previamente mencionada.

Note que A € cota superior de X. Com efeito, se existisse x € X tal que x > A\, ou, x — \ > 0,
uma vez que b,, — A, existiria ng tal que 0 < b,,, — A < x — X o que implicaria b,, < x com b,,, € B,
o que € absurdo. Por outro lado, como A < b para todo b € B, temos que A é, pela definicdo de B, a

menor das cotas superiores de X, finalizando a prova de que A = sup X. H

4 Consideracoes finais

Neste trabalho sdo apresentadas duas formas de se introduzir completude em corpos ordenados.
Foi observado que a no¢do Cauchy completo é mais geral pela citacdo do corpo de Levi-Civita, que
¢ ordenado Cauchy completo mas ndo arquimediano e portanto, pelo Teorema 2.3, ndo € completo.
O conjunto dos reais R, € dado exemplo como corpo ordenado Cauchy completo arquimediano e
(consequentemente) completo, um fato relevante e talvez menos conhecido é que este é o tinico corpo

com tais carateristicas. Tal afirmacao € apresentada, sem demonstracao, por Aragona em [ !, pg. 127].
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Resumo

Neste trabalho introduzimos a teoria de grafos e apresentamos alguns resul-
tados classicos sobre planaridade e colorag@o de vértices. Sao intimeras as
aplicacdes da teoria em problemas concretos e existem ainda vdrias conjec-
turas sobre o assunto. O famoso “problema das 4 cores” desafiou geragoes
de matematicos por mais de um século e ainda hoje desperta interesse e

Palavras-chave

Grafo.

Planaridade. curiosidade. Em sua formulag@o original, o teorema afirma que qualquer

Coloragdo de Grafos. mapa pode ser colorido com no méximo 4 cores. Nosso objetivo é apresen-
tar resultados tedricos e cldssicos da teoria, finalizando o texto com alguns
exemplos de aplicagdes. As referéncias citadas neste texto servem como
um guia para um estudo mais detalhado e também para outras referéncias
correlatas.
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1 Introducao

Formalmente, um grafo é definido como um par ordenado G = (V, E), onde V' é um conjunto
finito de vértices e £ C V' x V é um conjunto de arestas. As arestas podem ser direcionadas (setas
que indicam uma direcdo) e temos um grafo direcionado. Neste trabalho trataremos apenas de grafos
ndo-direcionados.

Se para um dado par de vértices existe mais de uma aresta associada, dizemos que o grafo é um
multigrafo. Um grafo sem lacos e sem arestas multiplas € dito ser um grafo simples. Neste texto, o
termo “grafo” serd usado apenas para grafos simples. Um grafo completo € um grafo em que todos os
vértices estdo conectados por uma aresta. E uma classe importante de grafos e frequentemente usada em
vdrias aplicagdes préticas e tedricas da teoria dos grafos. Denotamos o grafo completo com 7 vértices
por K,,. Um grafo bipartido ¢ um grafo em que o conjunto de vértices pode ser particionado em dois
subconjuntos disjuntos, de forma que todas as arestas conectem apenas vértices de conjuntos diferentes.
Em outras palavras, ndo ha arestas entre vértices do mesmo subconjunto. Os grafos bipartidos sdao
usados em varias aplicacOes préticas, como modelagem de sistemas de recomendacio, andlise de redes
sociais e em problemas de emparelhamento. Por exemplo, em um sistema de recomendacdo de filmes,
os vértices de um grafo bipartido podem representar usudrios e filmes, e uma aresta pode representar
uma avaliacdo positiva do usudrio para o filme. O objetivo € encontrar pares de usudrios e filmes que
formem uma boa recomendac¢ao. Um grafo bipartido completo ¢ um grafo bipartido tal que cada
vértice de um subconjunto da particdo de V' estd conectado a todos os vértices do outro subconjunto. Se
V foi particionado em dois subconjuntos com m € p elementos cada um, denotamos o grafo bipartido
completo por K,, ,. Um caminho em um grafo G € uma sequéncia de vértices tais que dois vértices
consecutivos estdo conectados e ndo ha repeticdo de arestas. Se o primeiro e o ultimo vértices forem
iguais, o caminho € fechado. Se niao houver repeticdes de vértices (exceto possivelmente o primeiro e
o ultimo), o caminho € simples. Um ciclo € um caminho simples fechado. Denotamos um ciclo com
n vértices por C,,. Um grafo é conexo se existir um caminho ligando quaisquer dois vértices deste
grafo. Uma arvore € um grafo conexo e aciclico (sem ciclos). Esta também € uma importante classe
de grafos, com aplica¢cdes em constru¢des de rodovias, instalacdes de redes em geral, dente outras.
Também é comum quando se deseja verificar a validade de certos resultados para grafos, demonstrar
inicialmente o resultado para drvores. Existem muitos resultados tedricos “cldssicos” de propriedades e
caracterizacao de grafos nas classes elencadas acima, entretanto omitiremos a maioria destes resultados

por ndo se relacionarem diretamente com o assunto principal deste texto.

2 Grafos Planares

Um grafo € dito planar se admitir uma representacdo grafica no plano, sem que suas arestas se
cruzem. No estudo de grafos planares, podemos nos restringir aos grafos simples. Um exemplo de

grafo planar é o grafo K, que pode ser desenhado em um plano sem que suas arestas se cruzem,
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conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1: O grafo K, e sua representacdo planar.

Todavia afirmar o que um grafo € planar, muitas vezes nio € uma tarefa trivial. Para isso existem
varios teoremas importantes relacionados a grafos planares. Enunciaremos alguns destes resultados
cléssicos, sem demostrd-los. Existem dois grafos ndo planares que sdo muito importantes no estudo de

planaridade: o K5 (completo sobre cinco vértices) e o K3 3 (bipartido completo).
Teorema 2.1. Os grafos K5 e K3 3 ndo sdo planares.

A demonstragdo “classica” pode ser encontrada em [].

Toda representacdo planar de um grafo planar divide o plano em regides, chamadas faces, sendo
uma destas faces ilimitada (chamada face infinita). O nimero de faces de um grafo esta relacionado
com o ndmero de arestas e vértices do grafo através da férmula de Euler, cuja demonstracio pode ser

encontrada em [2]:

Teorema 2.2 (Férmula de Euler). Em um grafo planar conexo, o niimero de vértices (n), o niimero de

arestas (m) e o nimero de faces ( f) satisfazem a equacdon — m + f = 2.

O teorema anterior tem dois corolédrios importantes que podem ser uteis para se determinar a nao

planaridade de um grafo. As demosntracdes podem ser encontradas em [4].

Corolario 2.3. Se G ¢ um grafo simples, conexo e planar com m arestas e n > 3 vértices, entdo,
m < 3n — 6.

Observe que K5 tem 10 arestas e 5 vértices e, portanto, ndo satisfaz a relacao do coroldrio acima.

Corolario 2.4. Se GG é um grafo simples, conexo e planar com m arestas, n vértices e nenhum ciclo de

tamanho 3, entdo m < 2n — 4.

Observe que K3 3 tem 9 arestas e 6 vértices e, portanto, ndo satisfaz a relagdo do corolario acima.
Para se determinar se um grafo € planar, processos de reducao ou subdivisao (veja em [4] ou [1])
podem ser aplicados ao grafo original até se obter um grafo “mais simples” que ndo cumpra certas
condi¢Oes de planaridade. Um teorema importante sobre planaridade foi demonstrado pela primeira

vez pelo matemadtico polonés Kuratowski em 1930. A demostra¢do pode ser encontrada em [1].

Teorema 2.5 (Kuratowski). Um grafo G é planar se, e somente se, ndo contém um subgrafo que é uma

configuragdo do grafo Ks ou do grafo Kj 3.
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A verificacio do teorema de Kuratowski tem um alto preco computacional, pois é um problema
de complexidade N P — completo ou seja, € um tipo de problema computacional para o qual ndo se
conhece um algoritmo eficiente para encontrar a solucdo. Um problema NP-Completo tem um alto
preco computacional porque os tnicos algoritmos conhecidos para resolvé-lo exigem um tempo que
¢ uma func¢do exponencial do tamanho do problema. Na pratica, existem algoritmos eficientes para
verificar a planaridade de grafos de tamanho moderado, mas para grafos maiores, esses algoritmos
podem ser impraticdveis em termos de tempo de execu¢do e uso de memoria. O Teorema de Whitney
afirma que qualquer grafo planar pode ser construido a partir do grafo completo de quatro vértices K4

por meio de subdivisdes de arestas. Mais detalhes sobre este resultado podem ser encontrados em [!].

3 Coloracao de Grafos

Dado um grafo qualquer, realizar uma colora¢do do mesmo, significa atribuir rétulos a certos
elementos (faces, vértices ou arestas), os quais chamamos de “cores”. No caso de uma coloragdo de
vértices, dois vértices adjacentes ndo devem receber a mesma cor e desejamos utilizar uma quantidade
minima de cores, dita nimero cromatico do grafo (7, denotado por x(G). Uma k-coloracdo de um
grafo é uma coloragdo com k cores, isto é, uma fungdo ¢ : V(G) — {1,2,...,k} tal que vértices
adjacentes possuem imagens distintas. O grafo € dito k-cromético se admite uma k-coloracdo e k é

minimo. Vejamos alguns exemplos:
* o grafo nulo (£ = () é 1-cromatico;
* o gafo completo K, é (n — 1)-cromadtico;
* o ciclo C,, é 2-cromdtico para n par e 3-cromdtico para n {mpar.
* uma arvore com n > 2 vértices e um grafo bipartido com m > 1 arestas sdo 2-cromaticos;

Existem diversos teoremas importantes sobre coloracdo de vértices e nimero cromatico em grafos.

A seguir enunciaremos alguns deles. As demonstracdes podem ser encontradas em [3].
Teorema 3.1. Um grafo é 2-cromdtico se, e somente se ele é bipartido.

Teorema 3.2. Se A é grau mdximo dos vértices de G entdo o niimero cromdtico de G é menor ou

igual a A + 1.

Teorema 3.3 (Teorema (Brooks, 1941)). Seja G uma grafo simples, conexo, G # K,. Se A é grau

mdximo dos vértices de G entdo x(G) < A.

Observe que o resultado acima nem sempre fornece uma “limitac¢ao razodvel”, visto que aplicado
ao grafo bipartido completo K ,, obtém-se x < n e sabemos que y = 2 para esta classe de grafos.
O teorema seguir € um dos mais famosos resultados sobre coloracdo de vértices. Ele surgiu de

um dos mais famosos problemas em aberto (até 1976) da matematica: o problema das quatro cores.
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O problema foi posto em 1852 pelo matematico britanico Francis Guthrie, que se perguntou se seria
possivel colorir um mapa de forma que paises vizinhos tivessem cores diferentes usando no maximo
quatro cores. Embora sua hipdtese fosse verdadeira para muitos casos, ninguém conseguiu provar essa
conjectura por mais de um século. Kenneth Appel e Wolfgang Haken apresentaram uma prova em
1976, usando um algoritmo computacional que verificou todas as possiveis configuracdes de mapas
planares e provou que todo mapa planar pode ser colorido com no méximo quatro cores. Embora essa
prova tenha sido controversa devido ao uso de computadores, desde entdo foram apresentadas outras

provas independentes, algumas das quais mais elegantes e acessiveis do que a prova original.
Teorema 3.4 (Teorema das Quatro Cores). Seja G um grafo simples e planar. Entdo x(G) < 4.

O Teorema das Quatro Cores tem implicacdes importantes em vdrias areas, incluindo ciéncia
da computacdo, teoria dos jogos e planejamento de redes de comunicacdo. Além disso, € um dos
resultados mais conhecidos da teoria dos grafos e é frequentemente mencionado em livros didaticos de

matematica e popularizados em cultura popular.

4 Aplicacoes

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos em que os resultados sobre coloracdo de grafos
podem ser aplicados. Uma pergunta ébvia seria: mas e o algoritmo para colorir? Neste trabalho
apresentaremos apenas um algoritmo “guloso” de coloragd@o. O leitor interessado pode encontrar vdrias

referéncias que tratam do assunto. Seja G um grafo com n vértices.
1. Ordene os vértices de G em uma ordem ndo-crescente de graus.
2. FacgaS; =S, =---=5, =0.
3. Inclua v; em S;.
4. Paraj =2,...,n:

* Encontre um conjunto .Sj, tal que v; ndo seja a nenhum dos vértices em Sy, e k£ € o menor

indice possivel.

* Inclua v; em Sj.
Exemplo 4.1. Pode-se mostrar que o niimero cromdtico do mapa do Brasil é 4 (veja [1]).

Exemplo 4.2. A tabela abaixo mostra a alocacdo de alunos nos exames finais que eles devem realizar:
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10| 11 | 12 | 13| 14 | 15| 16
MATEM | X X X X
PORT X X X X
INGLES X | X X X
GEOG X | x X X X
HIST X X X X X
FIS X X X
QUIM X X | X X X
BIOL X X

Duas disciplinas s6 podem ter exames realizados simultaneamente se ndo houver alunos comuns.
Podemos construir um grafo com as disciplinas como vértices { M, P,1,G, H, F, Q, B} e dois vértices
serdo adjacentes se tiverem um aluno em comum. Assim, o problema é equivalente a obter uma

coloragdo minima. Os exames podem ser realizados em dois hordrios: um para {B, G, H, M } e outro
para {F, 1, P,Q}.

Exemplo 4.3. Vamos resolver o sudoku 4 x 4 a seguir, obtendo uma 4-coloragdo do grafo corres-
pondente. Enumeramos os vértices a partir de cada quadradinho do sudoku, de cima para baixo
e da esquerda para a direita. A partir da particdo em quatro cores S; = {1,8,10,15}, Sy =
{2,7,9,16}, S5 = {3,5,12,14}, S, = {4,6, 11, 13} preencheremos com o niimero 1 os quadradinhos

associados a cor verde, 2 para a cor cinza, 3 para a cor amarela e 4 para a cor vermelha.

o 8 s R @
Q Vg Q o}
] O fon QU ®
4 o o "o { 7o) 4
o o W@ °
3 Ne, | o Nt 7 S
2 Oy Q Oy o

Fonte: https://ri.ufs.br/bitstream/riufs/9211/2/DIOGENES_SANTANA_VASCONCELOS.pdf

Com este trabalho percebemos o grande nimero de aplicacdes da teoria de grafos em diversas
areas, em particular teoria de coloracdo de grafos. Para trabalhos futuros, pretendemos estudar os

polindmios cromaticos e suas aplicacdes na determinacdo de nimeros crométicos em grafos.
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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo comparar o tempo computacional
Palavras-chave das linguagens Julia e C na solu¢do de um sistema linear associado a um
Problema de Valor de Contorno (PVC). Para isso, foram implementados
programas nas duas linguagens utilizando o Método das Diferencas Finitas
Linguagem C. (MDF). Os resultados obtidos demonstraram que a linguagem Julia se com-
Linguagem Julia. _ para em velocidade as linguagens de baixo nivel, sendo capaz de ser mais
Meétodo das diferencas finitas. L. .4
e - rdpida que C em alguns casos. Esses resultados aparentam indicar que a
Problemas de valor de contorno linear. . ~ > . ~ .
implementacdo de c6digos, usando a linguagem de programagao Julia, para
resolucao numérica de modelos matematicos cujo processo de obtencdo das
solucgdes exija alta demanda computacional, seja um procedimento indicado
para obtengdo de solugdes numéricas dos referidos .

1 Introducao

Ao estudar fisica, engenharia e areas afim, depara-se com fendmenos fisicos modelados por
equacoes diferenciais. Sdo exemplos: escoamento de fluidos; transferéncia de calor em uma barra;
queda de um objeto; deflexdao de vigas, etc. Estas equagdes diferenciais podem ser ordindrias ou
parciais. No caso de equagdes diferenciais ordindrias, a funcdo incdgnita € uma funcdo que depende de
uma unica varidvel independente. Um caso particular dessas equacdes sdo os chamados Problemas de

Valor de Contorno modelados por equacdes diferenciais ordindrias (EDO) de segunda ordem, com
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2 LINGUAGEM JULIA

algum tipo de informac@o nos extremos do dominio de solucéo ([a, b]) denominadas condigdes de

contorno. O PVC linear modelado a ser trabalho no presente trabalho € dado por

d*u

%:f(x), a<xz<b (1)
u(a) = v, (2)
u(b) = vy 3)

onde f é uma funcdo conhecida, sendo v, e v, constantes. A EDO acima € linear. A determinacgao
da solugao analitica de um PVC € simples desde que seja possivel integrar analiticamente a fungdo
f(x). Porém, a maioria das equagdes encontradas nos problemas praticos nao possui solucao analitica,
sendo necessdrio entdo o uso de métodos numéricos para a solucdo das mesmas.

O objetivo do presente estudo € verificar a viabilidade do uso da linguagem de programacado
Julia como uma linguagem cientifica para a implementagdo computacional de c6digos para resolucao
numérica para Problemas de Valor de Contorno lineares. Para fins de comparacao, um cédigo foi
implementado nas linguagens Julia e C para resolver numericamente, via Método de Diferencas Finitas,
o referido PVC. Os resultados obtidos foram analisados e comparados em termos de eficiéncia e

facilidade de implementacdo computacional.

2 Linguagem Julia

Julia € uma linguagem de programacao dinamica de alto nivel, lancada em 2012, que se destaca por
ser projetada especificamente para computacao cientifica e numérica. A linguagem foi desenvolvida
por um grupo de pesquisadores do MIT, com a intencao de criar uma linguagem que pudesse ser tao
facil de usar quanto o Matlab ou Python, porém tao rapida quanto o C ou Fortran.

A linguagem de programagao Julia tem como inspiragdo vdrias outras linguagens, como Python,
Matlab, R, Lua e Lisp. Ela adota a sintaxe do Python e o conceito de pacotes (médulos) do R. Além
disso, a linguagem possui recursos avangados como manipulac¢do de dados em larga escala, compilagao
just-in-time (JIT), computacdo paralela e distribuida, que a tornam adequada para aplicacdes cientificas
complexas.

A grande vantagem da Julia € sua eficiéncia, que é comparavel a de linguagens de programacao de
baixo nivel, como C ou Fortran, mas com uma sintaxe muito mais simples e intuitiva. No entanto, a
Julia ainda € uma linguagem relativamente nova e, portanto, pode ter limitagdes em relag@o a outras

linguagens ja validadas, testadas e com maior tempo de uso, como Python ou R.
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4 METODO DE DIFERENCAS FINITAS

3 Linguagem C

A linguagem C foi criada em 1972, por Dennis M. Ritchie, e se tornou uma das linguagens de
programacdo mais populares e influentes na histéria da computacdo. Ela foi projetada para permitir
que os programadores escrevam programas eficientes e que possam ser executados em uma ampla
variedade de sistemas operacionais e arquiteturas de hardware.

Uma das principais vantagens da linguagem C ¢é sua velocidade e eficiéncia, permitindo que os
programadores escrevam programas que executam rapidamente e usem recursos do sistema de forma
eficiente. No entanto, aprender a linguagem C pode ser desafiador no inicio e isso pode afastar o aluno

ou aluna do mundo da programacao.

4 Meétodo de Diferencas Finitas

A ideia geral do Método de Diferencas Finitas € a discretizagdo do dominio e a substituicao das
derivadas presentes na equacao diferencial por aproximacdes denominadas diferencas finitas.

A discretizacdo do dominio consiste na escolha de pontos do intervalo [a,b] onde se deseja
aproximar a solu¢do. Podemos, por exemplo, dividir o intervalo em um ntimero finito de subintervalos
de tamanhos diferentes e escolher pontos em cada um desses intervalos. No caso de considerar-se
subintervalos do mesmo tamanho e os pontos como sendo os extremos desses subintervalos, o conjunto
de pontos definidos € denominado de malha homogénea (pontos igualmente espagcados).

A figura abaixo representa uma malha homogénea dividida em n partes e com espagamento h.

Observe que os x, representam os valores numéricos do dominio discretizado.

Figura 1: Malha Homogénea ou Regular

O segundo passo € a discretiza¢do da equag@o que consiste em substituir as derivadas presentes na
equacao por aproximagdes dadas por diferencas finitas, obtidas através da expansio em série de Taylor
da fungao incognita. Para nosso caso, a derivada de segunda ordem foi aproximada pela seguinte
diferenca centrada de segunda ordem:

dPu; Uiy — 2w+ Uiy

i 2 + O(h?) 4)
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4.1 MDF Aplicado a PVC Lineares 5 METODOLOGIA

4.1 MDF Aplicado a PVC Lineares

Para a resolucdo do problema dado em (1-3), o primeiro passo € a discretizacao do intervalo, para

isso dividi-se o intervalo em n partes iguais, com espagamento dado por:

_b—a

h )

n
obtendo assim, uma malha com n 4 1 pontos. Cada um desses pontos € obtido pela expressao
r;=a+ith,comi=0,...,n.

Para a discretizacdo da equagdo (1), utilizou-se as férmulas de diferengas centrais para aproximar a

primeira e segunda derivada de u.

Uip1 — 2U; + Uiy
12

= f(xl) (6)

Colocando em evidéncia os valores de u;_1, u; € ;11 obtém-se:
2
Uiy — 2u; + Uipr = b f (), (7
com ug = Vg € Uy = Vp.

Desenvolvendo a equacao (7) em cada ponto u;, do dominio discretizado e utilizando u, € u,,

como acima, obtem-se o seguinte sistema linear tridiagonal da forma Az = b

2 1 0 0 0 0 w [ 2 f(2) — ug
-2 1 0 0 0 Ug R f(x2)
0 -2 1 0 0 us3 h?f(z3)
A=l0 0 1 =2 1 -« 0|, z2=|w| e b=| Rf(x) 8)
1 -2 1 Up—o h2f(x,_2)
o --- 1 =2 Up—1 h2f(2n-1) — up

S Metodologia

O método utilizado para avaliac@o neste trabalho foi a implementa¢cao de um programa utilizando
as ferramentas mais basicas de ambas as linguagens, C e Julia, em um computador com processador
Intel(R) Core(TM) 15-8250U CPU @ 1.60GHz, que conta com 4 nticleos e 8 processadores 16gicos,
além de uma memoria RAM de 8 GB. O sistema operacional utilizado foi o Microsoft Windows 11
Pro. Ambas implementavam o método de Gauss-Seidel para resolver o sistema linear Ax = b. Os
resultados foram enviados para um arquivo para visualizar as aproximacdes obtidas por ambos c6digos.

Além disso, foi medido o tempo de execucdo do programa em ambas as linguagens. No contexto dos
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6 CONCLUSAO

problemas que serdo apresentados e, refere-se ao erro relativo méximo e er do residuo.

Trés Problemas de Valor de Contorno do tipo (1)-(3) foram resolvidas:
* Problema 1: f(z) = 0 com solugdo exata do dada por u(x) = 2z + 3 para —1 < z < 1.
* Problema 2: f(z) = —4n%sen(2mx) com solugdo analitica u(z) = sen(2nx) para —1 < z < 1.

 Problema 3: f(x) = (—4n?sen(2nz) + 4wcos(2mz) + sen(27wx))e” com solugdo da EDO
u(x) = sen(2rx)e” + x para0 < z < 2.

Nos trés problemas, dividimos o intervalo em N = 1000 partes iguais. O nimero méaximo de
iteragdes foi definido como 100.000, com um valor de erro maximo de le® (= 10~%) e uma tolerancia
de erro relativo de 1le™® (= 1077).

Nas tabelas 1 a 3 aparecem os nimeros de iteragdes do método de Gauss-Seidel realizadas pelos
cddigos (coluna 2), erros relativos atingidos (coluna 3), erros dos residuos obtidos (coluna 4) e tempos

computacionais gastos (coluna 5), para os problemas 1, 2 e 3, respectivamente.

Linguagem | Numero de Iteragcdes €r €R Tempo(seg)
Julia 100.000 2,843035e-6 | 1,419065¢-5 2,050
,C 100.000 1,419065¢e-5 | 1,419065¢-5 5,228

Tabela 1: Tabela de resultados do Problema 1

Linguagem | Nuimero de Iteragcdes €r €R Tempo(seg)
Julia 66.962 9,999738e-9 | 1,000490e-8 2,262
C 66.968 9,999412e-9 | 9,999413e-9 11,706

Tabela 2: Tabela de resultados do Problema 2

Linguagem | Ndmero de Iteragcdes €y €R Tempo(seg)
Julia 100.000 9,740593e-7 | 4,303828e-6 8,582
C 100.000 4,303828e-6 | 4,303828¢-6 53,280

Tabela 3: Tabela de resultados do Problema 3

Na Figura 2 mostram-se as aproximagdes obtidas por ambos c6digos. Ambos resultados estdao

préximos entre eles e da solugdo exata.

6 Conclusao

Em suma, a implementacdo do método de Diferencas Finitas para resolver um Problema de Valor
de Contorno linear em ambas as linguagens, C e Julia, mostrou-se eficiente e produziu resultados
consistentes. A comparacdo dos tempos de execugdo entre as duas linguagens revelou que a implemen-

tacdo em Julia foi mais rdpida do que em C. Além disso, a facilidade de implementagcdo em Julia foi
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Figura 2: Solugdes aproximadas, usando Julia e C, e solug@o exata do Problema 3

destacada pela sua sintaxe clara e concisa, facilitando o desenvolvimento do programa. No entanto, os
resultados também mostraram que a margem de erro em ambas as linguagens era similar. Portanto,
dependendo do contexto e dos objetivos do projeto, a escolha da linguagem pode variar, mas, sim Julia

tem um alto potencial como uma linguagem cientifica.
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Resumo
Pal -ch . ~ c
alavras-chave Neste trabalho faremos uma breve introducdo ao método SIMPLEX para
a resolugdo de certos problemas de programacao linear. Inicialmente uma
Programacio linear. pequena inFrodugéo é .fei.ta: definimos e apresentamos a forma padrdo d.e um
SIMPLEX. problema linear de otimizagdo e exemplificamos como problemas mais ge-
Otimizagao. rais podem ser colocados na forma padrdo. Em seguida, o método SIMPLEX

na forma de tableau é apresentado a partir de um exemplo. As principais

referéncias para a teoria e exemplos neste trabalho foram [1],[2] e [3].
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1 Introducao

Um problema de otimizag¢ao linear trata-se de um conjunto de fun¢des lineares, sendo uma delas
a funcao objetivo que desejamos maximizar/minimizar e as demais s@o as restrigdes, que podem
ser de igualdade ou desigualdades. Ou seja, problemas de otimizacdo linear necessitam de uma
funcio principal, que em problemas cotidianos poderia ser, por exemplo, uma funcio que relaciona o
ganho com uma certa quantidade de produtos, e as restricdes representariam a quantidade maxima
de matéria prima ou horas de trabalho a serem gastas. Assim, nesse exemplo, a0 maximizar o ganho,
deve-se levar em consideracdo o total de material disponivel ou a carga horéria. A programacao linear
consiste em um método de otimiza¢do matemadtica, que envolve problemas lineares de maximizac¢ao ou
minimizagdo. As questdes de otimizagao linear envolvem elementos como as variaveis de decisao, as
quais representam quantidades que precisam ser determinadas, e as restri¢coes que limitam a quantidade

de recursos disponiveis.

Exemplo 1.1. Uma empresa fabrica dois tipos de produto X, e X5. O produto X, leva 1 hora para
ser produzido, possui uma pintura especial que leva 2 horas para ser feita e é vendido por R$300,00,
enquanto o produto X5 leva 2 horas para ser produzido, possui uma pintura especial que leva 1
hora para ser feita e é vendido por R$200,00. Em uma semana, a empresa desfruta de 100 horas de
producado e 90 horas para pintura especial. Desejamos determinar as quantidades dos produtos X, e
Xy a serem produzidas de modo que o lucro seja o maior possivel dentro das restricdes impostas.

O problema pode ser modelado matematicamente da seguinte maneira:

maximize z = 300x; + 200z4
restricoes 11+ 2x5 < 100
2%1 + X2 < 90

L1, T2 2 0

Dessa forma, a funcdo z é um exemplo de funcdo objetivo, enquanto as demais inequacoes
representam as restricoes para o problema. As varidveis x1,xy que correspondem as quantidades dos

produtos X1 e X5 a serem produzidas, respectivamente, sdo as varidveis de decisdo.

2 Forma Padrao

Os problemas de programacao linear podem ser colocados em uma forma padrao antes de serem

resolvidos. Um problema estd na forma padrdo se os seguintes critérios sdo satisfeitos:

* a fungdo objetivo deve ser maximizada; * as varidveis devem ser nao negativas;
* as restricoes devem ser igualdades; * as restricdes devem ser ndo negativas.
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A forma padrao do problema ¢ apresentada da seguinte forma:

max c'x
restricoes Axr =b (1)
x>0

Entretanto, caso um problema nio esteja em sua forma padrao hé alguns passos simples que podem

ser efetuados para se obter tais condi¢des necessarias:

* Se nas restrigdes Ax = b ocorrer algum linha onde o coeficiente b; € negativo, multiplica-se esta

linha por —1.

» Ha situacdes, como os exemplo 1.1 e 1.2, em que as restri¢des estdo na forma de desigualdade,
Neste caso é necessario adicionar certas varidveis chamadas de variaveis de folga (ou excesso)

que transformam uma restricao de desigualdade em uma restricao equivalente de igualdade.

Exemplo 2.1.
maximize X9 + 229
restricoes 4xq, + 2z < 10
T, + 3xy > 18

1,72 >0

Adicionam-se varidveis de folga y;’s, ndo negativas, caso a restri¢ao seja do tipo “<” e subtraem-

se as varidveis de excesso z;’s, ndo negativas, caso a restri¢ao seja do tipo “>"":

maximize 1+ 229
restricoes 4xy + 2x9 + y1 = 10
T1+3x9 — 20 = 18

T1,T2,Y1,22 Z 0

* Se o problema tiver uma ou mais varidveis que ndo precisam ser necessariamente nao negativas,
isto €, se ndo houver a restricdo z; > 0, Vi, entdo t€m-se varidveis livres. Para tornar essa
varidvel ndo negativa, uma opg¢do é escrevé-la na forma de diferenga de outras duas varidveis

nao negativas:

Ty = U; — Uy, ondeuiZOeviZO.

Exemplo 2.2.
minimize 1 + 29 + 3x3
restricoes 4xy + 2x9 + x3 = 10
r1 + 3x9 + bxy =18
To,x3 > 0
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Substituindo x; por u; — vy, obtém-se:

minimize Uy — vV + 215 + 313
restricoes 4uy — 4vy + 219 + 23 = 10
Uy — v + 3x2 + 53 = 18

Uy, vy, T, 23 > 0

Outra opg¢do para tornar a varidvel ndo negativa € tird-la do problema, a isolando-a em uma das
equacoes e colocando a varidvel em funcao das demais, assim, excluir a equagdo isolada do
problema e substituir o seu valor nas outras. Isolando-se x; na segunda restri¢do do exemplo 2.2

tem-se r1 = 18 — 3x5 — bx3. Substituindo-se essa igualdade na funcao objetivo, obtem-se:

minimize 18 — x9 — 23
restricoes 10xq + 1923 = 62

T2, T3 > 0.

Ap6s a solucdo do problema ter sido encontrada para x5 e x3, basta substituir os valores na

expressdo para x; determinando-se o seu valor.

3 O Método SIMPLEX

O método SIMPLEX, desenvolvido por George Dantzig em 1947, € um procedimento iterativo que
utiliza-se de uma solucdo bésica vidvel e, a partir dela, realiza-se repetidas operagdes em busca de uma
solucdo 6tima para um problema de programacao linear.

Como todo problema de minimizagdo pode ser transformado em um problema de maximizagao,
vamos apresentar o0 método SIMPLEX para problemas de maximizagdo. Para isto, apresentaremos o

método a partir de um exemplo. Considere o seguinte problema (na forma padrao):

Exemplo 3.1.

maximize 2z = dx1 + 279
restricoes 1+ F =3
To + FQ =4

xrq + 2272 + F3 =9
Ty, 2o, I, Fo, F3 >0

onde 1 e x5 varidveis de decisdo e F1, Fy e F3 varidveis de folga.

Observe que o sistema linear Ax = b, dado pelas equagdes das restrigdes, tem 5 varidveis e 3
equacoes e, portanto, tem infinitas solu¢des. Queremos encontrar aquela que maximiza a funcgao z.
Uma solugdo bésica vidvel “6bvia” consiste em zerar as varidveis z1, xo (varidveis nio bdsicas) e

assim as varidveis de folga assumem seus valores maximos e nio nulos (varidveis basicas), ou seja
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(Fy, Fy, F3) = (3,4,9), mas z = 0 com certeza ndo deve ser a solugdo 6tima! A partir da escolha da
solugdo bdsica vidvel, escrevemos a funcdo objetivo em termos das varidveis ndo bdasicas (z ja estd em
fungdo de x; e x3). Se pelo menos uma delas tem coeficiente positivo (problemas de maximizagao)
entdo a solucdo ndo é 6tima! Se a solucdo bdsica proposta ndo for 6tima, € necessario selecionar uma
das varidveis ndo bdsicas (varidveis de decisdo) para entrar na base, a qual serd aquela que, dentro
da funcao objetivo, apresente o maior coeficiente positivo. Apos a escolha da varidvel que entra na
base, verificar qual das varidveis de folga deve sair da base. No exemplo, z; entra na base e deve
assumir o maior valor possivel, sem que as varidveis basica fiquem negativas. Portanto, obtém-se
r1 =3exy =0. Ainda, F; =3 —2; = 3 — 3 = 0 e assim, F} sai da base. A nova solucdo bdsica serd
(x1, F5, F3) = (3,4, 6). E continuamos o processo até que nenhuma das varidveis ndo bésicas possua
coeficiente positivo. Uma maneira mais “econdmica” de apresentar o método SIMPLEX ¢ através do
“tableau”, que consiste de uma tabela com os coeficientes de todas as varidveis do problema. No nosso

exemplo, inciamos com:

base | xr1 xo Fy Fy F3 | termos independentes
z S5 2 0 0 O 0
F 1 0 1 0 O 3
FE 10 1 0 1 O 4
F; 1 2 0 0 1 9

Tabela 1: Tableau para o exemplo 3.1

Observe que escrevemos z — bz — 2x9 + 0F; + 0F, 4 0F3 = 0 para a fung@o objetivo ( teremos
solucdo 6tima se todos os coeficientes para a equagdo de z forem ndo negativos), € comecamos com
a solucdo bdsica viavel (F, Iy, F3) = (3,4,9). Ao analisarmos se a solucdo que foi proposta é
uma solugao 6tima, percebemos que nem todos os coeficientes da equagao para z sdo nao-negativos.
Portanto uma solu¢do 6tima ainda ndo foi encontrada.

O coeficiente de maior valor absoluto € -5, o qual estd associado a varidvel z;. Portanto a coluna
da varidvel z; € a coluna pivd (7, entra na base). Em seguida, identifica-se a varidvel que sai da base:
aquela cuja a divisdo dos termos independentes pela sua correspondente na coluna pivd possua 0 menor

valor( apenas divisoes finitas e ndo negativas devem ser consideradas). Nesse caso, tem-se:

F = § =3; F,= % =indeterminado (desconsiderar); F3 = % =0.

Portanto, a varidvel Fj deixard a base. Realiza-se o processo de pivoteamento (linha e coluna de
x1), resultando na tabela 2.

Como ainda restam coeficientes negativos na linha da fun¢do objetivo, a andlise € feita novamente
(zo entra e F3 sai da base) e todo o processo de pivoteamento (linha e coluna de x5) € repetido,
resultando na tabela 3.

Obtendo, desse modo, a solu¢do 6tima com valores das varidveis:

Il:S,ZEQ:S,FIZO,FQZLF?,:O,Z:Q]_
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r1 x9 Fy Fy, F3 | termos independentes
Z|0 -2 5 0 O 15
x| 1 0 1 0 O 3
FE10 1 0 1 0 4
F10 2 -1 0 1 6

Tabela 2: Tableau para o exemplo 3.1 apds x; entrar na base.

Fy, I, F5 | termos independentes

Tr1 T2
Z |0 O 4 0 1 21
x| 1 0 1 0 0 3
K10 0 12 1 -172 1
x| 0 1 -12 0 172 3

Tabela 3: Tableau para o exemplo 3.1, apés x5 entrar na base.

4 Conclusao

O método simplex provou-se como um procedimento muito eficiente para a resolucao de muitos
problemas de programacao linear. Sua estruturacio na forma de tableau € facil de ser implementada
e executada. A partir do estudo de casos mais simples, iremos ampliar nosso estudo para casos
particulares: empate na escolha de varidveis que entram ou saem da base, problemas com multiplas

solugdes, solucdo ilimitada, e o dual-simplex. Desejamos ainda implementar o método e resolver

alguns problemas aplicados.
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Resumo

Palavras-chave

O presente trabalho explora a aplicacdo da Algebra Linear na cinemdtica

Robética direta, cinemdtica inversa e robdtica movel. Apresentaremos um exemplo
Algebra Linear pratico de como a Algebra Linear é usada para resolver problemas em
Matrizes de rotagdo robdtica e destacando a importancia da matemadtica nesse campo.
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1 Introducao

A Algebra Linear € uma ferramenta essencial na robdtica moderna, permitindo o controle de
bragos robdticos e outras aplicacdes diversas, como manufatura, automacgao e exploragdo espacial. Um
exemplo importante do uso de matrizes nesse caso sdo as matrizes de rotagdo, amplamente utilizadas
para controlar a posi¢do e orienta¢do de bragos robéticos. Neste resumo, caracterizaremos as matrizes

de rotagdo e as aplicaremos no controle desses mecanismos.

2 Transformacoes ortogonais

Definicio 2.1. (a) Considere M (m,n) o espagco das matrizes reais com m linhas e n colunas. Uma
matriz A € M(m,n) é ortogonal se A'A = I,,, onde I,, denota a matriz identidade de ordem n.

(b) Sejam V' e W espagos vetoriais reais de dimensdo finita munidos de produto interno. Uma
transformagdo linear T : V. — W é dita ortogonal quando (T (u),T(v)) = (u,v), para todo
u, v e V.

Observe que a igualdade A'A = I, significa que as colunas das matriz A formam um conjunto
de m vetores ortonormais em R". Além disso, no caso das matrizes quadradas ortogonais, temos que
A=At

As transformagdes ortogonais possuem diversas propriedades geométricas interessantes, muitas

das quais estdo contidas no seguinte resultado.

Teorema 2.2. Seja T’ : V. — W uma transformacdo linear entre espagos vetoriais reais de dimensdo

finita providos de produto interno. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

a. T é transformacdo linear ortogonal;

T(w)l = llu

b. T preserva norma, isto é, , para todou € V;

T(u) =T = llu—v

c. 'T' preserva distdncia, isto é, , para todo u,v € V;

d. A matriz da transformagdo T' relativa a qualquer par de bases ortonormais de Ve W é uma

matriz ortogonal;
e. A transformagdo T transforma conjuntos ortonormais de V' em conjuntos ortonormais de W'.
Demonstragdo. Veja [2], Teorema 14.1, pag. 184. |

No presente estudo, trabalharemos apenas com as matrizes quadradas ortogonais. O préximo

exemplo caracteriza todas as matrizes quadradas de ordem 2.

Exemplo 2.3. Seja
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A:ab
c d

uma matriz ortogonal 2 x 2. Seja u; = (a,c) € R? um vetor unitdrio de R?, logo existe 6 € R tal
que a = cost, ¢ = senf. Temos que uy = (b,d) é um vetor unitdrio perpendicular a uy, assim:

ug = +(—sen b, cos ). Logo, existem duas possibilidades para a matriz A:

cosf@ —senf cosf send
A= ou A=
senf cosf senf) —cosf

No primeiro caso, observe que o polinémio caracteristico de A é dado por p(\) = \? — (2 cos O) A+
1, 0 qual ndo possui raizes reais salvo se 6 = 0° ou = 180°, ou seja, A = +15. Além disso, no caso no
qual a matriz ndo possui autovalores reais, ela representa a rotagcdo de um dngulo 6.

Para o segundo caso, temos p(\) = \? — 1 que possui raizes 1. Entdo, dado o operador
T : R? — R? cuja matriz na base candnica é A, temos que T admite autovetores vy, vy com
T(v1) = vy e T(ve) = —vy. Nesse caso, a matriz A representa uma reflexdo em torno do eixo que

contém vy, paralelamente a vs.

De forma geral, os operadores ortogonais podem ser caracterizados da seguinte forma.

Teorema 2.4. Seja A : E — E um operador ortogonal num espago vetorial de dimensdo finita

munido de produto interno. Existe uma base ortogonal de E relativamente a qual a matriz A tem a

forma:
. .
1
—1
—1
Ccos ®] —sen o
sen i COS X1
oS o —Ssen oy
sen o  COS o |
Figura 1: Fonte [”] pag. 189
Demonstracdo. Veja [2], Teorema 14.3, pag. 189. [

3 Exemplo aplicado

Usando como base para o estudo, usaremos um exemplo retirado do artigo [!]. Seguindo nesse

exemplo, entenderemos mais sobre as transformacdes lineares empregadas no controle de um braco
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robético, o qual rotaciona em torno do préprio eixo z.
Para tanto, € essencial definir alguns tipos de junta, tais como a junta prismdtica ou linear, respon-
savel por movimentos em linha reta, e a junta rotacional, que realiza movimentos circulares em torno

do seu préprio eixo.

3.1 Rotacdo em R3

As rotagdes de um angulo 6 em R? podem ser descritas pelas matrizes:

cosf) —senf 0 cosf) 0 —senf 1 0 0
R, = |senf cosf 0|, R,=1| 0 1 0 |, R.= |0 cosf —senf
0 0 1 senf 0 cosf 0 senf cosf

Denotaremos por Ry; a rotagdo do sistema ( para o sistema 1. logo, a posi¢ao de um determinado

ponto py relativo ao referencial 1 € dada por:

Ro1 - po = p1.

A rotagdo inversa do sistema 1 para o sistema O pode ser obtida por: py = (Ro;)" - p1. Agora
se o referencial sofrer uma sequéncia finita de rotacdes, essa sequéncia pode ser representada por:
R01 . ng . Rn,n—l-

3.2 Translacao

A translacdo de um ponto por uma dada distancia é definida por

xT x dacO
y| +Dou= |y| + dyo
z z dzO

Define-se a matriz homogénea de ordem 4 da seguinte forma:

TOl =

RUl DOl
0o 11’

sendo Dy, a matriz de translacdo e [?y; a matriz de rotacdo. Note que a linha inferior da matriz nao

oferece nenhuma informacao, ja que nao foram consideradas perspectiva e escala.

3.3 Controle do braco robético

Considere o problema de descrever o movimento de um brago robético cuja base gira em torno

do eixo z. A distancia do referencial fixo O para o referencial 1 € de uma unidade ao longo do eixo z.
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Podemos descrever o movimento da garra através de uma funcdo com parametro nas coordenadas das

juntas ¢, ou seja,

u= f(q)

, onde
*  vetor que permite descrever a posicdo da garra;

do
* g= |q |, vetordas varidveis das juntas, sendo ¢; = ; para uma junta rotativa e ¢; = d; para

a2
uma junta prismatica.

Figura 2: Fonte [ 1]

A matriz rotagdo do referencial fixo 0 para o referencial 1 € dada por:

cos(qy) —sen(qy) O
Ro1 = |[sen(qy) cos(q) O
0 0 1

Obtém-se, assim, a matriz transformacdo homogénea do referencial fixo O para o referencial 1:

cos(qyp) —sen(gy) 0 0O
sen (go) cos(q) 0 0
T =
0 0 11
0 0 01

Quanto a transformacao do referencial 1 para o referencial 2, ndo se verifica rotacdo (€ uma junta
prismatica), ocorrendo uma translag¢do de 0, 5 + ¢; ao longo do eixo y do referencial 1. Deste modo, a

matriz transformacao é dada por:

1 00 0
010 0,54+q
Ty =
0 01 1
0 00 1
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A ultima transformacao (do referencial 2 para o referencial da garra) obtém-se da translagdo ao

longo do eixo z:

100 0
neo 010 0
00 1 —0,2—q
00 0 1

Assim, a transformacao do referencial fixo O para o referencial da garra F' obtém-se através da

composi¢ao das transformagdes anteriormente enunciadas, isto é:

sen (o) cos(qo) O cos(qo)(0,5+ q1)
0 0 1 ]., 8 — q2
0 0 0 1

TOF = T01T12T2F =

Assim, € possivel calcular a posicdo de qualquer ponto da garra relativamente ao referencial fixo 0.

Por exemplo, tomando py = (0,0,0,1) e ¢ = (7/3,0.3,0.4), temos que

—0.693
0.4
1.4

1

Torp - po =
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Resumo

O Pequeno Teorema de Fermat diz que se p € primo, entdo bP é congruente
a b médulo p onde b € um inteiro, o que acontece na verdade é que existem
nimeros compostos que também satisfazem essa condicdo, a esses nimeros
damos o nome de pseudoprimos com base b. Existem também os nimeros de
Carmichael que sdo pseudoprimos para varias bases diferentes. No decorrer

Palavras-chave

Pseudoprimos. do resumo sdo mostrados as caracteristicas desses nimeros e diferentes
Nimeros de Carmichael. testes de primalidade que foram sendo desenvolvidos com o tempo para
Teste de Miller. testar se n é composto ou se provavelmente é primo, visto que existem

nimeros compostos (pseudoprimos) que passam nos testes para certas bases.
O estudo dos niimeros primos e pseudoprimos € de suma importancia para
algoritmos criptograficos como a criptografia RSA, principalmente o Teste
de Miller, que até nos dias atuais, acerta a primalidade de nimeros com
relativa eficiéncia.
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1 Introducao

O estudo de nimeros primos € uma drea fascinante da matematica, suas caracteristicas tinicas e
distribuic@o bastante complexa, desde a antiguidade, foram motivos de estudo para matematicos ao
longo da historia. Pierre de Fermat em especial, bastante conhecido pelo "Ultimo Teorema de Fermat",

desenvolveu um teste de primalidade que ficou conhecido como Pequeno Teorema de Fermat.

Teorema 1.1 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um niimero primo e a um niimero inteiro, entdo
a? = a(mod p)

Por meio deste teste sabemos que se p € primo € a € um inteiro qualquer, entdo a condi¢do do
teorema sempre serd satisfeita. O problema acarretado de usar esse teorema como teste de primalidade
€ que existem nimeros compostos que também satisfazem essas condigdes, tais niimeros sdo chamados

pseudoprimos, € sao o tema desse resumo.

2 Pseudoprimos

2.1 Teste de Leibniz

Existem resultados interessantes derivados do Pequeno Teorema de Fermat (1.1) que ajudam na
deteccao de nimeros compostos e primos, um exemplo disso € usarmos a contrapositiva do teorema.
Se por acaso encontramos algum « tal que a™ # a(mod n), entdo n é composto, ja que essa inequagdo
viola o Pequeno Teorema de Fermat. Na verdade, € possivel polir esse teste com algumas consideragdes
adicionais.

Como no teste estd sendo usado congruéncias modulo n, e qualquer inteiro € congruente a um
inteiro no intervalo de 0 a n — 1, e os ndmeros 0, 1 e n — 1 sempre satisfazem a equagdo do Teorema
(1.1), podemos limitar as bases a no intervalo 1 < a < n — 1. J4 que sabemos agora que a é
necessariamente menor que n, € possivel usar uma variante do Pequeno Teorema de Fermat para os

casos de n ndo dividir a.

Teorema 2.1 (Pequeno Teorema de Fermat II). Seja p um niimero primo e a um niimero inteiro que
ndo é divisivel por p, entdo
a’~' = 1(mod p)

Isso significa que, se encontrarmos algum a no intervalo 1 < a < n — 1, tal que a" ! # a(mod n),
entdo n é composto.
O Teste de Leibniz consiste no inverso deste teste para nimeros primos, ou seja, s€ um nimero

fmpar n satisfaz o Teorema (2.1), para algum a no intervalo 1 < a < n — 1 entdo n € primo.
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Exemplo 2.2. Vamos testar o niimero 17 na base 2.
21% = 65536 = 3885 - 17 + 1 = 1(mod 17)

Dessa forma, usando 2 como base, o Teste de Leibniz retorna 17 como possivel primo.

No entanto, existem alguns nimeros que ndo sao primos que passam no Teste de Leibniz usando 2
como base, um exemplo desses nimeros € o 341, onde 2340 = 1(mod 341), mesmo que 341 = 11 - 31
seja composto.

Quando um ndmero inteiro positivo, impar e composto n passa no Teste de Leibniz, dizemos que
ele é um pseudoprimo para abase 1 < b < n — 1 se atender as condi¢des do Teorema (2.1), isto é
b"~! = 1(mod n). Neste caso, 341 é um pseudoprimo para a base 2.

Para deixar o teste mais eficiente, podemos testar o mesmo nimero n para vdrias bases diferentes.
Se colocarmos o nimero 341 novamente no Teste de Leibniz agora com base 3 teremos que 3340 =
56(mod 341).

Dessa forma, usando 3 como base, o Teste de Leibniz retorna 341 como composto. Neste caso,
dizemos que 3 € uma testemunha de que 341 € composto.

Aumentar a quantidade de bases testadas € uma boa forma de aumentar a eficiéncia do Teste de
Leibniz, contudo, existem nimeros que sdo pseudoprimos para todas as bases coprimas a n, esses

nameros sdo conhecidos como niimeros de Carmichael.

2.2 Numeros de Carmichael

Um ntimero € de Carmichael se ele for um nimero composto impar n > 0 que satisfaz a equacao
do Pequeno Teorema de Fermat (1.1) para todas as bases b no intervalo 1 < b < n — 1. O menor
nimero dessa forma é o 561 e foi encontrado por Robert Daniel Carmichael em 1912.

Existem algumas formas de mostrar que 561 ¢ um nimero de Carmichael, a primeira delas € pela
definicdo dos nimeros de Carmichael, ou seja, mostrar para todo b no intervalo 1 < b < 560 que
b°5! = b(mod 561).

A segunda e mais simples forma de verificar que 561 ¢ um nimero de Carmichael é mostrando que
b>%1 = b(mod 561) que é equivalente a dizer que b°*! — b = 0(mod 561). Ou seja, mostrar que ! — b
é divisivel por 561. E possivel fatorar 561 da seguinte maneira 561 = 3 - 11 - 17. Como cada um dos

fatores de 561 sdo distintos entre si, podemos usar o seguinte lema que pode ser encontrado em [2]

Lema 2.3. Sejam a, b e c inteiros positivos e suponhamos que a e b sdo primos entre si.

1. Se b divide o produto ac entdo b divide c;

2. Se a e b dividem c entdo o produto ab divide c;

Isso significa que o produto destes primos (3, 11 e 17) divide 4°%*

de 561 divide b°5! — b.

— b, basta mostrar que cada fator
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Comecando pelo nimero 3, queremos mostrar que
b*! = b(mod 3)

Se por acaso 3 dividir b entdo a congruéncia serd verificada, digamos que 3 ndo divide b. De acordo
com o Teorema (2.1), b* = 1(mod 3) e como 561 = 2 - 280 + 1, entdo

b* = (*)* - b = b(mod 3)

Podemos repetir o processo para o 11, onde 561 = 10 - 56 + 1 e consequentemente para o 17, onde
561 =16 - 35 + 1. Logo
b = ('°)° . b = b(mod 11)

b = (b'%)% . b = b(mod 17)

b561

Como — b é divisivel por 3, 11 e por 17, entdo o nimero 561 € de Carmichael.

Duas caracteristicas desse nimero permitiram usar tanto a variante do Pequeno Teorema de

Fermat (2.1) quanto o lema de produto de primos (2.3).
1. O resto da divisdo de 561 por cada um de seus fatores menos um € igual a 1;
2. A multiplicidade de cada fator de 561 é 1;

Na verdade, Alwin Reinhold Korselt observou que existem infinitos nimeros de Carmichael e que

todos eles possuem essas mesmas duas caracteristicas que o nimero 561 obedece.

2.3 Teorema de Korselt

O resultado obtido por Korselt mencionado anteriormente pode ser enunciado no seguinte Teorema

Teorema 2.4 (Teorema de Korselt). Um inteiro positivo impar n é um niimero de Carmichael se, e

somente se, cada fator primo p de n satisfaz as duas condigcoes seguintes:
1. p? ndo divide n;
2. p—1ldividen — 1;

E possivel mostrar a veracidade desse Teorema por meio dos mesmos passos usados para verificar

que 561 € um nimero de Carmichael, ou seja, queremos mostrar que
b" = b(mod n)

onde p € um fator primo de n. Caso p dividir b entdo a congruéncia sera verificada, digamos que p nao

divide b. De acordo com o Teorema (2.1), b»~! = 1(mod p), € pelo Teorema de Korselt (2.4), p — 1

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
80 Anais da XII Mostra IC



divide n — 1, e comon = (n — 1) + 1, entdo temos que
n=Mm-1)+1=(p—-1)g+1
para algum ¢ inteiro positivo, substituindo no Teorema de Fermat (2.1) teremos que
b = bt = (p1Y7 . = b(mod p)

Concluimos que, para qualquer inteiro b, se por acaso p € um dos fatores primos de n entdo a
equacgdo do Teorema (1.1) sera satisfeita.
Como de acordo com o Teorema de Korselt (2.4), p? ndo divide n, ou seja, a multiplicidade de
todos os fatores primos de n € igual a 1, entdo podemos escrever n como o produto dos primos py, po,
- até pg, onde p; < --- < pr. Como cada um dos fatores de n s@o distintos entre si, segue do Lema
(2.3) que se b™ — b € divisivel por cada um dos fatores de n, entdo o produto n = py - - - p divide b™ — b,
que € equivalente a dizer que b™ = b(mod n). Concluimos que se n satisfaz as condi¢des do Teorema
de Korselt (2.4), entdo n € um ndmero de Carmichael. A prova da ida pode ser encontrada em [1].

2.4 Teste de Miller

Como mostrado anteriormente, os nimeros de Carmichael passam no Teste de Leibniz para varias
bases b diferentes. Surge entdo a necessidade de um teste que consegue verificar se um nimero inteiro
positivo impar € composto mesmo entre os pseudoprimos € os numeros de Carmichael. Em 1976,
Garry L. Miller desenvolveu um teste que consegue detectar nlimeros compostos com maior eficiéncia
comparado ao de Leibniz.

Seja n o nimero impar a ser testado e a b uma base no intervalo 1 < b < n — 1, podemos escrever
n — 1 como 2¥¢ (visto que se n é impar entdo n — 1 é par), onde k representa a multiplicidade de 2 na
fatoracdo de n — 1 e ¢ € um inteiro impar. O Teste de Miller se resume em testar o médulo n na base b

k—1 k
b* 9e b*'4, se por acaso nenhuma dessas

escolhida para todas as poténcias de b?, b2, b2°7, p¥’4, ... |
poténcias forem congruentes a 1 moédulo n, entdo o teste retorna n como composto.

Se por acaso o nimero n testado for primo, entdo pelo menos uma das poténcias da sequéncia deve
ser congruente a 1 médulo n, visto que, de acordo com o Teorema de Fermat (2.1), pha = pn—1l =
1(mod n). Diremos que j é o menor expoente tal que b*'? = 1(mod n), ou seja, j é o menor expoente
tal que b2’e — 1 é divisivel por n. Fazendo uma limitagao tal que o expoente da base b seja par, ou seja,

j > 1, podemos escrever 2’4 — 1 usando produtos notaveis
b1 =Y T 1) 1+ 1)

Como n divide b*'¢ — 1, entdo n divide b2 "9 — 1 ou b’ '7 + 1, mas como j é o menor expoente
tal que b*'? — 1 & divisivel por n, entdo n ndo divide b* ¢ — 1, logo n divide b* ¢ + 1, o que é

equivalente a dizer que b* "¢ = —1(mod n).
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Por fim, temos que se n € primo, entdo ou pelo menos uma das poténcias b2, p* e, pra, ...,
k-1, , L . L. .
2 congruente a —1 médulo n ou, para o caso de 7 = 0, b = 1(mod n) caso contrario, n €
. . . i—1
retornado como composto. No entanto, existem nimeros compostos tais que bY = —1(mod n) ou

b? = 1(mod n), como serd mostrado em um dos exemplos a seguir

Exemplo 2.5. Vamos testar o niimero 341 na base 2, como 340 = 22 - 85 entdo, 2% = 32(mod 341), e

2285 = 322 = 1(mod 341), logo o niimero 341 é composto.

Exemplo 2.6. Vamos testar o niimero de Carmichael 561 na base 2, como 560 = 2* . 35 entdo,
2% = 263(mod 561), e 2235 = 2632 = 166(mod 561), e 223 = 166> = 67(mod 561), e 22’3 =
672 = 1(mod 561) logo o mimero 561 é composto.

Exemplo 2.7. Vamos testar o niimero 25 na base 7, como 24 = 23 - 3 entdo, 7° = 18(mod 25), e

723 = 18% = —1(mod 25) logo o teste é inconclusivo.

Dizemos que n € um pseudoprimo forte para uma base b caso o nimero composto impar n retornar

inconclusivo para o Teste de Miller. Neste caso, 25 € um pseudoprimo forte para a base 7.

3 Consideracoes finais

O estudo dos numeros primos e de diferentes testes de primalidade sdo de suma importancia para o
desenvolvimento e manuten¢do de muitos algoritmos criptograficos usados na seguranga de informa-
¢oes, como por exemplo, na criptografia RSA, que € a motivagado principal do estudo dos Pseudoprimos
e Numeros de Carmichael. Produzimos uma versao simplificada do Teste de Miller em linguagem C que

foi disponibilizada na plataforma Replit pelo link <https://replit.com/@NatanOmega/Teste-De-Miller>.
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Resumo

Este trabalho discute conceitos iniciais de mecanica quantica por meio de
uma abordagem algoritmica: explicando o que sdo bits quanticos e como
portas 16gicas quanticas atuam sobre eles. Com o uso do kit de desenvol-
Mecénica quantica. vimento de software Qiskit, para Python, e da plataforma de computacio
Algoritmos quanticos. quantica IBM Quantum Experience, pode-se programar e executar circuitos
Bits quanticos. quanticos em simuladores e computadores quanticos reais da empresa IBM.
Individuos com conhecimentos basicos de dlgebra linear e programagdo
podem facilmente assimilar o contetido do trabalho e através disso construir
uma base em fisica quantica.

Palavras-chave
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1 Introducao

Entre o fim do Século XIX e o inicio do Século XX, uma série de problemas foram surgindo na
Fisica. As teorias até entdo vigentes previam fendmenos incompativeis com a realidade. Tal crise
propiciou o surgimento da mecanica quantica [ ]. Tal teoria lida com sistemas fisicos cujas dimensoes
estdo na escala subatdmica. Na década de 1980, um novo campo promissor surgia: a computacao
quantica. Com ela, acredita-se que tarefas intangiveis para um computador tradicional serdo realizadas
pelos chamados computadores quanticos, que tiram vantagem de fendmenos da fisica quintica em prol
de um ganho exponencial de eficiéncia [2]. Neste trabalho, é apresentada a experiéncia de aprendizado
da mecanica quantica por meio do uso de algoritmos quanticos. Sao abordados conceitos basicos
da mecanica quantica por meio de uma abordagem didatica, utilizando a biblioteca Qiskit [3], para
Python, e a plataforma IBM Quantum Experience [4]. Apresentamos a experiéncia de aprendizagem
da mecanica quantica voltada para pessoas leigas em Fisica, porém com familiaridade com algebra
linear bésica e programacao.

2 Programacio quantica

A IBM Quantum Experience € um servico de computaciao quantica via nuvem da IBM. Por meio
desta plataforma, € possivel executar algoritmos quénticos, remotamente, em sistemas quanticos reais
da IBM. O Qiskit é um kit de desenvolvimento de software open-source para Python. Ele foi criado
pela IBM a fim de se possibitar a programacgao de algoritmos quanticos para a execucao via nuvem.
Para a implementacdo dos codigos nesse trabalho, fez-se uso do Jupyter Notebook, uma plataforma de

computacdo interativa baseada na web e comumente utilizada para o uso do Qiskit.

3 Sobreposicao quantica

3.1 O bit quéntico

Os bits cléssicos sdo unidades de informacdo que podem assumir os valores 0 ou 1. Diferentemente
deles, os bits quanticos (qubits) podem estar em uma sobreposi¢io dos dois valores. E como se
estivessem em uma mistura de O e 1. No ato de medir/ler um qubit, seu estado de "mistura"colapsa
para o estado 0 ou 1. A grosso modo, é como se a leitura feita por um observador forcasse o qubit
a se decidir entre 0 ou 1. Dizemos que um qubit estd em uma sobreposi¢ao quantica dos estados |0)
e |1). A cada um dos dois valores estd associado um nimero complexo denominado amplitude de

probabilidade. O estado |¢)) de um qubit arbitrario € representado por um vetor normalizado em C?

[5]:

«

1 0
) = al0) + 81 =a | h 45 [} = |0
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Os complexos « e 3 sdo as amplitudes de probabilidade. No processo de medi¢ao, as probabilidades

al®e|f]*.

de o qubit colapsar para |0) e |1) sdo, respectivamente,

4 Portas quanticas

No mundo cléssico, as portas 16gicas recebem como entrada um ou mais bits cldssicos e produzem,
como saida, geralmente 0 ou 1 (embora existam portas cldssicas com mais de um bit de saida). Entre

elas temos, por exemplo, a porta NOT:

Entrada | Saida
0 1
1 0

Figura 1: Porta 16gica NOT Tabela 1: Tabela verdade da porta NOT

Podemos representar portas 16gicas por meio de matrizes. A matriz correspondente a porta NOT ¢é:

0 1
10

Multiplicando-se essa matriz a esquerda do vetor correspondente ao bit de entrada, obtém-se o bit

de saida. Observe o caso em que a entrada € o bit 1:

01 0 1

1 o] |1 1o

O vetor de saida corresponde ao bit 0. A representacao matricial ndo se restringe apenas as portas,
mas pode ser usada para representar circuitos légicos por inteiro. Podemos representar qualquer
circuito classico por uma matriz. Se a entrada do circuito € composta por m bits e a saida por n bits,
temos que: a entrada € representada por um vetor 2 X 1, a saida por um vetor 2" X 1 e o circuito em
si por uma matriz 2" x 2™ [5].

Na porta 16gica NOT, pode-se determinar qual foi o bit de entrada sabendo-se a saida: se a saida
for 0, a entrada € 1, e se for 1, a entrada € 0. Trata-se de uma porta reversivel. A porta OR, por outro
lado, possui trés configuragdes de entrada que resultam na saida 1 (0Oe 1,1e 0, 1 e 1), e portanto ndo é
reversivel. Nos circuitos 16gicos quanticos, todas as portas t€m que ser reversiveis. As portas quanticas
sdo representadas por matrizes unitdrias, e uma das mais utilizadas € a porta Hadamard, representada

pela matriz H [1]:

1 1
V21 -1 5

A seguir, mostra-se a saida da porta para as entradas |0) e |1):
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As notagdes |+) e |—) sdo frequentemente utilizadas para se referir aos estados obtidos acima. Em
ambos os casos, a porta Hadamard fez com que um qubit em um estado cldssico (0 ou 1) entrasse em
uma sobreposi¢do "meio-a-meio”"de O e 1. Tanto em |+) quanto em |—), a probabilidade de se medir 0

¢ a mesma de se medir 1 (50%).

4.1 Implementacao da porta Hadamard

No nosso primeiro c6digo, o seguinte circuito serd projetado:

Figura 2: Circuito da porta Hadamard

Neste circuito, uma porta Hadamard € aplicada ao bit quantico ¢ (que inicialmente estd no estado
|0)), o qual é em seguida medido. O valor medido é armazenado na forma de um bit cldssico em c.
Como Jupyter Notebook ¢ um ambiente interativo, pode-se exibir a saida de uma linha de cédigo

individualmente, logo abaixo dela.

Cédigo para a implementacao da porta Hadamard

1 |from giskit import =«
» |circuit = QuantumCircuit (1, 1)
3 |circulit.h(0)

4 |circuit.measure (0, 0)

Na primeira linha do c6digo, importamos todas as fungdes, classes e médulos da biblioteca Qiskit.
Em seguida, criamos um circuito quantico composto por um qubit e um bit cldssico. Este é utilizado
para armazenar o valor medido para o bit quéntico apds a aplica¢do da porta Hadamard. Nas linhas 3 e

4, aplica-se uma porta Hadamard no qubit e uma medi¢do no qubit resultante.

7 |simulator = Aer.get_backend('gasm_simulator')
8 |result = execute (circuit,backend=simulator, shots=10000) .result ()
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9

10

from giskit.tools.visualization import plot_histogram

plot_histogram(result.get_counts(circuit))

A fim de simular o circuito quantico em nosso computador local, importamos, por meio da
linha 7, o simulador, e em seguida executamos a simulacdo do circuito. Conforme especificado
no parametro "shots" da funcdo "execute", o circuito foi simulado 10 mil vezes. Usou-se a funcio
"plot_histogram" para visualizar o resultado das simulacdes em um histograma. Este nos mostra que,
em 50,1% das vezes o resultado medido foi 0, e em 49,9% da vezes foi 1. Conforme o esperado, a
distribuicdo dos resultados foi aproximadamente meio a meio (Figura 3a).

Ap06s a simulacio do circuito em nosso coputador local, executamos o circuito remotamente em

um dispositivo quantico real da empresa IBM:

IBMQ.load_account ()

provider = IBMQ.get_provider ('ibm-g')

gcomp = provider.get_lbackend('ibm_oslo')

job = execute(circuit, backend = gcomp)

from giskit.tools.monitor import job_monitor
job_monitor (job)

result = Jjob.result ()

plot_histogram(result.get_counts(circuit))

Para executarmos um circuito em um dispositivo da IBM, precisamos criar uma conta na IBM Quan-
tum Experience e salvar suas informagdes em nosso computador (esta etapa nao serd mostrada). Feito
isso, devemos carregar nossa conta com o comando "IBMQ.load_account()" sempre que quisermos
executar circuitos quanticos remotamente nos computadores da IBM.

O dispositivo escolhido foi "ibm_oslo", constituido por 7 qubits. As linhas 12 e 13 preparam
o circuito para ser executado nesse computador. Subsequentemente, o circuito € enviado para ser
executado e o resultado da execugdo € armazenado no objeto "result" (linha 17).

Como nao foi passado um valor para o parametro "shots" na funcao da linha 14, o nimero de
execucodes foi 4 mil, padrdo do dispositivo ibm_oslo. A linha 18 plota a distribui¢do dos resultados
das medicdes feitas. Em 49,2% das execugdes, o qubit colapsou para |0) na etapa de medic¢do e, em
50,8% das vezes, colapsou para |1). Novamente a distribui¢do estd de acordo com o que se esperava:

aproximadamente meio a meio (Figura 3b).
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Figura 3: Distribuicdo de resultados

Conceitos basicos de fisica quantica podem ser assimilados de maneira didatica por meio da

implementagdo de circuitos quanticos. No trabalho original, foram abordados varios conceitos,

contudo apenas o primeiro deles (sobreposicdo) foi discutido neste resumo. A leitura do trabalho

permite que individuos com conhecimento basico de dlgebra linear e programacao sejam introduzidos

a mecanica quantica mesmo sem ter experiéncia prévia em fisica.
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Resumo

Este trabalho é parte de um projeto de pesquisa financiado pela FAPEMIG e tem como objetivo apresentar
a oferta de um projeto de extenséo sobre o software GeoGebra para professores e futuros professores de
matematica. Foram realizados seis encontros em laboratério de informatica na UFU, Campus Santa Ménica,
possibilitando a instrumentalizagdo dos participantes e a discussao sobre a inser¢éo de tecnologias digitais
no processo de ensino-aprendizagem de matemadtica. Os quatro primeiros encontros foram voltados a
familiarizagdo com o software e, os dois Gltimos procuraram relacionar o software ao ensino de contedidos
matematicos e suas possibilidades. Ao final dos encontros foram realizadas entrevistas com alguns
participantes com o intuito de obter informagdes acerca do aprendizado ocorrido e da importancia de
movimentos como esse para a formacado dos professores e de futuros professores. As entrevistas ainda estdo
em andlises e serdo alvo de discusséo em futuro artigo.

Palavras-chave: Educacdo Matematica, Tecnologias digitais, GeoGebra.
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1 Introducéo

Apesar de sempre estar cercado de pessoas, mais especificamente,
alunos, a profissdo do professor € uma profissao solitaria. Quando volta para
casa, planeja aulas, corrige provas e trabalhos, se dedica a criar propostas
para suas turmas e, muitas vezes, ndo tem com quem compartilhar um
desafio ou conquista numa aula. Entende-se solitaria pela auséncia de uma
rede de apoio e diélogo.

A rede de apoio que surge, ganha forca atualmente e pode ser analisada
de varias perspectivas diferentes. A oficina relatada neste trabalho € um
exemplo e pode demonstrar e discutir como essa rede pode influenciar e
beneficiar a formacdo do professor e do futuro professor de matemaética,
tendo as tecnologias digitais, como o software GeoGebra, como auxiliares
no sentido de prepara-los para utilizar essas ferramentas com cautela e
proveito.

O uso de tecnologias digitais no processo de ensino-aprendizagem de
matematica pode promover uma rede de apoio que auxilie professores e
futuros professores. Nesse sentido, apresentamos neste trabalho a oferta de
um projeto de extensédo, por meio de oficinas sobre o software GeoGebra,

para professores e futuros professores de matematica.
2 A Oficina

O projeto de extensdo “Oficina: o software GeoGebra na formagdo do
professor de matematica” € parte de um projeto de pesquisa financiado pela
FAPEMIG (APQ-03108-17), sendo bolsista de IC o primeiro autor deste
texto. O projeto de extensdo contou com a colaboragdo do primeiro autor, da
segunda autora, orientadora deste no projeto de pesquisa e das professoras
Ana Claudia Molina Zaqueu Xavier e Erika Maria Chioca Lopes, no sentido

de divulgacéo do projeto e elaboracao das oficinas, respectivamente.
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Foram realizados 6 encontros as quartas-feiras, das 19h00 as 20h30,
no primeiro semestre de 2023, em laboratério de informatica na UFU-
Campus Santa Monica, bloco 1B, sala 218 (laboratério 03), o qual dispde de
23 maquinas.

Das 18 vagas oferecidas, foram reservadas 9 delas para alunos do
curso de Matematica, 4 para alunos de graduacdo de outras areas e poés-
graduacdo e, 5 para professores que ensinam matematica em qualquer nivel
de ensino.

As oficinas foram divididas em dois momentos: 0s quatro primeiros
encontros foram voltados ao conhecimento inicial do software e, os dois
ultimos procuraram relaciona-lo ao ensino de contetdos matematicos e suas
possibilidades como a criacdo de propostas, o conhecimentos do GeoGebra
Classroom, a discussdo dos conhecimentos docentes relacionados as
tecnologias digitais e a sua utilizacdo em sala de aula. Ao final dos encontros
foram realizadas entrevistas com alguns participantes com o intuito de
compreender sobre o aprendizado ocorrido e a importancia de movimentos
como esse para a formacédo dos professores e de futuros professores. Tais

entrevistas serdo alvo de analise em outros artigos.

2.1 Desenvolvimento

Os quatro primeiros encontros se basearam na familiarizacdo dos
participantes com o software, ou seja, a apresentacdo do software GeoGebra,
suas ferramentas, potencialidades e possibilidades.

A temaética do primeiro encontro foi o0 Teorema de Morley?, tendo uma
construcdo relativamente basica em relacdo a sua execucao e as ferramentas
usadas, de modo que fosse uma oficina introdutoria. O segundo encontro

trabalhou a semelhanca de triangulos e o Teorema de Tales, introduzindo o

1 Segundo o Teorema de Morley, em qualquer tridangulo, as intersecGes das trissetrizes adjacentes formam
um triangulo equilatero.
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controle deslizante do software, além de repetir 0 uso de muitas ferramentas
utilizadas no primeiro encontro.

A tematica do terceiro encontro foi a esfera e suas intersegdes com
planos, sendo o objetivo do encontro apresentar a janela 3D e algumas de
suas ferramentas, tendo em vista que os dois encontros anteriores e o quarto
encontro ocorreram na janela de visualizagdo 2D. O quarto encontro
explorou o Triangulo de Reuleaux, exemplo do conceito de figuras de largura
constante da geometria plana e pouco conhecido, que inclui muitas
ferramentas utilizadas nos encontros anteriores e algumas ferramentas mais
sofisticadas, como lugares geométricos por ponto e controles deslizantes,
botdes de exibir/esconder objetos, criacdo de retas pelo campo de entrada e
botdes de programacdo, que controlam algum movimento na janela de
visualizacao.

No quinto encontro, foi apresentada a plataforma do GeoGebra, a
criacdo de conta nesta, a opcao de pesquisar trabalhos publicados por outras
pessoas e outros aplicativos que ndo foram usados nas construcgdes
anteriores. Foi trabalhada uma atividade de funcdo definida a partir de
parametros manipulédveis pelo usuério, com a criacdo de questfes abertas e
fechadas, applets configurados para os alunos e textos. Em seguida, foi
introduzida a tela de criacéo de tarefa, que pode ser registrada no GeoGebra
Classroom e entéo, explorou-se a tela do professor e seus mecanismos, como
ocultar nome dos alunos que entrarem na tarefa, cronometrar e pausar a
tarefa, e a tela do aluno, a fim de realizar a exploracdo completa.

O sexto encontro foi baseado em uma proposta de construgao coletiva
de atividade, cada participante em um computador criando a sua, mas dessa
vez, 0 ministrante ndo esteve como tutor da construcéo, ou seja, ndo houve
passo a passo, por isso na coletividade foi envolvida também participacéo do
ministrante, que circulou entre os participantes, ajudando-os no que era

preciso. Foi proposta a construcdo de uma atividade na plataforma
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geogebra.org que proporcionasse a exploracdo ou investigacdo de algum
conceito matematico pelo aluno por meio de algum tipo de questionario com
exercicios acerca do tema, utilizando ferramentas da criacdo de atividades e
tarefas na propria plataforma para inserir essas questdes, antecedidas por
uma construgéo.

Os dois ultimos encontros objetivaram relacionar as potencialidades
do software GeoGebra ao ensino de matemaética, por meio da criacdo de
propostas, atividades, GeoGebra Classroom e discussédo dos conhecimentos
docentes relacionados as tecnologias digitais e a administracdo do seu uso

em sala de aula.

3 Entrevistas

Ao final do ultimo encontro, a fim de obter informacdes sobre as
percepgdes dos participantes sobre a oficina, foi proposta uma entrevista com
participantes voluntarios que permitisse aos autores melhor compreender as
respostas registradas em um formulario de avaliacdo sobre o projeto,
complementando a avaliagdo sobre o aprendizado do participante e do

Impacto para a sua formacao.

4 Consideracdes finais

A proposicdo da oficina aqui apresentada, parte da IC do primeiro
autor, bolsista do projeto FAPEMIG (APQ-03108-17), trata do relato de uma
experiéncia extensionista que envolveu alunos de graduacdo do curso de
Matemaética da UFU, alguns alunos de pés-graduacdo em outras areas e
professores de escolas publicas e particulares, diferentes niveis de ensino,
possibilitando diferentes vivéncias e pontos de vista na oficina, 0 que com
certeza colaborou para o maior desenvolvimento tanto dos participantes
quanto do ministrante.

Assim como na pesquisa de Zulatto (2002), acerca da percepgédo de

professores sobre as potencialidades do GeoGebra no ensino de matematica,
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0s participantes comentaram, durante os encontros da oficina, sobre o
Impacto do uso de softwares de geometria dindmica como o GeoGebra em
construcéo, investigacao, visualizagdo, dinamismo e motivacdo de alunos.
Os professores mencionaram perceber a relacdo entre todas essas
potencialidades e as oportunidades que surgem no uso delas para o e no
ensino-aprendizagem de matematica.

E importante ressaltar que o professor ndo ¢ total responsavel pela
insercdo dessas tecnologias na educacdo, porém € parte fundamental do
processo, pois as propostas dentro de sala de aula ocorrem sobre sua
supervisdo. Além disso, segundo Zulatto (2002), € essencial o professor se
aproprie do conhecimento e do propdsito de situacfes como as construidas

na oficina.
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Resumo
Palavras-chave
Com esse estudo temos o objetivo em ampliar nossas compreensdes sobre a
Modelagem Matematica e a sua relacdo com o processo de ensino e apren-
Encontro Nacional de Educagdo Matemitica. — djzagem nas escolas do campo. Como metodologia usaremos a Andlise de
ﬁiﬁ;i;:;ﬁggﬂ;wa Contetido, a partir dos anais do Encontro Nacional de Educagdo Matemitica.
Apresentamos como resultados algumas consideragdes sobre os artigos que
foram pesquisados.
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1 Introducao

O presente relato é um recorte de uma pesquisa' mais ampla, que tem como objetivo elaborar um
mapeamento de pesquisas brasileiras que abordam o ensino de Matematica em escolas campo. Para
esse texto, o objetivo estd em elaborar compreensdes sobre como a Modelagem Matematica vem sendo
mobilizado em escolas do campo no contexto brasileiro.

Para atingir esse objetivo, tomamos como corpus analitico os anais® dos dltimos dez anos do
Encontro Nacional de Educacdo Matemética (ENEM). Escolhemos esse evento pois, ocorre a cada trés
anos e € organizado pela Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM) e, € um local que
ocorre grande nimero de circulacdo de pesquisas em ambito nacional e que tem o objetivo de difundir
informacdes e conhecimento sobre o ensino e aprendizagem da Matematica.

Nossas preocupacdes estdo ligadas as escolas campo que estdo localizadas no Campo. Entendemos
esse espaco, como um lugar cultural, de trabalho e permeado de saberes matemadticos. Nele, a
Educacdo do Campo, apresenta suas especificidades, sua ciéncia, suas proprias ‘matematicas’ que
estdo presentes na arroba, no milho ou café que s@o medidos por litro ou por saca, no plantio por
palmos e a ‘cerca’ por passos. Tais saberes e experiéncias precisam ser valorizados e a matematica
ressignificada (FIGUEREDO; MARIN, 2022).

Nesse contexto nossos entendimentos sobre Modelagem Matemética, vao ao encontro de Bassanezi,
quando ele diz que ela “[...] consiste na arte de transformar situacdes da realidade em problemas
matematicos cujas solucdes devem ser interpretadas na linguagem do mundo real” (BASSANEZI,
2022, p. 16).

Nesse sentido, Barbosa (2001, p. 29) aponta que as atividades de Modelagem “[...] sdo consideradas
como um meio de indagar e questionar situacdes reais por meio de métodos matemadticos, evidenciando
o cardter cultural e social da matemaética”.

Uma vez delineado o contexto de nossa pesquisa, passaremos no que segue, a apresentar os

procedimentos metodoldgicos.

2 Procedimentos metodologicos

A pesquisa qualitativa tem o foco em estudar e compreender fendmenos subjetivos, sociais e
humanos através da descri¢do dos autores. Para a composic@o dos procedimentos metodolégicos que
utilizamos neste artigo, optamos pela Andlise de Conteudo pois, conforme Bardin (1977), ela contribui
para a descricdo e interpreta¢do do conteudo dos textos que s@o submetidos a uma andlise criteriosa e
rigorosa.

Segundo Moraes (1999, p. 2), a Andlise de Conteddo conduz a “descri¢des sistemdticas, qualitativas

ITrata-se de uma iniciacio cientifica registrada no Programa de Estudos Tutorado (PET) do curso de Matematica da
Universidade Federal de Uberlandia.

2As edi¢des estudas foram a XIV ENEM que ocorreu em 2022, edi¢cdo online; XIII ENEM realizada em 2019, Cuiaba -
MT; XII concluida em 2016, Sao Paulo - SP; XI que aconteceu em 2013, Curitiba — PR.
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ou quantitativas, ajuda a reinterpretar as mensagens € a atingir uma compreensao de seus significados
num nivel que vai além de uma leitura comum”.

Assim, a Andlise de Contetddo € um instrumento de andlise interpretativa, que com um conjunto
de técnicas, busca compreender, interpretar e explicar o contetido da mensagem contribuindo para a
constru¢do do conhecimento apds o tratamento dos dados.

Ap6s as primeiras inspiracoes que fomentaram nossas inten¢des de pesquisa, passamos por cons-
tituir o corpus® de andlise. Como consideramos invidvel a leitura na integra de todos os artigos*
publicados nos anais dos ENEMs, iniciamos a constru¢do de filtros de selecao. Para essa pesquisa,
selecionamos trinta e dois textos, com os seguintes filtros: “Educacdo do/no campo”, “escola do
campo” e “escola rural”. A aplicacao dos filtros deu-se, primeiramente, nos titulos dos artigos e,
posteriormente nos artigos todos.

Em posse dos artigos fizemos a leitura integral e para o agrupamento excluimos os textos que
ndo traziam no titulo a Modelagem Matematica, assim foram selecionados quatro® que dialogam que
mobilizam a Modelagem Matemética com a escola do campo. Os quais passamos a expor na proxima

Sessao.

3 Analise

Tabela 1: Titulo, autores e edicilo ENEM

Titulo autores codigo
Modelagem matemadtica na educagdo do Maria Carolina Machado Magnus  13.1
campo: alunas(os) em movimento (UFSC)

Enlaces entre Modelagem Matemadtica, Matheus Cardoso da Cunha (UFSC)  13.2
estdgio supervisionado e educacdo do Débora Regina Wagner (UFSC)

campo: relato de Uma experiéncia forma-

tiva

Etnomodelagem e Educacdo do Campo: Luana Oliveira Moreira de Jesus  14.3
Tecendo saberes (UESC) Zulma Elizabete de Freitas
Madruga (UFRB)

Modelagem Matemaética na Educacdo do Katia da Costa Leite (UFSC) Eve- 14.4
Campo: implicagdes sociais raldo Silveira (UFSC)

Fonte: Dados da pesquisa

30 corpus é o conjunto dos documentos tidos em conta para serem submetidos aos procedimentos analiticos” (BARDIN,
1977, p.96).

“Entendemos por artigo as comunicacdes cientificas, os relatos de experiéncia, os posteres, as conferéncias, as palestras,
os minicursos e os textos referentes as mesas redondas. Todos os textos que compdem os anais foram considerados artigos.

3Observamos que usando essas palavras-chave, ndo foram localizados artigos no XI ENEM e XII ENEM.
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Organizamos os QUATRO artigos selecionados em uma tabela (Tabela 1), explicitando seus titulos,
autores e um c6digo® de identificagio.

Ao analisar os artigos selecionados percebemos indicios em que a Modelagem vem sendo mobili-
zada em escolas do campo. Como foi o caso do artigo 13.1, que tem como cendrio uma disciplina de
curso de Licenciatura em Educacido do Campo, onde o autora discute a contribui¢@o para a “visibili-
dade e compreensao da realidade campesina em seus diversos aspectos: sociais, culturais, politicos,
econdmicos, género, geracao, etnia, ... Possibilitando, desta maneira, discussdes sobre as praticas
cotidianas das(os) sujeitas(os) do campo e, principalmente, como a matemética pode auxilid-los(as)
nos estudos destas”.

O relato de experiéncia de Estagio Supervisionado, no artigo 13.2, tem o objetivo de relacionar
a matemadtica e a agroecologia por meio da Modelagem Matemadtica, que contribui para que gradati-
vamente se va superando o tratamento estanque e compartimentalizado que tem caracterizado o seu
ensino nesses espagos, favorecendo a acdo investigativa como forma de conhecer, compreender, atuar e
transformar a realidade em que vivem.

O objetivo do artigo 14.3, estd em investigar as pesquisas realizadas sobre Etnomodelagem nas
relacdes estabelecidas com a Educagdo do Campo, a partir de levantamento de pesquisas publicadas
na CAPES’ , na BDTD? e no ENEM® . Para as autoras a Etnomodelagem é um caminho que pode
possibilitar o envolvimento dos estudantes em préticas formativas, considerando o campo como local
de producao de conhecimento, o que pode contribuir na valorizacao da identidade dos educandos como
camponeses.

Por fim, o texto 14.4 também vai nessa direcdo e busca em teses e dissertagcdes, o desenvolvimento
de atividades de Modelagem no ambito da educagdo bésica em escolas do campo e discussdes das
praticas desenvolvidas. Os autores apontam que na Modelagem os estudantes t€ém a oportunidade de
construir o conhecimento matematico a partir de temas do seu interesse e, portanto, pode contribuir
com sua vida e trabalho nas propriedades rurais, ao usar temas que envolvam a produgdo agricola, ou

mesmo a gestao da propriedade rural.

4 Consideracoes finais

Nesse relato elaboramos uma sintese de uma pesquisa, em que teve o proposito de apresentar
compreensdes sobre como a Modelagem Matemética vem sendo mobilizada em escolas do campo no
contexto brasileiro. E mesmo com a escassez de trabalhos na temdtica, notamos que a Modelagem

Matemadtica € um metodologia que articula com o ensino pautado na constru¢do do conhecimento e na

Qs cédigos devem ser entendidos da seguinte forma: o niimero anterior ao ponto refere-se a edicio do evento, isto é, o
nidmero 13 diz respeito a 13* edi¢do do ENEM; e o nimero apds o ponto a numeragado do artigo que fizemos aqui, de 1 a 4
(visto que 4 € o total de artigos selecionados), iniciando dos eventos mais antigos para os mais recentes.

TCAPES - Catilogo de Teses e Dissertagdes da Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior.

8BDT - Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes.

ENEM - Encontro Nacional de Educacio Matemdtica (2010 —2019).
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valorizagdo dos saberes dos estudantes campesinos.
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Resumo

Palavras-chave Neste trabalho focaremos um aspecto particular conhecido como equili-
brio de mercado, no qual oferta e demanda se equilibram. Desta forma
Oferta. apresentamos as condicdes de oferta e o comportamento da demanda em
Demanda. diferentes situagdes. Primeramente descrevemos o comportamento da curva
Equilibrio de Mercado. de demanda, estudaremos as suas caracteristicas, determinantes e procura

de mercado. Analogamente faremos para a curva da oferta. Finalmente, em

economia para definir um preco criamos um equilibrio para cada mercado.
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1 Introducao

Uma funcao € uma relacdo de dependéncia entre duas ou mais varidveis em que a cada valor
da varidvel independente associamos um tnico valor da varidvel dependente. Agora a quantidade
demandada () de um bem depende de varios fatores, incluindo: o preco do mercado, P, Renda dos
consumidores, Y, o preco de produtos substituiveis, Py, o preco de produtos complementares, ., os
gastos com propaganda, P, e preferéncia dos consumidores, C'. Matematicamente, temos a func¢ao

demanda que € a relagdo entre a quantidade demandada e varios fatores que afetam a demanda, [1].
Q=fPY PP, P, C).

Neste caso especifico, podemos assumir implicitamente que as varidveis Y, P, P, P, e C sdo fixas e
as chamaremos de variaveis exégenas, por serem constantes e estarem fora do modelo. As variaveis ()
e P as chamaremos de variaveis enddgenas, por poderem variar e estar dentro do modelo. Podemos
expresar isso da seguinte forma: () = f(P). Uma vez que () estd relacionado com P, inversamente P

deve estar relacionado com ():

Q=[f(P) = P=y4(Q).

As duas fungdes, f e g, sdo funcdes inversas. Em muitas fungdes microecondmicas como receita orga-
mentaria, custo médio e lucro, € convencional representa-las graficamente com () no eixo horizontal,
entdo faz sentido fazer o mesmo aqui.

A funcao oferta € a relacdo entre a quantidade ofertada e os diversos fatores que afetam a oferta.

Portanto, temos
Q = f<P7T7 K7L7E7 LA7T€)7

onde: () é a quantidade ofertada, P € o preco do mercado, 7" a terra, K o capital, L o trabalho, £
o empreendimento, L 4 os lucros obtidos com bens alternativos e 7. a tecnologia. Consideremos o
caso em que P e () sdo variaveis endogenas e as outras variaveis sejam exdgenas, P = f(Q)), entdo
a funcdo oferta € a relagdo entre a quantidade, (), de um bem que os produtores planejam trazer ao
mercado ao preco, P, do bem.

Neste trabalho serd discutido e analisado o caso linear da funcao oferta e fungdo demanda. Para

1880, utilizamos

e Oferta: P =a@) +bcoma >0eb > 0.

* Demanda: P =cQ) +dcomc<0ed > 0.

A figura 1 indica uma curva linear tipica de oferta. A teoria econdmica indica que, quando o preco

cresce a oferta também cresce. Matematicamente, P é considerado uma funcao crescente de ().
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P P= aQ+b
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Q
Figura 1: Andlise grificade P = a() + b.

A figura 2 mostra um grdfico de uma fungdo demanda linear tipica. A teoria elementar nos mostra
que a demanda geralmente cai quando o pre¢o de um bem aumenta, e entdo a inclinag¢do da reta é

negativa. Matematicamente, P é entdo uma fungdo decrescente de ()

P‘

P=cQ+d

=K

Figura 2: Andlise graficade P = cQ + d.

Comparando esses dois graficos, obtemos o equilibrio da oferta e demanda.

P&

Curva de oferta

Curva de
demanda

D‘I

Q, Qo Qs
Figura 3: Andlise gréafica do equilibrio

Exemplo: As fun¢des oferta e demanda de um bem sdo dadas por:

P =—-5Qp + 80
P= 2Qs+10

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
102 Anais da XII Mostra IC



onde P, Qp e Qs indicam respectivamente, preco, quantidade demandada e quantidade ofertada.
Encontremos o preco e quantidade de equilibrio: algebricamente e graficamente. Agora, se 0 governo
diminuir em 15% o imposto do pre¢o de mercado de cada bem, determinamos o novo prego € a nova
quantidade de equilibrio.

Em equilibrio temos: ()p = (5. Entdo

P=-5 80
{ ©pF = —5Q+80=2Q+10=Q =10

P= 2Qs+10

De onde P = 2(10) + 10 = P = 30.

Figura 4: Andlise graficade P = —5Qp +80e P = 2Q)s + 10.
Se o imposto diminui 15%:

P=-5 80
{P @p+ = -5Q+80=2Q+10+15=Q =7,85

—15= 2Qs+ 10

De onde P = 2(7,85) + 10+ 15 = P = 40,7.

401

10

=]
Y

Figura 5: Andlise graficade P = —5Qp +80e P — 15 = 2Q)s + 10.
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2 Duas commodities independentes

Nesta sec¢do, abordamos um modelo mais realista de oferta e demanda, considerando a substitutibi-
lidade e complementaridade de bens. Suponhamos que haja dois bens relacionados, chamados de bem
1 e bem 2, e que a demanda por cada bem dependa dos pregos tanto do bem 1 quanto do bem 2. Se as

fun¢des de demanda forem lineares, podemos expressa-las da seguinte forma:

Qp, =a1 +01 P+ c1 Ps.
Qp, = as + bo Py + o Ps.

Nessas equacdes, P, e P, representam os precos do bem 1 e do bem 2, respectivamente, e ()p,
e (p, representam as quantidades demandadas de cada bem. Os parametros aq, by, c1, az, bs, € ¢y
sdo constantes que influenciam a demanda. Podemos inferir algumas caracteristicas dos bens com
base nos sinais dos parametros. Por exemplo, a; > 0, pois hd uma demanda positiva quando o preco
de ambos os bens € zero. O parametro b, € negativo, pois a demanda por um bem tende a diminuir
quando seu preco aumenta. O sinal de ¢; depende da natureza dos bens. Se os bens sdo substituiveis,
1 sera positivo, indicando que um aumento no preco do bem 2 levard os consumidores a mudarem
para o bem 1, resultando em um aumento na quantidade demandada de bem 1. Por outro lado, se os
bens forem complementares, c; serd negativo, pois um aumento no preco de ambos os bens levara a
uma diminui¢do na demanda. Resultados semelhantes se aplicam aos sinais dos parametros as, b, €
co. O célculo do prego e da quantidade de equilibrio em um modelo de mercado com dois bens serda
demonstrado no préximo exemplo.

Exemplo: As funcdes demanda e oferta para dois bens interpendentes sao dadas por

Qp, =50 — 2P, + P,
Qp, =10+ P — 4P,
Qs, = —20+ P, ’
Qs, = —10+ 5P,

-1 9 Py 20
o inverso da matriz 22 para depois determinar os precos de equilibrio.

e . 3 -1 P 70
Mostremos que os precos de equilibrio satisfazem = , € encontremos
Reagrupando as equagdes de oferta e demanda temos:

QD1:50_2P1+P2 e QD2:10+P1_4P2 .
Qs, = —20+ P, Qs, = —1045P,
QDIZQSI = 50—2P1+P2:—20+P1 = —3P1—|—P2:—7O )
Qp,=Qs, = 104+P —4P,=—-104+5P, = P, —9P,=—-20
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3P, + P, = —70 . 3 -1 p\ (70
P, — 9P, = —20 -1 9 P ] \ 20
-1
pY\ (3 -1 70
P \ -1 9 20 |

3 -1 3 -1 10 -1 9 01 1 -9 0 -1
Se A = = “- - -
-1 9 -1 9 01 3 -1 10 3 -1 1 0

1 -9 0 —1 1 -9 0 -1 10 9/26 1/26\ _ ., _(9/26 1/2
0 26 1 3 0 1 1/26 3/26 0 1 1/26 3/26 1/26 3/26

P 9 1 70 650 (R (25
(1)=(23)(3) () (2)-(2)
3 Conclusao

Em sua esséncia o mercado é um grupo de individuos que compram e vendem determinados bens
ou servicos. A oferta, por sua vez, diz respeito a quantidade de produto que os vendedores desejam
e estdo dispostos a disponbilizar para venda. Dessa forma, a oferta € influenciada por fatores como
insumos, tecnologia, custo de producao entre outros. Por outro lado, a demanda refere-se a quantidade
de produto que os consumidores querem e estdo dispostos a adquirir. Em outras palavras, a demanda é
determinada pelos compradores e € influenciada por fatores como renda dos consumidores, precos,
produtos similiares e substitutos, dentre outros. O Equilibrio de mercado acontece quando a quantidade
de bens e servicos que os consumidores desejam comprar € igual a quantidade de bens e servigos
que os produtores desejam vender, resultando em um cendrio sem excesso ou escassez de oferta ou

demanda.
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Resumo

Palavras-chave ~ Lot ~ ~ .

Transformagdes geométricas do plano no plano sio operagdes fundamentais
da geometria que estuda as mudangas de forma, posicéo e orientagdo de obje-
tos no plano. Essas transformagdes podem ser usadas em diversas aplicacdes
préticas, como engenharia, computacdo grafica, fisica, matemadtica e outras
areas de ciéncia e tecnologia. O objetivo deste trabalho € fornecer uma visao
geral das transformacdes geométricas do plano no plano e explora-las por
meio de suas matrizes associadas.

Palavra-chave 1. Transformagdes geométricas
Palavra-chave 2. Matrizes
Palavra-chave 3. Plano cartesiano
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1 Introducao

As transformagdes geométricas do plano no plano sido operagdes que alteram a posicao, orientacao,
forma ou tamanho dos objetos geométricos no plano, enquanto mantém a propriedade de que as linhas
retas permanecem retas.

Este trabalho ird abordar as seguintes transformagdes geométricas definidas no plano cartesiano:
expansdo, contracdo e escala ndo uniforme, reflexdes em torno dos eixos coordenados, reflexdao em
torno da origem, reflexdo em torno da reta y = x, translacio e rota¢des em torno de um ponto fixo no
sentido horério e no sentido anti—hordrio. Em seguida serdo utilizadas matrizes para representar cada
uma dessas transformacdes geométricas. Conceituaremos translacdo, uma transformacdo que nao pode
ser representada através de matrizes. Todas essas transformagdes geométricas serdo apresentadas com

um exemplo geométrico para facilitar a compreensao.

2 Representacao matricial das transformacoes do plano

O objetivo desta se¢do € mostrar, de maneira intuitiva, como € possivel representar as transfor-
macgodes geométricas do plano através de matrizes de ordem 2 x 2. Vale observar também que certas

transformacdes nao podem ser representadas por uma matriz, como seré justificado mais adiante.

2 -1
Exemplo 2.1. Considere a matriz A de ordem 2 x 2 dada por A = . ] e a transformacdo
do plano numérico, denotada por T : R* — R?, definida pela matriz A, que leva o ponto P = (a,b)
2 -1
no ponto () = (c, d) definida da seguinte forma [ cci ] = [ Lo | [ Z

Assim T(P) = Q, ou seja, T'(a,b) = (¢, d). O ponto Q) € a imagem do ponto P pela transformagéo T.
Por exemplo, dado o ponto P = (3,2) a sua imagem pela transformagdo T, definida pela matriz
A, éoponto QQ = (4,1).

As transformagdes do plano no plano definidas através de uma matriz de ordem 2 X 2, como no
exemplo acima, tem duas propriedades bem particulares que sdo dadas por:
@T(P,+ P,) =T(P,) +T(PR,), paratodo P, P, € R%
(b) T(A\P) = \T'(P), paratodo P € R?e )\ € R.

Transformagdes do plano no plano que possuem estas duas propriedades sao denominadas trans-
formacoes lineares.

De um modo geral, pode-se representar as transformagdes lineares na forma matricial.

Dado um ponto P = (z,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (z’,y'), pela transfor-

_ aixp a2 x
a21 Q22 Yy

/

macdo 7' é definida da forma [ ’

y/
~ P . a1 Q2
Logo, a transformagdo 1" é representada pela matriz
Qg1 QG22
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Nas subsecdes a seguir serdo apresentadas as transformacodes geométricas do plano no plano e as
matrizes de ordem 2 X 2 a elas associadas. Em cada caso, serd explicitado um exemplo geométrico

para melhorar o entendimento.

2.1 Expansao, contracao e escala nao uniforme

Definicdo 2.2. Considere o plano cartesiano R? e um escalar X € R fixo. A transformacdo
T : R? - R? dada por T(z,y) = Mz,y) = (A\r, \y) é uma contrag@o para |\| < 1. Quando
|A| > 1, dizemos que T é uma expansao.

IS

Figura 1: Exemplo de expansdo com A = 2.

Dado um ponto P = (z,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (z’,y'), pela transfor-

SR

A0

xl

/

macao 7' € definida da forma [
)

Assim, a transformagdo ' é representada pela matriz

Se na transformacdo da Defini¢do 2.2 ocorrer T'(x,y) = (A1, A2y), com Aj, As € R escalares
fixos, porém arbitrérios, tal transformacdo é denominada escala. Dizemos que a transformacdo é uma
escala nao uniforme quando )\, € diferente de \,, e dizemos que é uma escala uniforme quando

A1 = A9. Note que na escala uniforme podemos ter uma contracdo ou uma expansao. Nesse caso, a

A1 0
escala € representada pela matriz [ ' ) ] .
2

2.2 Reflexoes em torno dos eixos coordenados

Definicdo 2.3. Considere o plano cartesiano R?. A transformacdo T : R? — R2, definida por

T(z,y) = (x,—y) é denominada uma reflexdo em torno do eixo x.

Dado um ponto P = (z,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (z’,%/), pela transfor-
"I |1 0 A
0 -1 | |y —y |

macado 7' € definida da forma [ v

y/
~ . . ) 0
Deste modo, a reflexdo em torno do eixo x é representada pela matriz .
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Definicdo 2.4. Considere o plano cartesiano R?. A transformacdo T : R? — R2, definida por

T(x,y) = (—x,y) é denominada uma reflexdo em torno do eixo y.

Dado um ponto P = (z,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (z’,y'), pela transfor-
"I | -10 r| | -
Lo 1]y L |

macdo 7' é definida da forma [ v

/
Yy
~ . ., ) -1 0
Logo, a reflexdo em torno do eixo y é representada pela matriz )
E F G |
6 [ L Q. [ ]
A
4 (] ]
B c D J 8
‘ ® ® ® . I G ¥ 4 E F G |
6 [ L Q@ [ ]
4 0 2 4 6 8 10 12 A A
B C D J, . « .
= J D' c B B c D J
A 2 [ @ L ] ®
-4
E' F G I‘1 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 3 8 10 12
-6
(a) Reflexdo em torno do eixo x (b) Reflexdo em torno do eixo y

Figura 2: Exemplos de reflexdes em torno dos eixos coordenados.

2.3 Reflexdao em torno da origem e em torno dareta y = «

Defini¢ao 2.5. Considere o plano cartesiano R?. A transformagdo T : R?> — R?, definida por

T(z,y) = (—x, —y) é denominada uma reflexdo em torno da origem.
Dado um ponto P = (z,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (2, %), pela transfor-
| -1 0 A N
LS
-1 0
—1

/

macao 7' € definida da forma [ x/
Yy

Logo, a reflexdo em torno da origem € representada pela matriz

Defini¢do 2.6. Considere o plano cartesiano R?. A transformagdo T : R?> — R?, definida por

T(x,y) = (y,x), é denominada uma reflexdo em torno da reta y=x.
Dado um ponto P = (z,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (z’,%/), pela transfor-

SR

/

macao 7' é definida da forma [ v

y/
< . : 1
Deste modo, a reflexdo em torno da reta y = x € representada pela matriz
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0 2 4 6 8 10 12

(a) Reflexdo em torno da origem (b) Reflex@o em torno da reta y=x

Figura 3: Exemplos de reflexdo em torno da origem e em torno da reta y=x.

2.4 Translacao

Defini¢ao 2.7. Considere o plano cartesiano R? e um elemento fixo, porém arbitrdrio,(a,b) € R% A
transformagdo T : R? — R?, dada por T'(z,y) = (z,y) + (a,b) = (x + a,y + b) é denominada uma
translagdo.

Figura 4: Exemplo de translagdo com (z,y) = (2,1) e (a,b) = (1, 2).
Dado um ponto P = (z,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (z’,3'), pela transfor-

ARERIRRORE

Y y+0b
Podemos verificar facilmente que a translacao ndo € uma transformacao linear, pois ndo transforma

/

macao 7' € definida da forma [

a origem nela mesma. Assim, ndo podemos representd—la através de uma matriz. A translacio é

denominada uma transformacgao afim.

2.5 Rotacao

Definicao 2.8. Considere o plano cartesiano R2. A transformacdo geométrica T : R? — R?, definida
por T(x,y) = (xcos(0) — ysen(0), xsen(f) + ycos(9)) é denominada uma rotacdo de um dngulo 0

no sentido anti—hordrio e de centro na origem do sistema de coordenadas.

Dado um ponto P = (x,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (2/, /'), pela transfor-
| cos(0) —sen(0) x

sen() cos(0) | |y |
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Figura 5: Exemplo de rotagdo de um angulo 6 = 45° no sentido anti—hordrio.

cos(0) —sen(@)]
sen() cos() |’

Assim, a rotacdo de um angulo 6 no sentido anti—hordrio € representada pela matriz [

denominada matriz de rotacao.

3 Consideracoes finais

As transformagdes geométricas tém uma ampla gama de aplicagdes em diversas dreas. As principais
areas de aplicac@o incluem modelagem 3D, animacao, processamento de imagem, realidade aumentada,
desenvolvimento de jogos e sistemas de navegagdo. O estudo das transformacdes geométricas e suas
aplicacOes pode levar a avangos significativos em dreas como a computagdo grafica, engenharia,

arquitetura, fisica e outras dreas relacionadas.
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Resumo

Palavras-chave . Lo 4 :
Cinemitica é o estudo dos movimentos sem levar em conta as causas que

0s geram, ou seja, sem considerar as forgcas envolvidas. A cinemadtica é
Palavra-chave 1. Cinemética direta fundamental em muitas dreas da engenharia e ciéncia, incluindo robética,
Palavra-chave 2. Cinematica inversa mecanica, fisica, entre outras. Nesse contexto, a cinematica direta e a cine-
Palavra-chave 3. Robética mdtica inversa sdo dois conceitos importantes para a andlise de movimentos
em sistemas mecanicos. O objetivo deste trabalho € utilizar a cinemadtica em

exemplos de movimentos de um brago robético com dois graus de liberdade.
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1 Introducao

A cinemdtica direta e a cinemética inversa sao dois conceitos importantes na andlise de movimentos
em sistemas mecanicos. A cinematica direta € usada para determinar a posi¢do, a velocidade e a
aceleracdo de um objeto ou sistema com base em seus parametros geométricos e dinamicos. Ja a
cinematica inversa € usada para calcular as configuracdes necessdrias para que um objeto ou sistema
alcance uma determinada posi¢do desejada.

Na prética, a cinematica direta e a cinemadtica inversa sao usadas em conjunto para controlar o
movimento de sistemas mecanicos. Por exemplo, um robd pode ser programado para seguir uma
trajetoria especifica, usando a cinemaética direta para determinar a posicao, a velocidade e a aceleragdao
em cada ponto da trajetéria. Em seguida, a cinemdtica inversa € usada para calcular as configuracdes
das juntas do braco robdtico que permitem que ele siga a trajetéria desejada.

Este trabalho tem como objetivo apresentar brevemente os conceitos de cinemdtica direta e de
cinematica inversa e aplicd-los em exemplos de movimento de um brago robético com dois graus de
liberdade.

As principais referéncias utilizadas no trabalho sdo [1] e [2].

2 Cinematica Direta

Na robdtica, a cinemdtica direta € usada para determinar a posi¢ao final de um brago robético, com
base nas coordenadas do ponto de origem, no comprimento dos bracos e na orientagdo das juntas.

Conhecendo as coordenadas do ponto P e o angulo 6, vamos determinar as coordenadas do ponto
P’, isto é, vamos obter a matriz de rotagao. Para auxiliar na deducéo da matriz de rotagdo, denotamos
por r o comprimento dos segmentos 0P e 0P, isto &, 7 = OP = OP’. Utilizamos para a deducio da
matriz de rotagdo, basicamente, as relacdes trigonométricas no tridngulo retangulo, seno e cosseno da

soma de dois angulos.

i
T

Figura 1: Rotacdo de um angulo # no sentido anti-horario.
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Na Figura 1, temos os pontos P = (z,y), P’ = (2/,vy'), A = (x,0) e A’ = (2/,0). Assim,

utilizando relagdes trigonométricas nos tridngulos retdngulos 0P A e 0P’ A’, obtemos

{x = rcos(a) . {x’ = rcos(a+0)

y = rsen(a) y = rsen(a+0)

Utilizando agora, as relagdes para seno e cosseno da soma de dois angulos, temos

zcos(0) — ysen(0). (1)
xsen(8) + ycos(0). (2)

1’ = rcos(a)cos(0) — rsen(a)sen(0)

y' = rsen(a)cos(0) + rcos(a)sen(6)

Assim, temos a seguinte defini¢do:

Definicao 2.1. Considere o plano cartesiano R2. A transformacdo geométrica T : R? — R?, definida
por T'(z,y) = (zcos(0) — ysen(0), xsen(0) + ycos()) é denominada uma rotacdo de um édngulo 0

no sentido anti—hordrio e de centro na origem do sistema de coordenadas.

Dado um ponto P = (x,y) € R? a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (2/, /'), pela transfor-
| cos(0) —sen(0) x
sen() cos(0) | |y |

Logo, a rotacdo de um angulo f no sentido anti-hordrio é representada pela matriz

/

/

magcdo 7' é definida da forma [ ‘
Y

cos(0) —sen(0)
sen() cos(f) |’
denominada matriz de rotacao.

E importante observar, uma vez que estamos realizando uma rotac¢io, que as coordenadas dos

pontos P = (z,y) e P’ = (2, 1y') satisfazem a seguinte equagio

22yt = () + ()2 (3)

3 Cinematica Inversa

Na robdtica a cinemética inversa € uma técnica utilizada para determinar as posicoes das juntas de
um brago robdético a partir da posicao final desejada do efetuador. Ela é fundamental em aplicagdes
de programacao de robds, permitindo que o operador do robd especifique uma posicao desejada para
o efetuador e o controlador do robd determine as posi¢Oes das juntas necessdrias para alcangar essa
posicao.

Pelas equagdes (1) e (2), temos =’ = xcos(0) — ysen(f) e y' = xsen(8) + ycos(H).

Multiplicando a primeira equagdo anterior por = € multiplicando a segunda equagdo anterior por ¥ ,
obtemos

xx’ = x°cos(0) — zysen(0) e yy = xysen(d) + y*cos(H).
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Somando membro a membro as duas equagdes acima, ficamos com
zx' +yy' = (2* + y*)cos(0) 4)

Finalmente da equagdo (4), obtemos

oz +yy

cos(f) = pEay ()

/ /
<= 0 = darccos (M> .

x? + >
Assim, conhecendo os pontos P = (z,y) e P’ = (2, y') que satisfazem a equacéo (3), obtemos

o angulo A com o qual realizamos a rotagdo. Note que a escolha do sinal do angulo # depende se

realizamos uma rotacdo no sentido hordrio ou no sentido anti-horério.

4 Aplicacoes da cinematica direta e da cinematica inversa

Serdo apresentados trés exemplos simples para ilustrar a cinemética direta e a cinematica inversa
em movimento de um braco robético com dois graus de liberdade.
Exemplo 4.1. Sejam P = (z,y) = (V/2,V2) e P' = (2/,y') = (0,2) pontos que satisfazem a
condicdo dada pela equacgdo (3), como ilustra a Figura 2. Vamos determinar o dngulo 6 com o qual

podemos realizar uma rotagdo entre os pontos.

Figura 2: Cinematica inversa.

Sabemos que o dngulo 6 € obtido pela equacdo (5). Assim, temos

A2 +24/2 2
0 = Larccos M = darccos £ = j:z
242 2 4

Finalmente, o sinal do adngulo # serd determinado de acordo com o sentido da rotagdo. Assim,
escolhemos o sinal positivo para uma rotag¢do no sentido anti-horério, quando estamos levando o ponto
P no ponto P’, e escolhemos o sinal negativo para uma rotagdo no sentido horario, quando estamos

levando o ponto P’ no ponto P.
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Exemplo 4.2. Considere a Figura 3(a) como sendo a representacdo de um braco robdtico com dois

graus de liberdade com movimentos no plano xy.

Y v
1
1
B : \B
« r i a .
5 - 1 | - -
. - 1 i -l
e - 4
A IA D
1
] [ |
X . X
0 0 e
(a) Tlustracdo de um braco robético (b) Cinematica direta

Figura 3: Cinematica direta de um brago robético com dois graus de liberdade.

(a) Determine as coordenadas do ponto B = (c, d) em fun¢ao de L1 = OA, Ly = AB, 0 e o, como

descritos na Figura 3(a).

(b) Utilize a formula obtida no item (a) para encontrar as coordenadas do ponto B = (¢, d) quando
Ly = OA =40cm, Ly = AB = 20cm, 0 = 30° e a = 30°.

O ponto B pode ser interpretado como sendo a posicdo no espaco da extremidade do braco robotico.

Resolucgdo. (a) Aplicando relagdes trigonométricas no tridngulo retdngulo OC'A, da Figura 3(b),
obtemos as coordenadas do ponto A = (a, b) da forma:
AC b oC a

=—=0b=Ly.sen(d) e cos(f) = — = a= Lj.cos(0)

6:= = —
senlf) =53 = 1, 04 I

Assim, A = (a,b) = (Lj.cos(0), Li.sen(0)).

Resta agora encontrar as coordenadas do ponto B = (¢, d).

Consideremos = 6 + «. Aplicando relagdes trigonométricas no tridngulo retdngulo BAD,
obtemos as coordenadas do ponto B da seguinte forma:
AD n

= — = n= Ly.cos(p)

sen(f3) = % _m = m = Ly.sen(f) e cos(f)= 5 T

L,

Desta forma, ¢ = a + n = Ly.cos(8) + La.cos(f) e d = b+ m = Ly.sen(f) + Lo.sen(f).
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Equivalentemente, podemos encontrar B = (¢, d) por uma transformacéo linear da seguinte forma:

c | | cos(f) cos(B) Ly
d| | sen(®) sen(8) | | Ly |
Lembrando que 5 = 6 + a.
Portanto, descrevemos acima a cinemética direta de um brago robético, isto €, conhecendo os

angulos 6 e a determinamos de modo tnico a posi¢ao do cotovelo que é o ponto A e a posicdo da

extremidade do braco robético que € o ponto B5.

(b) Pelo item (a), obtemos as coordenadas do ponto B = (¢, d) da seguinte forma:

V3 1
c | | cos(30°) cos(60°) 0 | 5 3 40 |
[d]_lsen(%o) 86%(600)].[20]_ 1 V3 .[201_
2

2

20v3 + 10
20 + 104/3

Portanto o ponto B = (20v/3 + 10,20 + 10v/3).

S Consideracoes finais

As aplicacoes da cinematica direta e da cinematica inversa abrangem uma ampla gama de setores,
desde a fabricag@o de produtos em grande escala até a cirurgia assistida por robds, passando por aplica-
¢oes em veiculos autdnomos, robdtica mével, sistemas de seguranca e vigilincia, entre outras. Esses
conceitos sao fundamentais para o desenvolvimento de sistemas automatizados e para a compreensao

do movimento em sistemas mecanicos.
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Palavras-chave

Resumo

A criptografia surgiu da necessidade de proteger mensagens secretas, consi-
deradas importantes, onde somente o remetente e o destinatdrio poderiam
interpreta-las, tornando dificil o acesso por individuos ndo autorizados. Atu-

almente ela é constituida por estudos de algoritmos criptograficos seguros e

Palavra-chave 1. Criptografia robustos que podem ser implantados em computadores. Podemos utilizar a

Palavra-chave 2. Matrizes
Palavra-chave 3. Algoritmos

criptografia em situacdes nas quais € necessaria uma comunicacao privada
como, por exemplo, via internet, em transagdes eletronicas, cartdes de cré-
dito, mensagens eletrOnicas, entre outros. Este trabalho tem como objetivo
analisar e comparar alguns dos principais métodos criptograficos existentes
e apresentar um exemplo da utilizagdo de matrizes para a criptografia.
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1 Introducao

A criptografia € uma técnica que tem sido utilizada desde os tempos antigos para proteger infor-
macoes sensiveis. Tal palavra vem do Grego, Kryptosque, significa secreto egrdpheinque significa
escrever um codigo ou mensagem de modo que somente quem envia e quem recebe a mensagem
original sdo capazes de interpreta-la.

Os codigos secretos foram bastante utilizados nas guerras, para transmitir mensagens sem que o
inimigo conseguisse compreendé-las.

A criptografia moderna se desenvolveu com a chegada da computacio, e atualmente é uma area de
grande importancia para a seguranc¢a da informacdo em diversas dreas, como finangas, governo, militar
e comércio eletronico.

O interesse pela criptografia tem aumentado significativamente devido a necessidade de manter a
privacidade de dados e informacdes.

Uma série de técnicas e algoritmos sdo utilizados na criptografia para proteger a confidencialidade,
integridade e autenticidade das informag¢des. Uma técnica comum utilizada na criptografia € a utilizagao
de matrizes, que permite a criagdo de algoritmos seguros e robustos.

Este trabalho tem como objetivo analisar os métodos criptograficos existentes e apresentar uma
utilizagdo das matrizes para a criptografia.

As principais referéncias utilizadas no trabalho sdo [|] para conceitos preliminares de matrizes e
[2] para o estudo de matrizes aplicada a criptografia.

2 Tipos de criptografia

Existem dois principais tipos de criptografia: simétrica e assimétrica.

A criptografia simétrica € uma técnica em que a mesma chave € utilizada tanto para criptografar
quanto para descriptografar uma mensagem. Isso significa que o remetente e o destinatario devem
compartilhar a mesma chave secreta para garantir a seguranca da mensagem. A chave simétrica é
gerada por um algoritmo de criptografia e, se alguém conseguir obter a chave, a seguranga da mensagem
serd comprometida. Um exemplo de algoritmo de criptografia simétrica € o Advanced Encryption
Standard (AES), que € amplamente utilizado em aplicacOes de seguranca.

A criptografia assimétrica, também conhecida como criptografia de chave publica, é uma técnica em
que o remetente e o destinatdrio possuem duas chaves diferentes, uma ptiblica e outra privada. A chave
publica € utilizada para criptografar a mensagem e a chave privada € utilizada para descriptografar a
mensagem. A chave publica pode ser compartilhada com qualquer pessoa, mas a chave privada deve
ser mantida em segredo. Dessa forma, a criptografia assimétrica fornece uma seguranga maior do que
a criptografia simétrica, pois € necessdrio obter a chave privada para descriptografar a mensagem. Um
exemplo de algoritmo de criptografia assimétrica é o RSA, que € amplamente utilizado em aplicacdes
de seguranca.

Ambas as técnicas tém suas vantagens e desvantagens. A criptografia simétrica é mais rapida e
eficiente do que a criptografia assimétrica, mas € menos segura, pois a chave deve ser compartilhada
entre o remetente e o destinatario. Por outro lado, a criptografia assimétrica é mais segura do que
a criptografia simétrica, mas é mais lenta e ineficiente, pois envolve a utilizacdo de duas chaves
diferentes.

Em muitas aplicagdes, € comum utilizar uma combinacao de criptografia simétrica e assimétrica
para obter o melhor dos dois mundos. Por exemplo, a criptografia simétrica pode ser utilizada para
criptografar a mensagem e a chave simétrica pode ser criptografada com a chave ptiblica do destinatario,
que € depois enviada junto com a mensagem criptografada. Dessa forma, o destinatdrio pode usar
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sua chave privada para descriptografar a chave simétrica e, em seguida, usar a chave simétrica para
descriptografar a mensagem. Essa abordagem € conhecida como criptografia hibrida e ¢ amplamente
utilizada em aplicagdes de seguranga.

3 Métodos criptograficos

Existem varios métodos criptogréficos disponiveis para proteger informagdes e garantir a priva-
cidade e seguranca de dados sensiveis. Cada método tem seus préprios pontos fortes e fracos, e o
método escolhido dependera das necessidades especificas de seguranca e privacidade de cada aplicag@o.
Alguns dos principais métodos criptograficos serdo citados nas subsecoes a seguir:

3.1 Cifras de HILL

A cifra de Hill € um algoritmo de criptografia que usa matrizes para criptografar e descriptografar
informacdes. Ela foi inventada por Lester S. Hill em 1929 e é considerada uma das primeiras cifras
lineares.

O algoritmo de Hill é uma cifra de substituicdo que usa matrizes para transformar cada letra do
texto original em uma letra cifrada. Essa matriz € chamada de "matriz de cifra"e é uma matriz quadrada
de ordem n X n, onde n € um inteiro positivo.

Para criptografar uma mensagem usando a cifra de Hill, cada letra do texto original é convertida
em um ndmero correspondente a sua posi¢cao no alfabeto. Esses nimeros sdo colocados em uma matriz
de tamanho n x 1, e a matriz de cifra € multiplicada pela matriz resultante. O resultado é uma nova
matriz que contém os nimeros correspondentes as letras cifradas. Esses nimeros sdo entio convertidos
de volta em letras para criar a mensagem cifrada.

Para descriptografar, a mensagem cifrada é colocada em uma matriz de tamanho n x 1 e multiplicada
pela matriz inversa da matriz de cifra. O resultado é uma matriz que contém os nimeros correspondentes
as letras originais. Esses nimeros sao entdo convertidos de volta em letras para criar a mensagem
original.

Uma das principais vantagens da cifra de Hill é que ela € resistente a ataques de forga bruta. Isso
ocorre porque ¢ muito dificil determinar a matriz de cifra a partir da mensagem cifrada sem a chave de
descriptografia correta. No entanto, a cifra de Hill € vulnerdvel a ataques de criptoanélise diferencial e
outros tipos de ataques sofisticados.

Em resumo, a cifra de Hill € uma cifra de substituicio que usa matrizes para criptografar e
descriptografar informacdes. Embora tenha algumas limitacdes, ela continua sendo uma técnica
criptografica importante e influente.

3.2 Cifras de substituicao

Cifras de substitui¢do sdo algoritmos de criptografia que substituem cada letra ou simbolo de
um texto original por outra letra ou simbolo, de acordo com uma chave de criptografia. Existem
varios tipos de cifras de substitui¢do, como a cifra de César, a cifra de Vigenere e a cifra de Playfair.
Essas cifras s@o vulnerdveis a ataques de criptoandlise, como a andlise de frequéncia, mas ainda sdo
amplamente usadas em aplicagdes simples e de baixa seguranca.
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3.3 Meétodo Matriz

Semelhante ao de substitui¢@o e transposi¢do, com €nfase diferente. Tem como objetivo tornar o
algoritmo mais complexo e pode ser aplicado como introducao as matrizes.

3.4 Método Permutacional

O método permutacional era o método mais utilizado antes da existéncia do computador. E um
algoritmo de criptografia que reorganiza as letras ou simbolos do texto original de acordo com uma
chave de permutacio. Existem diferentes tipos de técnicas permutacionais, como a cifra de transposi¢ao
e a cifra de rearranjo de colunas. A cifra de transposi¢do permuta as letras ou simbolos do texto
original de acordo com uma sequéncia predefinida, enquanto a cifra de rearranjo de colunas permuta as
colunas de uma matriz que contém as letras do texto original. A criptografia permutacional é resistente
a ataques de andlise de frequéncia e ataques de forca bruta, mas ainda € vulneravel a outros tipos de
ataques sofisticados.

3.5 Método RSA (Rivest-Shamir-Adleman)

O método RSA na criptografia € um algoritmo de criptografia assimétrica que usa um par de chaves
(publica e privada) para criptografar e descriptografar mensagens. Para criptografar a mensagem,
a chave publica do destinatario é usada para transformar a mensagem original em uma sequéncia
de numeros que sdo incompreensiveis sem a chave privada correspondente. A descriptografia da
mensagem € realizada pelo destinatdrio usando sua chave privada correspondente para transformar os
nimeros cifrados de volta na mensagem original. O método RSA € seguro e ¢ amplamente utilizado
em aplicacdes de seguranca digital, como transacdes financeiras e comunicacdes de dados sensiveis.

3.6 SSL (Secure Sockets Layer) e TLS (TransportLayer Security)

SSL (Secure Sockets Layer) e TLS (Transport Layer Security) sdo protocolos de seguranca usados
na criptografia de comunicagdes na internet, como e-mails, transagdes financeiras e navegagdo em sites
seguros. Ambos os protocolos usam algoritmos de criptografia simétrica e assimétrica para proteger a
confidencialidade, integridade e autenticidade dos dados transmitidos entre um cliente e um servidor.
A principal diferenca entre SSL e TLS é que TLS € a versdo mais recente e segura, desenvolvida como
uma atualizacdo do SSL. Além disso, o TLS usa um processo de negociacao de chave mais seguro do
que o SSL, chamado de Protocolo de Troca de Chave Difie-Hellman. TLS é amplamente usado hoje
em dia para garantir a seguranca das comunicac¢des na internet.

4 Matrizes e criptografia

Uma forma de usar matrizes na criptografia € envolvendo matrizes inversas. O exemplo a seguir
descreve uma dessas formas.
. 31 1 -1
Seja A =
) 2 1 —2 3
A matriz A ird codificar uma mensagem e o destinatdrio usara a matriz B para decodificar .
O primeiro passo para codificar a mensagem € fazer sua conversdo da forma alfabética para forma

numérica. Para isso, a tabela a seguir serd utilizada.

uma matriz quadrada de ordem 2 X 2 com inversa B =
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Tabela 1: Tabela alfanumérica

C | D|E|F|G|H
31456 | 7|8
M|N|O|P|Q|R
13|14 15|16 | 17| 18
WiX|Y |Z]|. !
23 124 1251|2627 |28

e

]
N <D oW

O
—

—_

B ¥|o e~
b
S

30

Tanto o remetente quanto o destinatario devem estar cientes desta tabela.
Vamos codificar a seguinte frase: “MEU FUTURO DEPENDE DE MIM”.

MEU#FUTURO#DEPENDE#DE#MIM

1352129621202118152945165144529452913913

O simbolo # serve para ndo haver erros de leitura na lingua portuguesa apds a decodificacdo da
mensagem.

Vamos colocar a sequéncia de nimeros dispostos em uma matriz M de duas linhas. Se o nimero
de elementos da matriz for impar, deve-se acrescentar um caractere vazio.

M—{13521 29 6 21 20 21 18 15 29 4 5]

6 5 14 4 529 4 5 29 13 9 13 30

Para codificar a mensagem, multiplicamos a matriz A pela matriz M, obtendo a matriz N = A.M

N731 13 521 29 6 21 20 21 18 15 29 4 5
|2 1|16 5 14 4 529 4 5 29 13 9 13 30

42 15 56 62 17 71 44 47 65 43 67 21 40

A matriz N apresenta a mensagem codificada:

N[55 20 77 91 23 92 64 63 83 58 96 25 45}

55207791 23 92 64 68 83 58 96 25 45 42 15 56 62 17 71 44 47 65 43 67 21 40

O destinatario, no momento em que receber a mensagem codificada, usard a matriz B para
decodificar e ler a mensagem.

Sabendo que B.N = B.AM =1.M = M, temos que M = B.N.
Multiplicando a matriz B pela matriz [N, obtemos o seguinte resultado

N — 1 -1 95 20 77 91 23 92 64 68 83 58 96 25 45
S| =2 3 || 42 15 56 62 17 71 44 47 65 43 67 21 40

N — 13 521 29 6 21 20 21 18 15 29 4 5
|16 5 14 4 529 4 5 29 13 9 13 30

Enfim chegamos a matriz M = B.N do remetente que € a mensagem original.
Em seguida, € so reverter os numeros utilizando novamente a tabela alfanumérica.
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1352129621202118152945165144529452913913

MEU#FUTURO#DEPENDE#DE#MIM

S5 Consideracoes finais

A criptografia é uma técnica essencial para garantir a seguranga e privacidade das informagdes em
um mundo cada vez mais digital e conectado.

A escolha do método criptografico adequado depende do contexto de aplicagc@o e dos requisitos de
seguranca necessarios. Além disso, a seguranca da criptografia também depende da forca das chaves
de criptografia usadas, bem como da seguranga do armazenamento e da transmissao dessas chaves.

Com a crescente demanda por seguranca digital, a criptografia continuard a ser uma drea de pesquisa
e desenvolvimento em constante evolucdo. Novos métodos criptograficos estdo sendo desenvolvidos
para atender as necessidades de seguranca cada vez mais rigorosas em ambientes digitais, e a ado¢do
de técnicas avancadas de criptografia se tornard ainda mais importante para garantir a seguranca dos
dados em um mundo cada vez mais conectado.
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Resumo

A dinamica por trds de sistemas caéticos € utilizada para prever o compor-
tamento futuro de diversos problemas praticos como a previsdo do tempo
Palavras-chave .
ou o comportamento de um fluido turbulento no espago. Para compreender
melhor o comportamento de tais fendmenos € necessario o conhecimento
Sistemas dinimicos. tedrico sobre sistemas dindmicos e suas propriedades. Assim, o trabalho
Comportamento cadtico. em questdo apresenta técnicas e ferramentas para analisar a dindmica de
Aplicagio quadritica. uma ampla classe de aplicagdes quadréticas. Inicialmente, sdo avaliados os
pontos fixos da fungdo e analisada sua dindmica para todo x no intervalo
unitério [0, 1] . Por fim, é realizada uma andlise da dindmica global da apli-
cacdo, onde € mostrado que ela pode apresentar comportamento cadtico para
determinados valores do pardmetro .
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1 Introducao

Neste trabalho serd discutida e analisada a aplica¢do quadrdtica F),(z) = px(1 — ) com > 1. O
comportamento dessa funcdo sob iteracdo foi compreendido na década dos anos 90 e ilustra muitos
dos fendmenos importantes que ocorrem em sistemas dinamicos. Usando a composi¢do de funcdes

obtemos a lista de nimeros

xo, Flu(xo), Fu(Fu(xo)), Eu(Fu(Fu(z0))) - -

Esse serd nosso sistema dindmico e analisaremos como a dindmica desta fungdo mudard a medida
que o parametro p varia, [ |].Veremos que a dindmica simbdlica € um modelo muito importante para

entender estas iteracdes.
Proposicao 1.1. Supondo ;1 > 1.
1. Sex <0, entdo F}}(x) — —o0 quando n — oo.
2. F,(0) = 0.
3. 0<p, <1, F,(p,) = p, quando p, = “Tfl
4. F,(1) = 0.
5. Sex > 1, entdo F;‘(x) — —00 quando n — Q.
Demonstracdo. Os items 2 e 4 sdo imediatos.
1. Se x <0, entdo px(1l — x) < pxr < z. Assim F,(r) < x. Logo F}}(r) — —oo.
3. Sep>1lentdo 0 < u—1 < p. Logo 0 < p, < 1e se verifica que F),(p,) = py.

5. Sex >1,entdo 1 —z < 0. Assim F),(x) < 0. Logo F}(x) — —oo0.

[
Figura 1: Andlise grafica de F),(z) = pz(1 — x) quando p > 1.
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Segue-se da proposi¢do acima, que as dindmicas interesantes de [, occorrem no intervalo / =

{z | 0 <z < 1}, uma vez que todos os pontos que néo se encontram em [ tendem para —oo, figura 1.

Proposicao 1.2. Sejal < p < 3.

1. F,, possui um ponto fixo atrator em p, = % e um ponto fixo repulsor em 0.
2. Se ) < x <1, entdo
lim F}'(r) = p,.

n—o0

Demonstragdo.

1. Pela proposigo 1.1 F), possui dois pontos fixos: 0 e p,,. Perceba que F,(0) = pe F(p,) = 2—pu.
Logo, 0 € ponto fixo repulsor para u > 1 e p,, € ponto fixo atrator para 1 < p < 3.

2. Consideremos o caso em que 1 < pu < 2, figura 2a. Se x € (0,1/2]. Entdo uma anélise
grafica mostra imediatamente que: | F,(z) — p, |<|  — p, | se  # p,. Consequentemente,
7 (x) — p, quando n — oo. Por outro lado, se z € (1/2,1), entdo F),(v) € (0,1/2), de modo

que o argumento anterior implica que F}(x) = F;~'(F,(x)) — py,» quando n — oo.

Figura 2: Andlise graficade F = px(1 —x) quandoa) 1 < pu < 2,b) 2 < pu < 3.

Para 0 caso 2 < ;1 < 3 aandlise gréfica é diferente, figura 2b. Note que 1/2 < p,, < 1. Considere
que P, seja o tnico ponto do intervalo (0,1/2) que é mapeado em p,, por F),. Assim, podemos
dizer que F}7 mapeia o intervalo [p,, p,] dentro de [1/2,p,]. Isso segue que F(x) — p, quando
n — oo para todo = € [p,,p,|. Agora supomos = < p,. Novamente a andlise grifica mostra
que existe um k > 0 de modo que F};(z) € [p,,p,]. Portanto, F¥*"(x) — p, quando n — co.
Finalmente, do mesmo modo que anteriormente, F, mapeia o intervalo (p,, 1) para (0,p,).

Como, (0,1) = (0,p,) UlPu, pu) Uy, 1) , finalizamos a andlise para o caso 2 < u < 3.
|

Assim, para 1 < p < 3, F), possui apenas dois pontos fixos e todos os outros pontos em [/
sdo assintoticos para p,. Assim podemos dizer que a dindmica da aplicacdo quadratica F), foi

completamente compreendida no intervalo analisado.
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2 Estrutura dinamica de I, com p > 4

Como dito anteriormente a dindmica de [}, acontece no intervalo unitdrio /. Observe que com
p > 4, o valor mdximo 1/4 de F), é maior que 1. Por isso pontos saem de I apds uma iteragdo de F),.
Denotamos o conjunto de tais pontos por Ay. Claramente Ay é um intervalo aberto com centro em 1/2
e possui a propriedade em que, se = € Ay, entdo F),(x) > 1, assim F}(x) < 0e F/(x) = —oc0. Ag é
o conjunto de pontos que escapam imediatamente de /. Todos os outros pontos de / permanecem em [
ap6s uma iteracio de F),. Seja Ay = {z € I | F)(z) € Ag}. Sex € Ay, entdo F(x) > 1, F(x) <0,

€ assim como antes, Fg(x) — —o0. Por dedugio,
A, ={zel|F}(x)eA}.

Isto é, A, = {z el |Fi(z) €l para i <n mas F}™(z) ¢ I}, de modo que A, consiste em
todos os pontos que escapam de / na n + 1 iteragdo. Como anteriormente, se = se encontra em A,,, sua
orbita enventualmente tenderd para —oo. Agora que ja conhecemos o destino de todos os pontos que
se encontram em A,,, nos resta analizar o comportamento dos pontos restantes, ou seja, 0s pontos que

nunca escapam de [; esse conjunto de pontos se encontra em

A=1T- DA"
n=0

Para entender exatamente qual é esse conjunto de pontos, descreveremos com mais cuidado a
construcdo recursiva. Visto que Aj é um intervalo aberto centrado em 1/2, I — A, consiste em dois

intervalos fechados, /y na esquerda e /; na direita. Observe a figura 3.

Figura 3: Andlise grifica de F), = pz(1 — x) quando p > 4 com intervalos Ay, Iy e I;

Observe que F), € crescente em I, e decrescente em [;. Desde que F),(Iy) = F),([;) = I, existe
um par de intervalos abertos, um em /; e outro em /; que sdo mapeados em A, por F},. Esse par de
intervalos é precisamente o conjunto A;. Agora consideremeos I — (Aq | A;). Esse conjunto consiste
de 4 intervalos fechados e '}, mapeia cada um monotonicamente em /; ou /;. Consequentemente F’ 5
mapeia cada um em /. Portanto podemos ver que cada um dos quatro intervalos em I — (Aq|J A1)

contém um subintervalo que possui imagem em Ag por Flf Logo, pontos de tais intervalos escapam

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
127 Anais da XII Mostra IC



de I ap0s a terceira iteragdo de F},. Esse conjunto de subintervalos é denominado A,. Podemos dizer
que o conjunto A,, consiste em 2" intervalos abertos e disjuntos. Além disso, F}' possui no minimo 2"
pontos fixos ou, equivalentemente, Per, (F},) possui 2" pontos em /.

A construcdo do conjunto A ocorre de maneira semelhante a construcdo do conjunto de tercos
médios de Cantor. A € obtido pela sucessiva remogao de intervalos abertos dos meios de um conjunto

de intervalos fechados.
Teorema 2.1. Se ;i > 2 + /5, entdo A é um conjunto de Cantor.

Portanto, para 1 > 4 qualquer ponto tende a —oo quando aplicado F), ou entdo Orbitas inteiras

A, Iremos utilizar um modelo simbdlico

se encontram em A. Para compreender a estrutura de F),
que descreve a dindmica de F), da maneira mais simples possivel. Consideremos o espago Yy =
{s = (sos182...) | s; = 0 ou 1} chamado de espaco sequéncia que possui infinitas cadeias de
inteiros como (000...) ou (0101...). Definamos neste espago a aplicacao shift o : ¥ — ¥, dada
por o (sp$182...) = (s18283. .. ). Esta aplicagdo tem as seguintes propriedades: a cardinalidade de
Per, (o) é2". Per(o) é denso em X, e existe uma 6rbita densa para o em .

Relacionaremos agora a aplicagdo shift com a fung¢@o quadratica F'u(z) = px(1 — x) quando pu é
grande o suficiente. O itinerdrio de = é uma sequéncia S(z) = sgs152... onde s; = 0se F'(z) € Ine

s; = 1se F'(z) € I. Isso é, S(x) é um ponto no espago sequéncia Y. Logo, considera-se
S:A— Yo

Sepu>2+ V5, entdo S : A — Y5 é um homeomorfismo. Logo, A e Y5 sdo os mesmos. Além de que
S proporciona uma equivaléncia entre as dindmicas de F}, sobre A e o sobre X5, jaque So F), = 00 S.
Fungdes topologicamente! conjugadas sdo equivalentes em termos de suas dindmicas. Assim a fungio

quadratica possui as mesmas propriedades descritas para o.

Teorema 2.2. Seja F,(z) = px(1 — x) com ju > 2 + /5. Entdo: A cardinalidade de Per,(F),) é 2",

Per(F),) é denso em A e F,, possui drbita densa em A.

3 Comportamento Cadtico

Existem inimeras defini¢cdes de caos, adotaremos aqui uma abordagem topoldgica. Seja J um
espaco métrico. A fungdo f : J — J é topologicamente transitiva se para qualquer par de
intervalos abertos U,V € J existe n > 0 de modo que f*(U) NV # (). Intuitivamente, f possui
pontos que eventualmente se movem sob iteracao, de uma pequena vizinhanga arbitraria para outra.
Consequentemente, o sistema dindmico ndo pode ser decomposto em dois intervalos abertos e disjuntos

invariantes por f. Perceba que se a funcdo possui uma 6rbita densa, entdo claramente ela € transitiva.

Seja f: A — Aeg: B — B duas fungdes. f e g sdo topologicamente conjugadas se existe um homeomorfismo
h:A— Bdemodoqueho f=goh.
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f+J — Jpossui dependéncia sensitiva das condicoes iniciais se existe 0 > 0 tal que, para todo
x € J e qualquer vizinhan¢a N de x existe y € N e n > 0 de modo que | f"(z) — f™(y) |> ¢. Isto é,

existem pontos perto de x que eventualmente sdo separados de = por pelo menos ¢ sob a iteragio de f.

Definicdo 3.1. [ : J — J é dita cadtica em J se: [ possui dependéncia sensitiva das condigcoes

iniciais, f € topologicamente trasitiva e pontos periodicos sdo densos em J.

Afirmamos que uma funcao cadtica possui trés componentes: imprevisibilidade, indecomponibili-
dade e um elemento de regularidade. Um sistema cadtico € imprevisivel por causa de sua dependéncia
sensitiva das condicdes iniciais. Ele ndo pode ser decomposto em subsistemas que nio interagem sob
f pois sdo topologicamente transitivos. E, por fim, existe um elemento de regularidade: os pontos
periddicos, que sao densos.

Observe que F, = px(l —x) com pp > 2+ /5 possui dependéncia sensitiva das condicdes iniciais
em A. De fato, escolhemos ¢ menor que o didmetro de A, onde A, € o espago entre I, e [;. Seja
x,y € A. Se = # y, entdo as imagens de z e y devem diferir em pelo menos um ponto, digamos no
n—ésimo ponto. Logo, em um determinado momento da iteragdo, F;(z) e F}'(y) estardo em lados
opostos de Ay, de modo que F;(z) — F}(y) > Ag > 4. E possivel afirmar também que a aplicacio
F, = px(l —x)comp > 2+ /5 é topologicamente transitiva, uma vez que, segundo o teorema
2.2, F,, possui 6rbita densa em A. Assim, podemos dizer que a aplicagdo F), = pux(1 — x) apresenta

comportamento cadtico com . > 2 + /5.

4 Conclusao

O teorema 2.2 mostra o poder da dindmica simbdlica e da conjugacao topoldgica. A conjugagao
topoldgica garante que as Orbitas de ambas as fungdes sdo as mesmas e, além disso, a dindmica
simbdlica fornece uma medida aproximada da complexidade das 6rbitas em A. Assim, essas duas

nog¢des comprovam que a aplicacdo shift ¢ um modelo preciso para a familia quadrética.

Agradecimentos

O presente trabalho foi realizado com apoio do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico

e Tecnolodgico — Brasil (CNPq) através do programa de Iniciagcdo Ciéntifica e Mestrado (PICME).
Referéncias

[1] R.L DEVANEY. An Introduction To Chaotic Dynamical Systems. 2a. ed. Addison-Wesley
Publishing Company, 1986. isbn:0-201-13046-7

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
129 Anais da XII Mostra IC



17/05 0 19/05

Xl Mostra

de Iniciocdo Cientifica

da FAMAT &),

A dinamica de aplicacoes no circulo unitario

Luis Otavio de Oliveira Alvarenga

UFTM, Engenharia Mecanica, Universidade Federal do Tridngulo Mineiro, Uberaba, MG, Brasil
alvarengaluis443@gmail.com

Hernan Roberto Montifar Lopez

UFU, Faculdade de Matematica, Universidade Federal de Uberliandia, Uberlandia, MG, Brasil
montufar@ufu.br

Resumo

Palavras-chave A dinamica de aplicagdes no circulo unitdrio é um campo de estudo que
envolve o estudo de fun¢des que mapeiam o circulo unitario em si mesmo, e
os comportamentos que essas fun¢des apresentam. Neste trabalho, explorou-
se alguns dos conceitos fundamentais da dindmica de aplica¢des no circulo
unitario, incluindo o comportamento cadtico, pontos periédicos, pontos fixos
e pontos eventualmente periddicos. No final, esperamos oferecer uma visao
geral clara e concisa desse campo de estudo que tem aplicagdes em diversas
areas da matemadtica.

Sistemas dinamicos.
Comportamento cadtico.
Circulo unitdrio.
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1 Introducao

Para modelar um fendmeno natural é necesario introduzir um espaco que descreva seus estados
possiveis e uma lei de evolugdo que descreva como esse fendmeno evolui no tempo. A teoria dos
sistemas dindmicos busca compreender o comportamento de longo prazo destes sistemas em evolug@o.
Se o tempo ¢ € um nimero inteiro, dizemos que o sistema dinamico € discreto e serd descrito por uma
aplicagc@o f no espaco de estados M.

f-M—M

As composicdes desta aplicacdo gera a dindmica do sistema. Assim, ao estudar sistemas dinamicos
discretos estamos interessados em conhecer todas as iteragdes de um ponto € seu comportamento.
Uma 6rbita de € M é o conjunto O(x) = {f™"(z) : n € Z}. O ponto = é um ponto fixo de
fse f(x) = x. Se f"(x) = x o ponto x é um ponto periddico de periodo n. O conjunto de pontos
periddicos de periodo n é denotado como Per,(f). J4 o conjunto de pontos fixos sdo denominados
por Fiz(f). O conjunto de todas as intera¢des de um ponto periédico formam uma 6rbita periédica.
Consideremos o ciculo unitério S*: pontos de S* sdo determinados de forma padrio pelo angulo 6
em radianos. Assim, um ponto pode ser denotado por qualquer angulo na forma 6 + 2k, onde k € um

niimero inteiro. Agora considere 0 homeomorfismo'
f:8 = 51

dada por f(6) = 20. Como f™(0) = 2"6, 0 é periddico de periodo n se e somente se 2”6 = 0 + 2k

para qualquer £ inteiro, ou seja, se e somente se 6 = Qik_’rl, onde 0 < k£ < 2" — 2 € um inteiro.

* Sen = 1, temos 20 = 6 + 2k7. Logo Fiz(f) = {0}.

* Sen =2, temos 2%0 = 0 + 2km < 6 = 2™ Logo Pery(f) = {0, %, 47}

* Sen =3, temos 2°0 = 6 + 2km < 6 = 2. Logo Pers(f) = {0, &, %, & 8¢ 10r 1213

Logo, os pontos periédicos de periodo n para f sdo as (2" — 1) rafzes unitdrias.

Um ponto z € eventualmente periddico com periodo n se x ndo € periddico mas existe um m > 0
de modo que f""(z) = f*(z) para todo i > m. Consideremos a mesma fungio f(#) = 26 no circulo.
Note que f(0) = 0 é fixo. Se § = 2kx /2" entdo f"(0) = 2k7 de modo que # é eventualmente fixo.

e Sen =1, temos # = kx. Logo 6 = 7 eventualmente fixo.

e Sen =2,temos 0 = %” Logo 0 = 7, , ‘%” sdao eventualmente fixos.
e S _ e_kﬂ' 9_7r7r37r 5t 3w Tm o
en =3, temos § = “F. Logo 0 = 7, 7, °F, m, °F, ¢, T sdo eventualmente fixos.

'Um homeomorfismo é uma fungdo continua, invertivel e com inversa continua.
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E isso significa que pontos eventualmente fixos sdo densos em S*.
Desta forma, homeomorfismos no circulo podem ter pontos de qualquer periodo. Isto ndo acontece

na reta onde sé podem existir pontos periédicos de no méximo periodo dois.
Proposicio 1.1. Seja f : R — R um homeomorfismo. Entdo ndo existe x € Per,(f) comn > 2.

Demonstracdo. Afirmamos que f € estritamente crescente ou estritamente decrescente. De fato:
suponha que ndo é estritamente crescente entdo existem z < y < z taisque f(z) < f(y) e f(2) < f(y).
Pelo teorema do valor intermedidrio, existe a € (z,y) e b € (y, z) tais que f(a) = f(b). Mas a # b,
assim f ndo € injetiva. Contradicdo, ja que por hipétese f € homeomorfismo. Analogamente para o
caso que nao € estritamente decrescente.

Para f estritamente crescente temos: f(z) < z, f(z) = x ouz < f(z). Se f(z) < x entdo
f?(z) < f(x) < z. Porindugdo, f"(x) < x para n € N. Portanto,  ndo € ponto periédico. Se
f(z) = x entdo x € um ponto fixo. Se x < f(x), por indugdo x < f"(z) paran € N. Portanto, x ndo
€ ponto periddico.

Para f estritamente decrescente temos: z < y = f(z) > f(y) = f*(z) < f*(y). Assim, f?¢é
estritamente crescente. Logo existe z tal que f?(z) = x, ponto periodico de periodo 2. Portanto, nio

existem pontos periddicos de periodo maior que 2. [

2 Comportamento de S?

O objetivo de sisemas dindmicos é compreender a natureza de todas as Orbitas, além de indentificar
o conjunto de Orbitas que sdo periddicas, eventualmente periddicas, assintéticas, etc. Por ser uma
tarefa impossivel de se resolver, na pratica, optamos por uma abordagem unicamente qualitativa e

geométrica para entender a dindmica dos sistemas dados, [1].

Definicdo 2.1. Seja p um ponto periédico de periodo n. O ponto p é hiperbdlico se | (") (p) |# 1. O
ponto p é chamado de ponto periddico atrator se | (f™) (p) |< 1. Se n = 1, 0 ponto p é dito ponto fixo.
O ponto fixo hiperbdlico p com | f'(p) |> 1 é chamado de ponto fixo repulsor.

Pontos periddicos atratores de periodo n apresentam vizinhanca localizada dentro de si por f”.
Essa vizinhanga é denominada como conjunto estdvel local e € denotada por W? .. J4 para os pontos
fixos repulsores, existe um intervalo aberto U de p de modo que, se = € U, x # p, existe k > 0 tal que
f¥(x) ¢ U. A vizinhanga U de p é denominada conjunto instdvel local e é denotado por W},.

O gréfico de uma func¢do real proporciona informagdes sobre a primeira iteracio e apenas informa-
¢oes simplificadas sobre as iteragdes subsequentes. Para entender as iteragdes mais altas poderiamos
tentar tracar cada um dos graficos, mas esse € um processo complexo. Portanto, utiliza-se um método
mais eficiente, o retrato de fase. O retrato de fase consiste em uma representagao geométrica das
trajetérias de um sistema dindmico. Basicamente, para esbocgar o retrato de fase da dindmica no circulo

unitdrio, tracamos um circulo de raio 1, escrevemos a fun¢do na forma polar, marcamos o ponto
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incial que desejamos analisar, definimos e tracamos os pontos fixos existentes e analisamos quais sao
atratores ou repulsores. Em seguida desenhamos uma seta que sai dos pontos repulsores para os pontos
atratores. Com esta representacdo € possivel determinar de forma qualitativa onde determinado ponto
se encontrard apos n iteragoes.

Exemplo 1: Seja f(0) = 0 + esin (20) para 0 < ¢ < 1/2. Note que f possui pontos fixos em 0,
/2, me3n/2. f'(0) = fl(m) =1+4+2¢>1e f'(7/2) = f'(37/2) =1 —2¢ < 1. LogoOem
sdo pontos fixos repulsores enquanto /2 e 37 /2 sdo pontos fixos atratores. Analogamente, quando
f(6) = 0 + esin (40), f possui pontos fixos repulsores em 27, 7/2, 7, 37 /2 e pontos fixos atratores

em /4, 3n/4, 5n /4, Tn /4. Os retratos de fase dessas fun¢des podem ser vistos na figura 1.

Figura 1: Retrato de fase de a) f(0) = 6 + esin (20) e b) f(0) = 6 + esin (46)

Exemplo 2: Translacdo no circulo. Seja A € R e 7T)\(6) = 6 + 2wA. A fungdo T) apresenta
comportamento bastante diferente de acordo com a racionalidade ou irracionalidade de A. Se A = p/q,
onde p e ¢ sdo inteiros, entdo 7Y (0) = 6 + 27p = 6 de modo que todos os ponto sejam fixos por 7.

Quando ) € irracional, a situagdo € diferente, como pode ser visto no teorema abaixo.
Teorema 2.2. Cada érbita T é densa em S* se \ é irracional.

Demonstragdo. Seja 0 € S'. Os pontos na 6rbita de 6 sdo distintos se Ty (0) = T(6), entdo
temos (n — m)A € Z, de modo que n = m. Qualquer conjunto infinito de pontos no circulo deve
possuir um ponto limite. Assim, dado qualquer ¢ > 0, devem existir inteiros n e m de modo que
| T7(0) — T7™(0) |< €. Seja k = n — m. Entdo | T{(0) — 6 |< €. Assim T), preserva comprimentos
em S'. Consequentemente, 7% mapeia o circulo conectanto 6 a 7% (6), TF(0) a T () que possui
comprimento menor que ¢. Isso mostra que os pontos 6, T%(6), TZ*(0) ... dividem S* em arcos de

comprimento menor que €. L
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3 Caosem St

Analisada a dinamica bésica de funcdes no circulo e definidos os pontos fixos e periddicos, podemos
verificar se seu comportamento € cadtico ou ndo. Para isso, seja J um espagco métrico e consideremos

as definicdes abaixo.

Definicao 3.1. A funcdo f : J — J é topologicamente transitiva se para qualquer par de intervalos
abertos U,V € J existe n > 0 de modo que f"(U) NV # (.

Intuitivamente, uma fung¢do topologicamente transitiva possui pontos que eventualmente se movem
sob uma iteragdo, de uma pequena vizinhanga arbitrdria para outra. Consequentemente, o sistema
dindmico ndo pode ser decomposto em dois intervalos abertos e disjuntos que nao variam com a funcao.

Perceba que se a funcdo possui uma 6rbita densa, entdo claramente ela € transitiva.

Definicao 3.2. f : J — J possui uma dependéncia sensitiva das condigdes iniciais se existe 6 > (

de modo que, para todo x € J e qualquer vizinhanca N de x existe y € N en > 0 de modo que

| (@) = () |> 0.

Logo, uma fun¢do possui dependéncia sensitiva das condigdes iniciais se existem pontos perto de x

que eventualmente sdo separados de x por pelo menos § sob a iteracdo de f.

Definicao 3.3. A funcdo f é dita caotica em J se: f possui dependéncia sensitiva das condi¢coes

iniciais; f é topologicamente trasitiva; pontos periodicos sdo densos em J.

Resumindo, podemos afirmar que uma fungdo cadtica possui trés componentes: imprevisibilidade,
indecomponibilidade e algum elemento de regularidade. Um sistema cadtico € imprevisivel por causa
de sua dependéncia sensitiva das condi¢des iniciais. Ele ndo pode ser decomposto em subsistemas que
ndo sofrem iteracdo de f pois sdo topologicamente transitivos. E, por fim, durante o comportamento,

existe um elemento de regularidade, ou seja, os pontos periddicos, que sdo densos.

Exemplo 3: Uma rotagdo irracional do circulo é topologicamente transitiva, mas niao possui depen-
déncia das condig¢des iniciais, uma vez que todos os pontos matém a mesma distincia apos a iteragao.

Logo a rotagdo irracional no circulo ndo apresenta comportamento cadtico.

Exemplo 4: A fungio f : ST — S dada por f(#) = 20 apresenta comportamento cadtico. A distAncia
angular entre dois pontos € dobrada com a iteragdo de f. Isso significa que f possui depedéncia
sensitiva das condi¢des iniciais. A transitividade topoldgica também segue desta observacdo, uma vez
que qualquer arco pequeno em S' é eventualmente expandido por algum f* para cobrir todo S* e, em
particular, qualquer outro arco em S'. Podemos dizer que a fungfio também possui uma forte forma de

dependéncia sensivel chamada expansividade.
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4 Conclusao

A partir da proposi¢do 1.1, do teorema 2.2 e das defini¢cdes apresentadas neste trabalho, é possivel
concluir que aplicacdes no circulo unitdrio apresentam rica dindmica. Apresentando comportamento
cadtico ou ndo, podemos afirmar que aplicagdes em S' oferecem diversas oportunidades para o estudo
de sistemas dindmicos complexos e para a descoberta de novos comportamentos. Espera-se que este

trabalho tenha fornecido uma introducao ttil e acessivel a esse campo da matematica.
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Resumo

Palavras-chave A defini¢do de caos segundo Devaney diz que pra uma fun¢do ser cadtica

ela deve satisfazer trés propriedades: ter densidade de pontos periddicos, ser

transitiva e sensivel as condi¢des iniciais. Contudo, € possivel propor algu-

Dinamicas cadticas. mas redugdes para a ocorréncia do caos, de forma que duas ou apenas uma

Caos segundo Devaney. das propriedades j4 seja suficiente para implicar a caoticidade. E uma delas

Redugido no caos de Devaney. prop J ] p p K L. )
provada por Berglund e Vellekoop, é que, em intervalos, a transitividade ird
implicar no caos. Neste trabalho, tal reducdo é apresentada e, por meio de
exemplos, € estabelecido que outras redugdes ndo sao possiveis.
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1 Introducao

A definicdo de caos para fungdes f: X — X definidas num espago métrico X, introduzida por
Devaney em [3] envolve trés condi¢cdes. A primeira delas se refere ao conjunto dos pontos periddicos
de f, ou seja, pontos = € X tais que f"(z) = x, para algum natural n. A propriedade é que o
conjunto dos pontos periodicos seja denso em X. A segunda caracteristica de sistemas cadticos é
a transitividade, a qual estabelece que para qualquer par de pontos x e y em X, e qualquer £ > 0,
existem n natural e um ponto z € X que esta e-préximo de x e tal que f"(z) estd e-proximo de y.
A condig@o final € a sensibilidade as condigdes iniciais que ocorre se existir um /3 > 0 tal que para
quaisquer x em X e ¢ > 0, hd um y que estd e-préximo de = e um n natural tais f"(z) e f"(y) distam

pelo menos 5. Em resumo:

Definicao 1.1. [Caos de Devaney [3]] Seja X um espagco métrico. Uma funcdo f: X — X é dita

caotica em X se:
1. os pontos periodicos de f sdo densos em X,
2. f é transitiva,
3. f depende sensivelmente das condicdes iniciais.
Em [ 1] Banks et al mostraram a seguinte reducao na Defini¢cdo 1.1:

Teorema 1.2 (Banks et al [1]). Seja X um espaco métrico. Se uma funcdo continua f: X — X é

transitiva e possui densas orbitas periodicas entdo f depende sensivelmente das condicdes iniciais.
Para funcdes continuas definidas em intervalos, Berglund e Vellekoop obtiveram a seguinte redugao:

Teorema 1.3 (Berglund e Vellekoop [2]). Sejam I um intervalo, ndo necessariamente limitado, e

f: 1 — I uma fungcdo continua. Se [ é transitiva em I entdo f é cadtica em I.

Baseados em [2], no que segue, apresentaremos a demonstragcdo deste resultado. Note que, pelo
Teorema 1.2, serd suficiente mostrar que a transitividade de f implica densidade de pontos periédicos
de f em /. Ainda em [2], Berglund e Vellekoop deram exemplos que ilustram a impossibilidade de
outras redugdes no caos de Devaney para fungdes continuas definidas em intervalos. Tais exemplos
serdo apresentados na Secdo 3.

2 Demonstracao do Teorema 1.3

Para demonstrar o teorema faz-se necessario o uso do seguinte lema:

Lema 2.1. Sejam I um intervalo, ndo necessariamente limitado, e f : [ — I uma funcdo continua. Se
J C I for um intervalo que ndo contém pontos periddicos de f e z € J é tal que f"(z) e f(z) € J
com (0 <m <n,entdoz < f"(z) < f"(z)ouz> f"(z) > f"(2).
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Demonstracdo. Suponha por absurdo que existaum z € J satisfazendo [™(z), f"(z) € J,z < f"(2)
e f[M(z) > f"(z), com 0 < m < n. Defina a fungdo g(z) = f™(x). Sabe-se que z < g(z), vamos
provar que isso implica que z < g(z) < g%**Y(z), para todo natural ¥ > 1. Com efeito, se isto
nio ocorre, seja ko o menor natural tal que g*o+Y)(2) < g(z). Assim, para a funcio g*(z) — =,
teriamos g™ (2) > g(z) > z, ou seja, g**(2) — z > 0 e também que " (g(z)) — g(z) < 0. Mas, pelo
Teorema do Valor Intermedidrio, isto implica que existe um ponto ¢ €z, g(z)[C J com g¥(c) —c = 0,
fornecendo um ponto kgm-periédico de f em J. Entdo, z < ¢*(z) para todo k > 0, em particular para
k=mn—m>0,segue que z < f(("=™m)(2) ouseja, 0 < f{=mIm) () — 2,

Agora usando f(z) = f"™(f™(2)) < f™(z), tomando h = f(™~™) vamos mostrar que
REED(fm(2)) < h(f™(2)) < f™(2), para todo natural k > 1. De fato, do contrario, tome ko 0 menor
natural tal que oV (f™(2)) > h(f™(2)). Neste caso, para a fungio h*(x) — z, temos h*o (™ (z)) —
f™(z) < 0eh™(h(f™(2))) — h(f™(z)) > 0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe
d €]f™(z), h(f™(z))[c J tal que h**(d) = d, fornecendo um ponto ko(n — m)-periédico de f em J.
Tal contradigdo mostra que h*(f™(z)) < f™(z), para todo natural k > 1. Em particular, se k = m
segue que FmIm(fm(2)) — fm(z) < 0.

Dos pardgrafos acima e do Teorema do Valor Intermedidrio existe y €|z, f™(z)[C J tal que

fln=mm) () — 4 = 0, fornecendo um ponto periédico de f em .J, tal contradi¢io prova o Lema. M

Este resultado € suficiente para a:
Demonstragdo do Teorema 1.3.

Pelo Teorema 1.2 € suficiente provar que se / € um intervaloe f : I — I € uma fun¢o continua, a
transitividade de f implica que o conjunto dos pontos periddicos de f serd denso em /.

Suponha, por absurdo, que exista um intervalo aberto J C [ sem pontos periédicos de f. Tome um
x € J,um conjunto aberto N C J contendo x e outro intervalo aberto £ C J\ N. Se f € transitiva em
I, entdo existe um m > 0, parao qual f™(N)(FE # D eentdioumy € J com f"(y) € E C J. Como
J ndo contém pontos periddicos, segue que y # f™(y) e como f é continua existe uma vizinhanga
U deycom f™(U) (U = @. Se U € um intervalo aberto, pela transitividade, novamente, pode-se
encontrar um n > meum z € U com f"(z) € U. Mas entdo terfamos 0 < m <ne z, f*(z) ¢ Ue
isso viola o lema acima. De fato, temos z, f(2), f"(z) € J com 0 < m < n, tais que f™(z) nunca

estd entre z e f"(z), uma vez que os dois dltimos estdo no intervalo U e f™(z) estd fora de U. [

3 Exemplos

A seguir sdo apresentados exemplos, dados em [2], que estabelecem a impossibilidade de outras
redugdes na defini¢do de caos além das mencionadas acima.

Iniciamos observando que a func¢do identidade (y = z), fornece uma dindmica continua num
intervalo com densidade de pontos periddicos porém sem apresentar transitividade e nem sensibilidade

as condig¢des iniciais.
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O proximo exemplo mostra que para uma fungdo continua num intervalo, sensibilidade as condi¢oes

iniciais e densidade de pontos periddicos, ndo garantem transitividade.

Exemplo 3.1. Defina em I = R a fungdo

3z se 0§93<%

1 2

fa) = —3r 4+ 2 se §§x<§

3z — 2 se §§x<1
flz—=1)4+1 se 1<z

Com o esbogo de parte do grdfico de f, visto na Figura 1, induz-se que o comportamento de f no
quadrado [0, 1] x [0, 1] ird se repetir em cada quadrado [n,n + 1] x [n,n + 1] do plano zy. Sendo

assim, é suficiente entender a dindmica da funcdo no primeiro destes quadrados.

0 1 2

Figura 1: Gréfico de f(x)

Na Figura 2 é exposto o comportamento do grdfico de f* no intervalo [0, 1].

Figura 2: Gréfico de f%(z) para o intervalo [0, 1] sobreposto pela fung¢o identidade

Note que enquanto o grdfico da f em [0, 1] é constituido de 3 segmentos de retas, o grdfico da f? é

constituido por 9 segmentos de retas o que permite induzir que quando a f € iterada, a quantidade de
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tais segmentos de retas é multiplicado por trés, e o intervalo no eixo x associado a cada segmento é
divido por trés sendo todos uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1].

Assim, pode ser induzido que o niimero de segmentos de retas da n-ésima iterada f" de f é dado
por 3" com intervalos de comprimento 1/3". Isto permite concluir que dado um subintervalo qualquer
J C [0,1] de raio € existird um n € N para o qual a imagem f"(J) = [0,1], o que implicard na
intersegdo entre os grdficos de " e a identidade ocorrendo dentro do intervalo J, o que prova a
densidade de pontos periddicos. Além disto, fazendo § = 1/2 e dado x € J existird um y € J, que
estard e-préximo de x, para o qual f"(y) estard a, pelo menos, [3 de distancia de f"(x), o que mostra
a sensibilidade as condicoes iniciais.

Ainda observando o grdfico de f, concluimos que para f([0,1]) = [0, 1], isto implica que f :

[0,2] — [0, 2] ndo é transitiva.

A seguir € apresentada uma fun¢do continua num intervalo com sensibilidade as condi¢des iniciais

sem densidade de pontos periddicos.

Exemplo 3.2. Considere a fungdo g(x) definida no intervalo I = [0, 3] por

%x se O§x<%
g(.%'): 3 1 3
s(I—z) se ;<r<4

O grdfico dessa funcdo pode ser visualizado na Figura 3.

Figura 3: Grifico de g(z) sobreposto pela fungdo identidade

Analisando os grdficos de g e de g*(x), que pode ser visto na Figura 4, é possivel induzir que dado
um ponto no intervalo 10, 3 /8| em algum momento sua drbita ird cair no intervalo [3/8, 3 /4] e a partir
dati tal orbita nunca mais retorna ao intervalo 10, 3/8|.

Uma primeira consequéncia desta propriedade é que g ndo terd pontos periddicos em |0,3/8] e
portanto ndo apresentard densidade de pontos periodicos.

Outra consequéncia é que g serd invariante no intervalo [3/8,3/4], ou seja, as iteradas de pontos
neste intervalo permanecem nele. Sendo assim, como ambas partes da funcdo tem fator multiplicativo

3/2 > 1, dado qualquer subintervalo J de [0, 1], para n suficientemente grande, sua iterada g"(.J)
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06

0:2

0.2 04 06

Figura 4: Gréfico de ¢g*(x) sobreposto pela fung¢o identidade

conterd o intervalo [3/8,3/4]. Portanto, por raciocinio andlogo ao do exemplo anterior, é possivel
concluir que g é sensivel com 3 = (3/8 4+ 3/4)/2 = 9/16.

4 Consideracoes finais

Com base em [2], foi demonstrado que para fun¢des continuas definidas em intervalos da reta
real, a transitividade € suficiente para obter a caoticidade da fun¢do. Para isto, foi usado uma redugao
dada em [ ] que diz que densidade de pontos periddicos e transitividade implicam sensibilidade as
condi¢des iniciais. Além disso, por meio de exemplos, ficou estabelecida a impossibilidade de outras

reducdes na definicao de caos além destas.
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Resumo
Pal -ch .y .- .
alavras-chave A Entropia € uma grandeza Fisica abstrata que foi estudada e dado uma
formulagao estatistica por Ludwig Eduard Boltzmann. Em um primeiro
contato com a formula de Boltzmann, nos cursos de fisica bdsica, parece in-

Entropia.
Logaritmo. tuitiva a sua definicdo. Contudo uma pergunta interessante seria: existe uma
Boltzmann. outra fung@o que possa representar os pré-requisitos do gedankenexperiment
da expansdo livre de um géas? Nesse trabalho daremos a resposta para tal
questao.
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1 Introducao

Nos cursos bésicos de fisica se encontra o primeiro contato com a Segunda Lei da termodinamica
a “entropia”, onde a variacao da entropia em sistemas fechados € estudado. Podemos atribuir a lei
ao estudo empirico dos fisicos e engenheiros que trabalhavam na area da termodindmica. Gragas ao

gedankenexperiment da expansao livre de um gas, a saber:

“Ha um paralelismo completo entre a evolu¢do do macroestado de um sistema no sentido
da probabilidade crescente e o principio de aumento da entropia, o que nos leva a inferir

que a entropia deve ser uma medida de probabilidade termodinamica.” [1].

Na mecanica estatistica, a formula de entropia de Boltzmann (também conhecida como equacdo de
Boltzmann-Planck) € uma equacg@o que permite calcular a entropia e o nimero de micro-estados de um
sistema especifico. A férmula de Boltzmann mostra a relacio entre a entropia e o nimero de maneiras
pelas quais os 4tomos e moléculas de um sistema termodindmico podem ser organizados.

Através de estudos empiricos, Boltzmann observou que a entropia € uma grandeza que pode ser

representada por uma fungdo real f(x), tal que para todo x € R é crescente, isto &,
i) fécrescente,istoéz <y < f(x) < L(y),
e aditiva, ou seja,
i) f(z-y)=fz)+ f(y),

uma vez que a entropia dos sistemas resultantes .S € a soma das entropias, porém como os sistemas sao

independentes a probabilidade P € o produto das probabilidades. Logo,

P:P1'P2:>5251+52

Nesse contexto, dizemos que f € uma func¢do de Entropia de Boltzmann, se f satistaz as condi¢des

(i) e (i1) definidas anteriormente, mais precisamente, se 0 conjunto
E={feFR"R) | fsatifaz(i)e(i},

¢é ndo vazio.
Pergunta. Apds os estudos de Boltzmann, uma questdo natural a ser respondida é: o conjunto £ é nao

vazio? Ou seja, existem func¢des que satisfazem as duas propriedades observadas por Boltzmann?.

O préximo resultado dd uma resposta positiva a esta pergunta. Seja f € F(R,R). O conjunto

gerado por f, denotado por < f >, é definido por:

<f>={9€eFR,R) | g=kf,comk e R}.

Nestas condig¢des, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Se f € F'(R,R), entdo E =< In(z) >.
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2 Prova do Resultado

Prova do Teorema 1. Para provar o Teorema 1, temos que mostrar que

(a) <lnzx >C E;

(by £ C<lIlnz >.

Para verificarmos a inclusio do item (a) temos que mostrar que todo elemento de < Inx > é
crescente e aditivo. A prova do item (b) serd feito mostrando que, qualquer fun¢do do conjunto £ pode

se gerada a partir de uma outra fung¢do do conjunto.

Lema 2.1. A funcdo log z é crescente e aditiva. Logo < Inx > também compartilha da mesma

propriedades.

Demonstracdo. Seja f €< Inz >. entdo f(z) = klnx, onde k € R. Definimos o In x como

ln:p:/lx(l/t)dt

Primeiramente, vamos mostrar que f(x) é crescente. De fato, se x1 < x2, usando a defini¢do de

In z, bem como e as propriedades de integrais, temos

log:zcg—log:clz/ (1/t)d /1 (1/t)d
:/ (1/t) dt+/ (1/t)d
= [“apma

Como 1/t > 1/x,, para todo t € [z, xs], usando o Coroldrio do Teorema 1 de [2]. pag. 346-348.

Temos

0< (1/zg)(xg — 1) < /IQ(l/t) dt = log s — log 1.

1
Logo, log xy > log x1, se x5 > x1.
Agora, vamos provar que f € aditiva. Se a e b s@o reais positivos, entao
log (ab) = log a + logb.

Considere a fungéo g(x) = log(az), Yz > 0. g é uma func¢do composta g = log oh, onde h(x) = ax.

Pelo teorema sobre derivacdo de funcdes compostas, temos:

g'(x) = (log)'(h(x)) — M'(x),
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ou seja

Logo

1 1

(9(z) —log(z)) = ¢'(x) — log'(x) = ———=0

o que implica que g(x) = log x + k, onde k é uma constante, portanto

log (ax) =logx + k

para todo z > 0. Fazendo x = 1, temos

1
log(a)zlogl—i-k:/ (1/t)dt+k =0+ k.
1

Logo,

log (ax) = loga + logx
para todo z > 0. Em particular, para z = b temos (2.1). [

Logo, como f(z) é crescente e aditiva, entdo temos que f(z) € E. Dessa forma, < lnx >C E o

que mostra (a). Resta mostrarmos o item (b). O item (b) segue do proximo lema:

Lema 2.2. Se f, fo € E, entdo existe k > 0 tal que f>(x) = k - fi(z) para todo x > 0.

Demonstra¢do. Suponha que exista um nimero a # 1 tal que fi(a) = f(a). Para fixar ideias,
digamos que a > 1. Logo temos que f1(a") = fa(a”),Vr € Q. Pela propriedade 6 de [3], temos que
fi(a") =rfi(a) = rfi(a) = fa(a”). Suponhamos que exista algum b > 0 tal que f1(b) # f2(b). Por
exemplo f(b) < fo(b). Escolha um n € Z de tal modo que

fila) <n-[fa(b) = f1(b)].

Entao

fila") = - fla) < £2(8) = (D)

Por simplicidade, escrevemos ¢ = fl(al/ ™). Os numeros c¢, 2¢, 3¢, ... dividem R em invervalos
justapostos de mesmo comprimento c¢. Como ¢ < fy(b) — f1(b), pelo menos um desses nimeros,
digamos m - ¢, pertence ao interior do intervalos (f1(b), f2(b)), ou seja, f1(b) < m - c < fo(D).

Assim temos,

m-c=m- fi(a") = fi(a"") = fo(a™")
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Entao

filb) < fi(@™™) = fa(a™") < fo(b).

Como f; e [, sdo crescentes, pela propriedade i), temos da primeira parte da
desigualdade que fi(b)) < fi(@™) = b < a™", e da segunda parte
fi(@™™)y < fo(b) = a™™ < b Logo b = a, contrariando a nossa hipétese
incial, f1(b) # fo(b). Esta contradi¢do mostra que b ndo existe. Assim se da # 1 € RT tal
que fi(a) = fa(a) = fi(z) = fao(z),Vz > 0.

Agora, fi, fo € C. Seja k = fo(a)/fi(a),Va # 1. Pegue f3 € C, definido por f3(x) = k- fi(x).
Como f3(a) = k- fi(a) = [f2(a)/ f1(a)] - fi(a) = fa(a), segue-se do que foi provado acima que,
fs(z) = fo(x),Vx > 0, ou seja, que fo(z) = k- fi(x),Vx > 0, como queriamos demostrar. [

Como Inz, f € E. Segue que existe um k € R. tal que f(z) = kInz. Logo, f €< Inxz > o que
mostra que £/ C< Inz >. Portanto, por (a) e (b) concluimos a prova do Teorema 1 [

3 Conclusao

Assim concluimos que o conjunto £ € ndo vazio e gerado pela funcdo logaritmica. Contudo
ainda existe muitas questdes em aberto sobre o conceito e a funcdo de Entropia. Quais sdo suas
propriedades e significado? E quais sdo as relacdes das diversas defini¢cdes de Entropia em outras areas

do conhecimento?
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Resumo
Palavras-chave
Podemos garantir que a computagdo sé estd muito evoluida hoje por conta da
matemadtica, e um grande exemplo disso sdo os codigos corretores de erros,
Cédigos corretores vendo que a matemdtica auxilia a computacio a realizar tarefas como envio
Cddigos ciclicos de mensagens que ao nosso ver ndo produz erros. Dessa forma, esse trabalho
Cédigos Reed-Solomon g X ! p ? ”

tem a finalidade de mostrar de uma forma detalhada e compreensiva como

esse processo ¢é realizado em um cédigo conhecido como Reed-Solomon.
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1 Introducao

As vezes temos a sensacao de que nao ocorre erros no computador, sempre ocorre tudo dentro
do esperado, mas serd que erros ocorrem no computador? Claro que ocorrem, principalmente
em meios de comunicacao como a televisao, por conta de interferéncias. Porém quando uma
mensagem por exemplo é enviada de uma pessoa a outra nao é um simples processo de mandar
a mensagem, € nessario fazer alguns ajustes na mensagem com a possibilidade de corrigilé, e
assim entramos em um tépico muito importante na computacao, os cédigos corretores de erros.

2 Conceitos basicos

Os cédigos corretores de erros simplesmente codificam e depois decodificam a mensagem, dessa
forma vamos discutir sobre um tipo especifico de cédigo, os cédigos de Reed-Solomon, porém
vamos primeiramente entender alguns conceitos béasicos sobre codigos corretores de erros antes
de continuarmos.

Nos preocupamos agora em codigos lineares C C F, que sao subespagos vetoriais sobre o
corpo finito Fq (ver [1, Capitulo 3]).

Defini¢ao 2.1 Dado um cddigo linear C C ¥y comx,y € C, a distancia de Hamming, denotada
d(x,y), € o numero de posicées em que essas palavras do cédigo diferem.

Definigao 2.2 A distancia minima de um coédigo C € definada como:
d= mln{d(xyy) XY € C,x 75 U}

Definigao 2.3 Um cddigo linear C € descrito como [n,k, d] sobre um alfabeto Fy, onde n € o
comprimento da palavra codificada, k a dimensao do cddigo e d a distacia minima do codigo.

Quando estivermos em codigos ciclicos é bem comum nao saber d facilmente, assim vamos
denotar um cédigo também como [n, k], ou seja, omitindo a distdncia minima do cédigo.

Defini¢ao 2.4 Dado um cédigo linear C descrito como [n,k, d], vale a sequinte desigualdade
d<n—k+1

conhecida como Cota de Singleton, onde os codigos que valem a igualdade sdo conhecidos
como MDS (Mazimum Distance Separable).

Exemplo 2.5 Vamos criar um cédigo C = [5,2,d] com quatro elementos sobre I,
p1 = (00000), p2 = (11100), p3 = (00111), ps = (11011)
Tomando a definicao de distancia de Hamming vamos encontrar distancia minima do cddigo.
d(p1,p2) =3, d(p1,p3) =3, d(p1,p4) =4, d(p2,p3) =4, d(p2,p4) =3, d(p3,p4) =3
Assim a distancia minima do cédigo C € d = 3.

Com essa defini¢ao de distancia minima de Hamming ja é possivel definir nossa estratégia de
decodificacao: para qualquer n-tupla r recebida apds passar pelo canal de comunicagao, existe
uma unica palavra c € C tal que

d(r,¢) = min{d(r,x) : x € C}

onde podemos entao decodificar r como c.

Teorema 2.6 Dado C C Fy um cddigo linear na forma n,k,d], conseguimos corrigir no
mdaximo Lde]J erros, e detectar no mazximo d — 1 erros.
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3 Matrizes geradoras e teste de paridade

Até o momento nao realizamos nada que realmente codifica nossa mensagem m de tamanho k
para uma palavra de tamanho n, pois a escolha desse processo pode variar muito, vendo que
afetara bastante na distancia minima do nosso cédigo.

Definicao 3.1 A matriz geradora G de um cddigo linear C C Fy € uma matriz de tamanho
k X n onde suas linhas sao formadas por uma base ordenada p ={vi,Vva,...,V} tal que

T:Fk > Fy
a— aG

A matriz geradora de um c6digo C—[n, k, d] serve para codificar uma mensagem de tamanho
k para uma palavra de tamanho n. Para nos auxiliar a decodificar a mensagem transmitida,
vamos agora definir os cédigos duais.

Definicao 3.2 Seja C C Fg um cddigo linear [n,k, d] sobre Fq, existe um cdédigo Ct tal que
1 n—1
C-={eFy: ;)viui:O,VuE C}
1=

Corolirio 3.3 (CH)t =C.
Lema 3.4 Seja a € Ct & Ga' =0.

Seja H uma matriz geradora de C* temos pelo Corolario 3.3 e Lema 3.4 que v € C &
v e (CHt & Hv! =0. A matriz H que gera C+ é chamada teste de paridade de C, e com ela
fica mais facil saber se v € C, além disso essa matriz sera fundamental na parte da decodificacao
da palavra.

Definigao 3.5 Seja C um cdédigo linear com matriz teste de paridade H, dado v € C, chamare-
mos o vetor Hv! de sindrome de v.

Com essa defini¢ao de sindrome, poderemos definir como realmente ocorrera a decodificagao:
dado que queremos enviar uma mensagem m, codificamos a mensagem para c, porém apds passar
pelo canal de comunicacao recebemos 1, entao e = r — ¢, sendo e nosso vetor erro, € como por
definicdo temos He' = 0, temos que

He' =H(r"—c)T=HrT —Hc' =Hr" =5

Dado um cédigo que pode corrigir até t erros, se o numero de coordenadas nao nulas do
vetor e for menor que t, entdo pode-se provar a unicidade de e, assim ji temos o suficiente
para codificar e decodificar uma mensagem, porém ainda é bem complicado de encontrar essas
matrizes e utiliza-las com facilidade, assim vamos tentar melhorar a forma como essas matrizes
estao estruturadas.

Proposicao 3.6 Seja G = (A|lx) uma matriz geradora de C, entdo H = (In_y| — AT) € uma
matriz geradora de Ct. Essa forma de orgranizar as matrizes € conhecida como forma padrao.

Agora apesar de nao nos preocuparmos ainda em realmente codificar e decodificar, ja possui-
mos ferramentas para tal, agora podemos utiliza-las para ver alguns tipos especificos de cédigos.
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4 Codigos ciclicos

Definigao 4.1 Um cddigo C—[n,k,d] sobre Fq é denominado ciclico se, e somente se, Va € C,
¢ verdade que a’ € C, onde a = (ap, 1y...,An1) € @’ = (An_1,00y Aly.nyQn_2).

Porém essa definigao de cédigos ciclicos é bem dificil de concluir algumas informagoes, com
isso vamos definir a seguinte transformacao linear

T:IF‘; = Fqlx]/(x* = 1)
(g, A1yeneyQno1) — [ag+ arx+ -+ + an_1x™ ']

Levando em consideracao polinémios de Fq[x] sobre o polinomio f(x) = x™ — 1, a operacao
de shift (que transforma a em a’) é simplesmente multiplicar o polinémio associado por x, pois
x" = 1(mod f(x)), dessa forma

[x-[ao+arx+-+an1x" '] = [aox+arx* +- - -+ an2X" "+ an1x"] = [an_1 +aox+arx’ +- -+ an2x" ']

O espago gerado pelo polinémio g(x) € Fq[x]/(x™ — 1) é um subespago de Fq[x]/(x™ —1).
Quando o polinémio g(x) for um divisor ménico de f(x), esse subespago serd ciclico.

Exemplo 4.2 Considerando f(x) = x* —1 e g(x) = 14 x? serd gerado o seguinte subespaco
ciclico

S =T ({g(x))) = {(0000), (1010), (0101), (1111)}

Teorema 4.3 Dado g(x) um divisor ménico de f(x) = x™ — 1 de grau n —k, entdo g(x) gera
um subespago ciclico S de Fqlx] de dimensao k.

A base B ={g(x),xg(x),...,xg(x)} ja seria o suficiente para codificar a mensagem, porém
como explicado no capitulo anterior, para facilitar vamos encontrar uma base 3’ tal que nossa
matriz geradora seja da forma G = (Ix|A). Dessa forma, encontraremos a matriz teste de
paridade com mais facilidade.

Proposicao 4.4 Seja g(x) um polinémio gerador de um cddigo ciclico C — [n,k,d] sobre Fy.
Assim, podemos obter uma matriz geradora G de C com a sequinte base

B’z{%:Oﬁiﬁk—]},

Xn7k+i

O conjunto B’ = { IO
que g(x), logo teremos que o cédigo C terd matriz geradora e matriz teste de paridade definadas
da forma G = (A|lx) e H = (In_x| — AT), respectivamente, onde A é uma matriz k x (n — k).

Dado que ao codificar a mensagem obtivemos ¢ e recebemos a mensagem 1 apds passar pelo
meio de comunicacio, a sindrome s = Hr' nos ajudard na decodificacdo da mensagem, porém
na representacao polinomial o cdlculo da sindrome é um pouco mais facil de se realizar.

0<i<k— 1} é uma base que gera o mesmo subespago ciclico

Teorema 4.5 Dados 1(x) e s(x) os polinémios que representam a mensagem recebida v e a
stndrome de v apds realizar a transformacgdo linear, temos que s(x) € o resto da divisao de T(x)

por g(x).
Teorema 4.6 Seja um cédigo C — [n, k] sobre Fq gerado por g(x), dado v(x), que representa a

n—k—1
mensagem recebida, com sindrome s(x) = > six', temos que a sindrome de xr(x) €
i=0

1. xs(x), se grau(s(x)) <n—k—1

2. xs(x) —sp_x_19(x), se grau(s(x)) =n—k—1
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Como ultimo pré-requisito para estudarmos os c6digos Reed-Solomon devemos aprender uma,
maneira de decodificar dado um cédigo ciclico qualquer.

Definicao 4.7 Um burst error ciclico de tamanho t € um vetor tal que todas as posicées nao
nulas estao dentro de t posicoes ciclicamente consecutivas no vetor, sendo a primeira e a ultima
posicdo obrigatoriamente ndo nulas.

Exemplo 4.8

vi = (000010011000) tem burst ciclico de tamanho 5
v; = (000000111001) tem burst ciclico de tamanho 6
v3 = (010000000110) tem burst ciclico de tamanho 5

A ideia de burst errors sao interresante por conta que quando ocorrem erros na passagem do
canal de comunicagao, geralmente esses erros estdo em sequéncia (alguma interféncia naquele
momento em especifico por exemplo), assim a ideia é que se um cdédigo tem fator de corregao t,
ele consegue corrigir até t erros em sequéncia.

Exemplo 4.9 Um cdédigo C—[7,3] que é gerado por g(x) = 14+x+x2+x* tem fator de correcio
t = 2, assim teremos que cada burst € de tamanho no mdzrimo 2 e deverdo ser associados a
sindromes diferentes.

burst error | sindrome burst error | sindrome
x0 1000 xO(1+x) 1100
x! 0100 x1(1+x) 0110
x2 0010 x2(1+x) 0011
x3 0001 x3(1+x) 1111
x4 1110 x*H(1+%) 1001
x° 0111 x> (1 +x) 1010
x® 1101 x(1+x) 0101

Vamos supor que apds codificar uma mensagem m obtivemos ¢, porém apds passar pelo canal
de comunicagao obtemos r com sindrome s, assim temos que e = r — ¢, e por consequéncia da
Definicao 3.6 temos que s = He', porém mostramos acima que H = (I,_| — AT), assim caso
e = (s',0), onde 0 é uma k-upla nula, temos que s = (I,_st,—AT0) = He'. Porém unicidade
de e s6 ocorre quando w(e) < 1, onde 1 é a quantidade méxima de erros que podemos corrigir,
assim para que tal ocorra devemos garantir que w(s) < L.

Assim vamos definir si(x) como a sindrome de x'r(x), entdo quando w(si(x)) < 1, teremos
que x'e(x) = (s3,0) = e(x) =x""*(s;,0).

Porém para burst errors devemos analizar se e(x) é um burst < t, sendo t o maior burst
corrigivel, logo devemos garantir que s;i(x) seja um burst nao ciclico (pois se fosse ciclico nao
é verdade que burst de e(x) = (si(x),0) < t), agora basta encontrar o menor i tal que tem
burst <t e e(x) = (si,0).

Exemplo 4.10 Dado o cédigo do Exemplo 4.9 vamos supor que foi recebida uma mensagem
r=(0101110)

(%) =1+x° +x° =xg(x) + (1 +x +x?), assim temos que

so(x) =T +x+x2

s1(x) =x+x*+%°

s2(x) =14+ x4+

53(x) =1

Assim temos que e(x) = x'3s3(x) =x* -1 =x* = e =(0000100) = c=r1r—¢e =
(1001010) — (000100) = (1001110).

Apesar de conseguirmos fazer todo o processo de codificagdo e decodificagao, ainda nao se
sabe muito bem como conseguir a distancia minima de um cdédigo ciclico, e realmente é uma
tarefa dificil de se analisar, por conta disso veremos certos tipos especificos de cédigos que
nos auxiliardo a encontrar essa distancia e também a quantidade de burst errors que podemos
corrigir.
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5 Cbdigos Reed-Solomon

Vimos na secao anterior que é relativamente facil codificar e decoficar mensagens em cdédigos
ciclicos, agora nesse capitulo vamos discutir sobre o cdédigo de Reed-Solomon, um dos mais
utilizados por ser MDS e facil de conseguir a quantidade de burst errors corrigiveis. Dado
B € Fy, vamos supor que a ordem de 3 seja n, isto ¢, B™ =1 e B* # 1 para s < n. Vamos
definir como Reed-Solomon os cédigos gerados pelo seguinte polindmio

g(x) = (x = B)(x—p*)--- (x = p>)

Os cédigos Reed-Solomon sao um caso particular de cédigos BCH (ver [2, Chapter 6]).
Dadas algumas propriedades dessa classe de cédigos, é possivel provar que g(x) serd um divisor
de x™ — 1, sendo assim gerador de um subespaco ciclico de Fq[x]/(x™ —1). Além do mais temos
que grau(g(x))=6—1=n—k = b6 =n—k+ 1, com isso ji podemos anunciar o seguinte
teorema.

Teorema 5.1 Dado um cddigo Reed-Solomon [n,k,d] temos qued=n—k+1=25%

Exemplo 5.2 Dado um cddigo C sobre Fya, com « sendo uma raiz de f(x) =1 +x+x*, temos
que B = o serd 3* raiz de unidade, logo

g(x) = (x— B)(x — B2)

dessa forman =3 ed =3, ention—k+1=06 — 3—k+1=3 = k=1, dessa forma
g(x) gera um cddigo Reed-Solomon [3,1] sobre Fya.

Como visto no teorema acima os codigos de Reed-Solomon sao MDS, porém estamos mais
preocupados em aplicar decodificagao em burst errors, logo temos o seguinte teorema para nos
auxiliar.

Teorema 5.3 Um cddigo de Reed-Solomon [n,k] sobre Fom pode ser transformado em um
cddigo ciclico Inm,km] sobre Fy com capacidade de corrigir m (L“T_kJ — 1) + 1 burst errors.

6 Conclusao

Com esse trabalho vimos que nao é tao complexo mandar uma mensagem apartir de um meio de
comunicagao utilizando um cdédigo Reed-Solomon para corregdo de erros. Atualmente o cédigo
de Reed-Solomon e algumas variagoes do mesmo sao muito utilizados em meios que possuem
bastante interferéncia, pois como visto na secao 5, esses cddigos conseguem corrigir razoalmente
muitos burst errors, diferente de outros cdédigos até mais complexos que corrigem uma quantidade
menor deste tipo de erro. Com isso podemos afirmar que o Reed-Solomon é um dos principais
codigos corretores utilizados atualmente, vendo que vivemos num mundo que cada dia mais
cresce tecnologicamente, e como consequéncia produz mais interferéncias.
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Resumo

Palavras-chave

Este estudo aborda a criptografia e métodos de codificacdo e decodificacdo
de textos utilizando matrizes, transformacdes lineares, independéncia linear,

Criptografia.

Algebra Linear. operacgdes matriciais e eliminagdo gaussiana. Além disso, serdo apresentados

Aritmética modular. conceitos de aritmética modular e técnicas para quebrar mensagens cifradas.
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1 Introducao

A criptografia consiste no estudo da codificacio e da decodificagdo de mensagens secretas. Desde
as primeiras civilizagcdes da Mesopotamia, Egito, Grécia e Roma, essa era utilizada para proteger
mensagens confidenciais e segredos militares. Nesse estudo os cddigos sdo denominados cifras, as
mensagens nao codificadas sdo textos comuns e as mensagens codificadas sdo textos cifrados. O
processo de transformar um texto comum em um texto cifrado é denominado cifrar e o processo
inverso € denominado decifrar.

Na Grécia Antiga, a cifra mais conhecida era a chamada “Cifra de César” e foi utilizada pelo
famoso lider militar Juilio César. Nessa cifra, cada letra do alfabeto era substituida por outra letra que
se encontrava a um determinado nimero de posi¢des a frente na ordem alfabética. Esse tipo de cifra é
conhecida por cifra de substituicao, pois consiste em substituir cada letra do alfabeto por outra letra.
As cifras de substituicdo possuem a grande desvantagem de manter a frequéncia das letras individuais,
facilitando a quebra do cédigo. O objetivo deste trabalho € apresentar uma maneira de superar esse
problema, dividindo o texto em blocos e cifrando os blocos em vez de cada letra separadamente.

Nos dias de hoje, a criptografia ¢ amplamente utilizada em diversas dreas para proteger informagdes
confidenciais. Desde o uso de senhas em dispositivos eletronicos até a troca de informacdes em
sistemas bancdrios e governamentais, a criptografia garante a seguranga e a privacidade das informacdes.
Além disso, a criptografia também ¢é usada em comunicagdes online, como em e-mails € mensagens

instantaneas, para proteger a privacidade dos usudrios.

2 Cifras de Hill

Em 1929, o matematico Lester S. Hill [2, 3] introduziu sistemas criptograficos baseados em
transformacdes matriciais. Tais sistemas sdo conhecidos atualmente como cifras de Hill. Nas cifras de

Hill cada letra do alfabeto corresponde a um nimero de 0 a 25 da seguinte forma:

A B C D E F G H I J K L M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
N O P Q R S T UV W X Y Z
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 0

Tabela 1: Correspondentes numéricos

No caso de cifras de Hill com blocos de tamanho n, ciframos o texto da seguinte forma:

1. Escolha uma matriz quadrada de tamanho n x n, onde n € um nimero inteiro positivo. Essa
matriz serd a chave de cifragem ou chave. Mais adiante veremos que tal matriz deverd satisfazer

algumas condig¢des.

2. Divida o texto em blocos de n letras. Se o texto ndo tiver um nimero inteiro de blocos de

tamanho n, adicione letras ficticias para completar o ultimo bloco.
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3. Para cada bloco de n letras, crie um vetor coluna de tamanho n, onde cada elemento € o nimero
associado a letra correspondente segundo a Tabela 1. Esses vetores serdo chamados vetores

comuns.

4. Multiplique os vetores coluna pela matriz chave (utilizaremos aritmética modular para manter os

resultados dentro do intervalo de 0 a 25). Esses vetores serdo chamados vetores cifrados.
5. Converta cada elemento dos vetores resultantes de volta para sua letra correspondente.

6. Junte os blocos cifrados para formar o texto cifrado.

Exemplo 2.1 (2-cifra de Hill). Vamos cifrar a mensagem “MOSTRA IC” utilizando a matriz chave

A:Eﬂ.

Dividindo o texto em blocos de tamanho 2, temos
MO ST RA IC.

Assumindo a correspondéncia de letras e niimeros segundo a Tabela 1, criamos os vetores coluna para

13 19 9
Py = :
15 20 3

Ao multiplicar cada um deles pela matriz chave A, obtemos os seguintes vetores coluna:

177 251 166 93
) 02 = ) CS = ) C14 = .
170 235 97 66

Para manter as entradas dos vetores coluna entre 0 e 25, vamos substituir cada inteiro pelo seu
respectivo resto na divisdo por 26, obtendo assim:

21 17 10 15
) CQ = ) C(4 = .
14 1 19 14

Agora substituindo cada niimero pela respectiva letra, temos a mensagem “UNQAJSON”.

cada bloco:
18

P, =
! 1

7P3: 7P4:

01:

01: 703:

No exemplo acima, substituimos os inteiros maiores que 25 pelo seu resto na divisdo por 26. Essa
€ a base da aritmética modular. Apresentaremos a seguir alguns conceitos dessa drea que serao

essenciais para a compressao de como decifrar uma mensagem codificada por uma cifra de Hill.

3 Aritmética Modular

Por trabalharmos na Cifra de Hill com nimeros de 0 a 25, vamos usar neste estudo a aritmética

modular, que é uma ramificacdo da aritmética que lida com a divisdo de nimeros inteiros em conjuntos

XII Mostra de Inicia¢do Cientifica da FAMAT PET Matematica Uberlandia
155 Anais da XII Mostra IC



chamados classes de congruéncia. Essa divisdo € baseada em um nimero inteiro fixo chamado médulo.

No estudo vamos usar o médulo do nimero 26, mas outros médulos podem ser usados.

Definicao 3.1. Seja m um niimero inteiro positivo. Dois inteiros a e b sdo congruentes modulo m se a

diferenga entre eles é um muiltiplo de m. Isso é denotado por a = b (mod m).
Exemplo 3.2. 7 = 2 (mod 5), 19 = 3 (mod 2), —1 = 25 (mod 26) e¢ 12 = 0 (mod 4).

Dado um médulo m, como os possiveis restos na divisdo por m sd@o 0,1,2,...,m — 1, temos que
qualquer inteiro a € congruente médulo m a exatamente um dos inteiros 0, 1, 2, ..., m — 1. Esse inteiro

¢ denominado residuo de a médulo m. Denotaremos por
Zm =1{0,1,2,3,...,m —1}

o conjunto dos residuos médulo m. O teorema a seguir nos mostra como determinar o residuo médulo

m de um inteiro qualquer.

Teorema 3.3 ([!], Teorema 11.16.1). Dados um inteiro a e um modulo m quaisquer, definindo

R como sendo o resto da divisdo de |a| por m, o residuo r de a médulo m é dado por:

R, sea >0,
r=9m-—R, sea<0eR#0,
0, sea<0eR=0.

Exemplo 3.4. Pelo Teorema 3.3, temos que o residuo de 97 modulo 26 é 19, o residuo de —38 modulo
26 € 14 e o residuo de —26 modulo 26 é Q.

Defini¢ao 3.5. Dado um niimero a em Z,,, dizemos que um niimero a~' em Z,, é um reciproco ou

1

inverso multiplicativo de a médulo m se a™'a = aa™' = 1 (mod m).

E possivel provar que a possui um unico reciproco médulo m se, e somente se, a € m nao tém

fatores primos em comum. A seguir apresentamos uma tabela de reciprocos modulo 26.

a |1 (3|5 |7 [9|11 1517|1921 |23 |25
at J1 92115319 | 7 |23 |11 |5 |17 |25

Tabela 2: Reciprocos médulo 26

Para um estudo detalhado de Aritmética Modular sugerimos a referéncia [4].

4 Decifrando as Cifras de Hill

Para decifrar as cifras de Hill, vamos precisar da matriz inversa (médulo 26) da matriz chave. Se m

€ um inteiro positivo, dizemos que uma matriz A, com entradas em Z,,, ¢ invertivel médulo m se
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existir uma matriz B, com entradas em Z,,, tal que
AB=BA =1 (modm).

Suponha que a matriz chave A seja invertivel médulo 26 e seja P um vetor comum. Entdo o
vetor cifrado é dado por C' = AP e vale P = A~'C. Logo, podemos recuperar os vetores comuns
multiplicando os vetores cifrados a esquerda por A™'. A seguir apresentamos um resultado que nos

diz quando uma matriz € invertivel médulo 26.

Proposicao 4.1 ([ 1], Corolério 11.16.4). Uma matriz quadrada A, com entradas em Zog, € invertivel

mddulo 26 se, e somente se, o residuo de det(A) médulo 26 ndo é divisivel por 2 ou 13.

Exemplo 4.2. Vejamos que a matriz A do Exemplo 2.1 é invertivel modulo 26. Observe que
det(A) = 110922 — Q1291 = (9 : 7) - (5 . 4) =43 =17 (HlOd 26)

Como 17 ndo é divisivel por 2 nem por 13, temos que A é invertivel modulo 26 pela proposicdo anterior.

- 7 -4 7 -4
422 T2 _ g =23 (mod 26).
—a a1 -5 9 -5 9

Vamos utilizar essa matriz para decifrar a mensagem “UNQAJSON” obtida no Exemplo 2.1. Para

Dai, a matriz inversa de A é

A7l =det(A)!

facilitar o cdlculo, vamos juntar todos os vetores cifrados associados a mensagem em uma matriz com

colunas de tamanho 2. Temos entdo:

21 17 10 15
14 1 19 14|

Multiplicando A~ por C, obtemos a matriz de vetores comuns

PoAlC— 23 7T =421 17 10 15 _ 93 91 115 -6 49
-5 9 14 1 19 14 21 =76 121 51

[2093 2645 —138 1127] B [13 19 18 9

15 20 1 3

(mod 26),
483 —1748 2783 1173

resultando na mensagem “MOSTRA IC”.

5 Quebrando as Cifras de Hill

Vale ressaltar que a cifra de Hill ndo € uma cifra perfeita e existem algumas formas de quebri-la.

Uma delas consiste em utilizar uma técnica na qual € necessario possuir tanto a mensagem cifrada
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quanto um trecho da mensagem original, a partir das quais € possivel obter a matriz chave utilizada na

cifragem. O teorema a seguir nos fornece uma maneira de fazer isso.

Teorema 5.1 ([ 1], Teorema 11.16.5). Sejam Py, P, ..., P, vetores comuns linearmente independentes
e sejam C,Cy, ..., C, os vetores cifrados correspondentes de uma n-cifra de Hill. Se
T T
P Ci
P= e C=|:
T T
Pn Cn
sdo as matrizes n x n dos vetores PL,... PT e dosvetores CI,... CL, respectivamente, entdo a

sequéncia de operacdes elementares sobre linhas que reduz C a identidade I transforma P em (A~1)T.

6 Consideracoes finais

Ao longo deste estudo, vimos o funcionamento da cifra de Hill e suas vantagens e desvantagens.
Entre as vantagens, podemos destacar a simplicidade da implementacao, a dificuldade de quebra da
criptografia e a capacidade de cifrar tanto textos curtos como longos. Por outro lado, uma desvantagem
da cifra de Hill é a vulnerabilidade a ataques que exploram as propriedades algébricas da cifra para
quebra-la.

E importante notar que a cifra de Hill ndo é usada em sistemas de criptografia modernos, mas

possui valor histérico e € uma técnica fundamental para entender os principios basicos da criptografia.
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Resumo

O trabalho é baseado no estudo do livro "Indu¢dao Matemadtica"de Abramo
Hefez, com foco nos capitulos de indu¢do matematica e do problema da
Torre de Hanéi. O problema de Hanéi consiste em uma plataforma com 3
Indugio Matematica, pinos, no qual um deles possui discos empilhadas, do maior ao menor, € o
Torre de Hanéi. desafio € mover a torre para outro pino, um disco por vez, € nunca ter um
Discos. disco maior sobre um menor. Existe um método para se resolver a Torre com
a menor quantidade de movimentos, e a indu¢do matemdtica foi a ferramenta
utilizada para demonstrar que a quantidade minima de movimentos para
resolver o problema com n discos é P(n) = 2™ — 1.

Palavras-chave
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1 Introducao

A Inducdao Matematica € um artificio utilizado para demonstrar proposi¢des que podem ser ditas
em fung@o de niimeros naturais, ou seja, o conjunto N = {1,2/3,4,5,...}. O principio consiste em
provar que a relag@o é valida para algum termo inicial, por exemplo, provar que P(1) é verdade. A
partir daf, supde-se que a proposi¢do é vélida para angum n, ou seja, P(n) é verdade e, com esta
suposi¢do, deve-se provar que P(n + 1) também é verdadeiro.

Por tratar de ndmeros naturais, a Indugdo Matematica tem diversas aplicacoes e, neste trabalho, é
apresentado uma delas: mostra-se que a quantidade minima de movimentos para resolver o problema
da Torre de Hanéi com n discos é P(n) = 2" — 1.

Esse tranalho foi inspirado nas seguintes referéncias [ 1] - [4].

2 A Torre de Hanoi

O problema da Torre de Handi foi um jogo criado em 1882 pelo matemético francé€s Edouard
Lucas, sendo uma plataforma com 3 pinos fixados, e uma torre de discos com um furo no meio e
diametros diferentes, empilhados em um dos pinos, sempre com o disco de didmetro menor sobre um
de diametro maior. O objetivo € mover a torre para outro pino, um disco por vez, e nunca colocar um

disco maior sobre um menor.

Figura 1: Torre de Han6i

Uma tatica para resolver o problema € projetar onde os discos devem ficar, para isso dividi-los
em subtorres, em que se precisa resolver a anterior para fazer a proxima. Tomando como exemplo a
figura acima, para se resolver a torre com 8 discos, antes deve-se resolver com 7 discos, 6, 5, € assim
até 2 e 1 discos. Dessa forma, para que a torre passe para a direita, a subtorre anterior, de 7 discos,
deve ficar no meio, para isso a de 6 fica na direita, de 5 no pino central, até a subtorre de 2 discos fivar
na direita e por fim a de um disco no meio. Outra tatica €, ao longo do jogo, dividir mais as torres ja
divididas, redeterminar onde a subtorre deve ficar, mover os discos de acordo com a ideia anterior e,
assim, avancar mais. Logo, os conjuntos de discos vao mudar entre o disco da esquerda, direita e meio
a medida que forem necessarios.

Com essa logica aplicada para cada disco e subtorre, o problema € solucionado para n discos e

com a menor quantidade de movimentos.
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3 Inducao Matematica e Torre de Hanéi

O método para resolver a Torre pode ser utilizado para sugeririr uma equacao que fornece a
quantidade minima de movimentos para solucionar o problema em func¢ao da quantidade de discos
empilhados. Como a quantidade de discos pertence ao conjunto dos niimeros naturais, isso € um caso
que pode ser demonstrado por indu¢cdo matematica.

Para uma torre com 1 disco, € necessario apenas 1 movimento. Para uma torre com 2 discos,
sd0 necessarios 3 movimentos, esses casos sao ficeis de perceber. Para uma torre com 3 discos, sdo
necessarios 3 movimentos para mover a subtorre de dois discos, mais um movimento para mover
o maior disco, mais 3 movimentos para mover a subtorre novamente para o disco maior, ou seja, 7
movimentos. Generalizando, como o maior disco deve ficar no pino da direita, deve se mover todos
os n-1 pinos restantes para o pino do meio. Observe que nesse momento, resolvemos o jogo para a
subtorre de n-1 discos. Dai transportamos o disco maior para a direita e entdo resolvemos novamente o
jogo para n-1 pinos. Com isso, conclui-se que s@o nessessdrias 2 vezes a quantidade de movimentos de

(n-1) discos, mais 1. Uma forma mais fécil de visualizar é por uma tabela:

n°® discos | Movimentos Operagao

1 1 1

2 2-1+1=3 (1-2)+1

3 2:3+1=7 (1-2)+1)2+1

4 2:-7T+1=15 (1-2)+12+1)2+1

5 2-1541=31|(((1L-2)+1)2+1)2+1)2+1

Tabela 1: Numero de discos, quantidade minima de movimentos e operagao completa

Ao analisar a tabela nota-se que a quantidade de movimentos € a soma

onlpon=2 4 on=3 4 4ol

A hipdtese € que a soma seja igual a 2" — 1, para provar isso vamos usar Inducao Matematica.

Primeiro, temos que P(1) =1 = 2l —1=1 logo, o P(1) é verdade. Com o passo inicial, pode-se
supor que P(n) é verdadeira para algum n > 1, ou seja P(n) = 2" — 1, como representado na figura
abaixo.

Agora, basta provar que o préximo passo também € verdade, ou seja, que P(n + 1) = 2" — 1.
Observando a tabela acima, temos que P(n + 1) = 2 - P(n) + 1 e, portanto, usando nossa hip6tese de

inducdo, temos

Pn+1)=2-Pn)+1=2x2"-1)+1=2"" 241 =2""_1, (1)

donde tiramos que P(n) = 2" — 1, para todo n > 1.
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N 2" — 1

Figura 2: Torre de Han6i

4 Consideracoes finais

A matematica estd presente em varios jogos. Um exemplo € o da Torre de Hano6i, que desafia
a légica e o raciocinio rdpido de quem tenta resolvé-la. Este € um problema simples de explicar e
aprender a jogar, mas € necessdrio um nimero minimo de passos para solunioné-lo. Mostramos que
para solucionar o problema da torre com n discos sdo necessdrios pelo menos 2" — 1 movimentos. Por
exemplo, para solucionar o problema com 64 discos, sdo necessarios no mimino 18446073709551615

movimentos.
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